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Transformada de Fourier

o X(w)= § x[n]eiwn

n—=—oo

2w
o x[n] =+ of X(w)e*" dw

@ Férmula fechada sé para fungdes especificas, como seno.

» Como calcular para um sinal de dudio?
» Numericamente impossivel, teria que calcular para todo w

@ Alternativa: Transformada Discreta de Fourier
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DFT: Definicao

@ Computadores e processadores trabalham com seqiiéncias finitas de
dados

» x[n],n=0,1,...,N -1
» Exemplo: arquivo MP3

N—1 _
@ DTFT: X(w) = > x[n]e™ /"
n=0
» Exagero: representa N valores de x[n] com infinitos valores de X(w)
» Como representar com N valores?

o DFT: X[k] = ZnN:_OI x[n)e=27kn/N ‘para k =0,1,...,N — 1
» X[k] = X(2nk/N), para k=0,1,...,N -1
» Amostragem em freqiiéncia
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Interpretacdo: Mudanca de Base

Exemplo: N =4

X[0] = x[0] + x[1] + x[2] + x[3]
X[1] = x[0] — jx[1] — x[2] + jx[3]
X[2] = x[0] — x[1] + x[2] — x[3]
X[0] = x[0] + jx[1] — x[2] — jx[3]

X[0] 11 1 1 x[0]
X[ | |1 - -1 x[1]
X[ | |1 -1 1 —1|]|x[
X[3] 1 j -1 —j || x[3

—
X F X
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DFT Inversa
x =F X
Fato:
N—-1
eJ27rkn /N _ N, n_r:IN(IEN)
0, c.c.
k=0
N—1 _
X = % xlnjeizea/n
n=0
N—1 _
Al = & % X[kloir/n
k=0
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Interpretacao: Amostragem em Frequéncia

1

[X ()l
a
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X[K] = X (%)
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Exemplo: N =7

1, 0<n<9
x[n] = 0, c.c.

N :e_jw9/2sin(10w/2)
X(w) sin(w/2)

IX(@)
@

0 2 i 3n/2 21

€
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Exemplo: N =7

k = 0:6;
X = exp(-j*2*pi*k*9/14) .*sin(10*pixk/7)./sin(pi*k/7)
X(1) = 10;x = ifft(X);
Ax’[n]
x[n*l41. . 3([_11\_7J x[n] >_<[n_—7_‘ x[n-14]
7 s 0 2 T 14 16 n
(a)
AX'[n]
Al
A P ;
(b)
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Exemplo: N = 10

x"[n]

X(@)
=

x[n+10] X[n] x[n-10]

3 1 -10 -110 910 19 n

0 2 b 3n/2 2n
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Exemplo: N = 13

=~
i

0

A

X(@)]
-
E)

1 x[n] x[n-13]

.
3p/2 2p

€0
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Extensao Periddica

DTFT: X(w) <« x[n]
DFT: X[k] = X(k27/N) ¢ x[n]

@ x[n] ndo necessariamente de duracdo finita

@ A qual sinal corresponde a DFT?
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Introducdo Extensdo Periddica

Extensao Periddica: Prova

1 N—-1
xsln] = = X[kleJ2mkn/N
N
k=0
1 N—-1 ]
= 3 X (2mk ) N)eJ2mkn/N
k=0
1 N—-1 0o ] ]
_ N (Z X[/]e—_/27rkI/N> ej27rkn/N
k=0 \/=—oc0
oy N, n—1émiltiplo de N
—j2rk(l—n)/N _ ) -
xs[n] = Z x[n — IN]
[=—00
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Extensao Periddica: Exemplo

x[n] = 0,9"u[n]

1.4

x[n+20]
1 Extensdo 7
Periodica

X x[n+40] 1

0.8H 94 4
x[n]

x[n-20]

0.6 G

0.4
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Ve
A férmula

Dado X[k], como calcular X(e/*) para um w qualquer?

=
L

X(@) = 3 et

Ti
._.o

N—-1

_ ( X[k]ej27rkn/N> e_/wn
k=0

-1 —

_ 1 2wkn/N _jwn

= & X[k]Ze’ /N
k=0 n=0

=~

3
\ I

N— e—IN(w=2mk/N)
;X[k] — e—Jj(w=27k/N)

= |

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais 20 / 55



A Figura

-2

—2pi —pi 0 pi 2pi 3pi
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Periodicidade no Tempo

N—-1
X[kl = ) x[n]e~ 2N

x[n] = X [k]e/2rkn/N

x[n+N] _ [k]ej27rk(n+N)/N

— 1 Z X[k]ej27rkn/Nej27rk
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Propriedades

Simetrias
@ x[n] real = X(w) = X*(—w) @ x[n] real = X[k] = X*[—k]
» Magnitude é par: » Magnitude é par:
[X(w)| = |X(=w)] [ XTK]| = [X[=K]|
» Fase é impar: » Fase é impar:
IX(w) = LX(—w) ZX[k] = £ZX[—K]

Como X[N — k] = X[—K], [X[K]| = |X[N — K]
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Periodicidade em Freqiiéncia

N—-1
X[kl = ) x[n]e~ 2N

x[n] = X [k]e/2rkn/N

X[k+N] = X[k (ktN)n/N

ZTT
|—\O

I
==
(]

X[k]ej27Tkn/Nej27Tn

x
Il
o

il
5
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Relacdo entre Frequéncias

M A/D }ﬂP{ DFT }ﬂb

X[-1] = X[n—1]

X[K]

?TN? If%
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Entrada Senoidal

@ DFT calcula espectro em 2kw/N

» Sinais de duragdo N sé contém essas freqiiéncias
» Frequiéncia “desejada” pode ter outra forma.

sin((w — 2k /N)N/2)

x[n] =e“" n=0,1,... N -1« |X[K]| = sin((w — 2k7)/2)

@ Sew —2km/N = 2w /N, entdo
» X[k] = N se | é miltiplo de N,
» X[k] =0 caso contririo.

@ Caso contrério, X[k] # 0.

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais 29 / 55



iz
Exemplo sem Vazamento

18r b

16 q

14 B

12 b

IXIKII
5
.

o N=20
Qw=m=2xmx*10/N °r ]

0600 0000000000000 0000 o000

10 15
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iz
Exemplo com Vazamento

20

18r b

16 q

14 B

12 b

IXIKII
5
.

o N=20
o w=m—21x9,75/N o ]
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Vazamento Explicado

Sequéncia de Interesse Entrada da DFT

1

1l WTTTWTTT WTTT%@W
i)l B

-1 -1
-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30
n n
Janelamento Extenséo Periédica
1 1

0.8 05

. gl WTT%@ I
- SETEEI

-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30
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@ Sinal de
interesse: xso[n]

@ Janela: w[n|

@ DFT: espectro de
X[n] = Xoo[n]w[n]
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Vazamento Explicado

Resumo:
DFT calcula amostras do espectro de sinal janelado:

X[k] — X(ej27rk/N)

X(&*) = F{x[n] = xecwn]}

Conseqiiéncia

Convolugdo em freqiiéncia:

X(e) = % Xoo (Y W (/)Y d6
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Vazamento em Freqiiéncia Explicagdo

Prova da Convolucdao em Freqiiéncia

Seja z[n] = x[n]y[n]. Entdo

Z(e)

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM)

oo

Z z[n]e ™"

n=—0oo
[ee]

> Anly[nje "

_z: x[n] <% /_7T Y (/) d0) edwn
1 ™
r ),
1 m

),

Y (%) Z x[n]e /@=0n 4p

n=—oo

Y ()X (e =) dp
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Vazamento em Freqiiéncia Explicagdo

Vazamento em Frequéncia

X(e*) Janela

v

Frequéncia de Interesse

@ DFT calcula componente em freqiiéncia como area sob a curva
@ Comportamento desejado da janela em frequiéncia:

» Valores nulos em frequiéncias diferentes da de interesse
» Extrai apenas freqiiéncia de interesse = resposta em freqiiéncia
concentrada em torno da origem.
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Vazamento em Freqiiéncia Janelamento

Melhorando Janela

Aumenta tamanho da janela, diminui vazamento

N=5 N=10
5 10
4 8
3 6
2 4
1 2
0~ ; " ; o " " .
—pi -pil2 0 pi/2 pi —pi —pil2 0 pil2 pi
®
N =20 N =50
20 50
15 40
30
10
20
5 10
[ ° " ; o= " ’ ’
—pi —pil2 0 pil2 pi —pi —pil2 0 pil2 pi
®
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Vazamento em Freqiiéncia Janelamento

Melhorando Janela

Usa outras formas de onda, com frequéncia mais concentrada na origem
@ Retangular:
wln =1,0<n<N-1

@ Triangular:

@ Hanning:

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais 39 / 55



Vazamento em Freq Janelamento

Janelas em Frequéncia

Resposta em Frequencia de Algumas Janelas
20 T

16F Retangular
Triangular
Hanning

12 b

JAAVAV VN

0 pil2 pi
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Vazamento em Freqiiéncia Janelamento
Janelas em Frequéncia

Resposta em Frequencia (dB) de Algumas Janelas
T

20

-40

Retangular
-80} Triangular
Hanning
-100 ‘
0 pili2 pi

w

Melhora vazamento de freqiiéncias distantes.
Piora influéncia de freqiiéncias vizinhas (perda de resolu¢do).
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Vazamento em Freqiiéncia Janelamento

Exemplo do Efeito das Janelas

N = 64 pontos, x[n] = sin(273,4n/64) + 0,1sin(277n/64)

251 (0] J
20 —© Retangular =
—A\ Hanning
151 AT J
iy
10~ =
Freq. k=7
5B il
I XTT?ZXXXXX@R@QSQBBQQQQQE
0 5 30
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Melhorando Aproximacdo da DFT

@ DFT calcula espectro nas frequiéncias 2wk/N

@ Aumentando N, calculamos espectro em mais pontos.

» melhor aproximac3do do espectro continuo do sinal.

@ Exemplo: sendide amostrada 16 vezes em 3 periodos
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Vazamento em Freqiiéncia Zero Padding

Sinal Continuo

Sinal no Tempo

0.5

AL

t

Sinal em Frequencia

3.5

300
250

150
100

50
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Vazamento em Freqiiéncia Zero Padding

Sem preencher com zeros

Sinais no Tempo

AN

_1 L Il
0 5 10 15
n
Sinais em Frequencia

10

st
6

4t

2}

oG
0 2 4 6 8 10 12 14 16
k
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Vazamento em Freqiiéncia Zero Padding

16 zeros

Sinais no Tempo

10

5 10

15 20
n
Sinais em Frequencia

30

st

6
4+

2}

oG
0
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112 zeros

Sinais no Tempo

1 T T

Il
-1 . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120

n
Sinais em Frequencia
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Notas

@ Resolugdo ndo melhora com zero-padding

» Largura do I8bulo central n3o se altera
» Resolugcao depende do niimero de amostras original

@ Eixo x da DFT: 2wk /N < freqiiéncia analdgica kfs/N
» Pico sempre ocorre em f = 3f;/16
» Como f; = 16, sendide de frequéncia 3.

@ Contradic3o:
» Amostragem exige x(t) limitado em freqiiéncia

DFT exige x(t) limitado no tempo

Teoria proibe que ambos sejam verdade.
Prética: sinais sdo quase limitados no tempo e na freqliéncia

vvYyy
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Motivacao

Al [ Lt

@ Duracdo de x[n]: N, amostras
@ Duracdo de h[n]: N} amostras

= Cdlculo da saida envolve ~ N, N, somas e ~ N, N, produtos

FFT
@ Calcula DFT em Nlog(N) operagdes!

o E possivel calcular saida com DFT?
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Convolugdo e DFT

Convolucao Circular

Al [ Lot

ylnl = x[n]= hln] V() = X(/)H(e™)

O que dd X[k]H[k] = Z[k]? Exemplo com N = 4:

z[0] = x[0]h[0] + x[1]A[3] + x[2]h[2] + x[3]A[1]
z[1] = x[0]h[1] + x[1]A[0] + x[2]A[3] + x[3]A[2]
z[2] = x[0]h[2] + x[1]A[1] + x[2]A[0] + x[3]A[3]
z[3] = x[0]h[3] + x[1]A[2] + x[2]h[1] + x[3]A[O]
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Convolugdo e DFT

Convolucao Circular Versus Linear

Convolugdo Circular

(]

Convolugio Linear

x[n]

—
([ T Intervalo de Soma T T Intervalo de Soma
0o 1 2 3 4 5 6 7 o o1 2 3 4 5 6
Lt Lt
4 3 2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 o -4 -3 —2 -1 0 1 2 3.4 5 ¢
ARIAN |
4 3 2 -1 o 1 2 3,4 5 6 7 on 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 6
ol 1
4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 n 4 -3 2 -1 o 1 2 3 4 5 6
ESLiiESaINS 1]
4 3 -2 -1 Jo 1 3 4 5 6 7 —4 3 -2 -1, 0 1 2 3.4 5 6
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Convolucao Circular e Zero-Padding

@ Duragdo de x[n]: N, amostras
@ Duracdo de h[n]: Nj amostras

= Duragédo de y[n]: N, = N, + N — 1 amostras

DFTs envolvidas devem ter comprimento N, = Zero-Padding

Nesse caso, convolucdo circular = convolucdo linear.
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Convolucao Circular com Zero-Padding

Intervalo de Soma

x[nl

T T Intervalo de Soma Efetivo I T T
0 1 2 3 4 5 6 n 0 1 2 3 4

1] o 1] | 1]
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 n -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
r e oot ] il il
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 n -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
¢ T [ $ T i T T ¢ T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

il :
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 n
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