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Introdugdo

Introducao

Sinais
@ Telecomunicagdes, midias, poténcia, biomédicas, eletrodomésticos,
equipamentos cientificos, etc.
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Processamento
Adaptacao, compressao, modulacao, extracao de parametros, etc.
@ Analdgico (tempo continuo) ou discreto.

@ Digital: amplitude também é discreta.

Por que digital?

@ Abstracdo matemdtica permite generalizacio.
» Contexto fisico é dado pela aplicacao.

@ Implementacio flexivel, robusta e barata.

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM)

Processamento Digital de Sinais

3/ 46

|
Contetudo da Aula

© Introducio

© Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo
@ Caracterizacao Temporal
@ Caracterizacdao em frequéncia
@ Exemplo

© O Dominio da Fregiiéncia
@ Transformada de Fourier

© Seqiiéncias e Suas Transformadas

© Teorema da Amostragem

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais 2 /46
Introdugdo

Objetivos e Bibliografia

Objetivos:

Entender relacdo entre freqiiéncias discretas e continuas;

©

Projetar filtros discretos;

Entender e saber usar a DFT (FFT);

°
@ Entender como filtros discretos atuam em sinais continuos e discretos;
°
® Mudar taxa de amostragem;

Bibliografia
@ Apostila do Prof. Amauri
@ Understanding Digital Signal Processing, Richard Lyons
@ Signal Processing First, J. M. McClellan, R. W. Schafer e M. A. Yoder/
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo
Sistemas

x[n] T4} y[n]=T{x[n]}

Para permitir analise, restringe a:

Sistema Linear

Se T{x[n]} = yi[n] e T{xx[n]} = y2[n], entdo
T{axi[n] + bxz[n]} = aya[n] + by2[n].

Sistema Invariante no Tempo

se T{x[n]} =y[n], entdo T{x[n— ng]} = y[n— ng].
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Caracterizagcdo Temporal

Resposta ao Impulso

Resposta ao Impulso

hin] = T{o[n]}
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Sinais s3o combinacdes de impulsos deslocados

o

x[n] = ) x[K]o[n — K]

k=—00

Convolucdo
Usando LIT, y[n] = T{x[n]} =>"72  x[k]T{d[n — K]} =

e.@]

ylnl= ) x[klhln— K]

k=—o00
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s Tapele]
Impulso Unitdrio ou Delta de Kronecker

me{ g 10

3[n]
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Caracterizacdo em freqiiéncia
Entradas senoidais
Resposta a sendides
o0
T{}y = > hk]e k)
k=—o00
[e.9]
= &7 )" hlkle /K
k=—0o0
—  H(w)en
y.
Resposta em Freqliéncia
H(w) = F{hln]} )
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Caracterizacdo em freqiiéncia

Fourier

Transformada de Fourier
Sinais sdo combinagdes de exponenciais

o X(w)= § x[n]e=d«n;

n=—oo

2m
o x[n] = = of X(w)e" dw.

Funcdo de transferéncia

Convolucao no tempo <> Produto em freqiiéncia

= Y(w) = Hw)X(w)

~ . Y(w
Fun¢do de Transferéncia: | H(w) = Y(w)
X(w)
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Exemplo
Sistema com um polo

x[n] yln]

>

atraso

y[n-1]
ay[n-1]

yln] = x[n] + ay[n — 1]
Condigdes iniciais nulas: - -- y[—2] = y[-1] = 0.
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Caracterizacdo em freqiiéncia

Prova da convolucao
Usando LIT

yln] = T —/X(w)ejw”dw

= Y(w) = Hw)X(w)

Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo Exemplo
Resposta Temporal
Entrada u[n]
y[0] = x[0] +ay[-1] —  y[0] =1
ylll=x[1]+ay[0] — y[l]=1+a
yl2l=x[2] +ay[l] —  y[l=1+a+2
: n
ylnl=1+a+a+.. +a" =) a~
k=0

Entrada d[n]

h[0] = 6[0] + ah[-1] =6[0] —  h0]=1
h[1] = 6[1] + ah[0] =ah[0)] —  hK[l]=a
h[2] = 6[2] + ah[l] = ah[l]] —  h[2] = a?

hln] = a"u[n].
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Sl
Funcao de Transferéncia

Hw) = =F{a"u[n]}

= i h[k]e /«k

k=—0o0

oo

_ Z Sk e—iwk
k=0

= (ae™*)

se |a] <1
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O Dominio da Freqiiéncia

Dominio da Frequéncia

@ Representacdo natural de alguns sinais (som) e sistemas (filtro
passa-baixas)
@ Facil de estimar em laboratério
@ Pode facilitar calculos:
» Integracdo < divisdo;
» Convolucdo < produto.
» Permite caracterizar sistemas lineares e invariantes no tempo.

. H .
exp[jwn] Sistema Linear (w) exp[jwn]
[ >

Invariante no Tempo
exp(j2t) L P21 H(Q) exp(j2t)
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Resposta em Frequéncia

Passa-baixas: a =0, 8

magnitude

0 2 s 3m2 W 2n

magnitude

0 2 s 3m2 W 2n
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O Dominio da Freqiiéncia Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier

@ Todo sinal pratico pode ser escrito como uma sobreposicao de
sendides.
@ Continuo (TF):
> X (Q) = F{x(t)} £ [ xc(t)exp(—jQt) dt

b x(t) = FHX(Q)) = A_T X.(Q) exp(jQt) dQ

™
» Q: freqiiéncia continua em rad/s.

@ Discreto (DFT):
» X(w)=F = f x[n]e=I«m;

o
» x[n]=F 1 =2L [ X(w)e" dw.
0

» w: freqiiéncia discreta em rad/amostra.
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O Dominio da Freqiiéncia Transformada de Fourier O Dominio da Freqiiéncia Transformada de Fourier

Prova da Transformada Inversa Linearidade, Parseval e Convolucao

27
1 - .
Teorema: x[n] = 2—/X(w)ef“’” dw. Linearidade
7r
0 F{ax[n] + by[n]} +— aX(w) + bY (w)
Prova: )
2T Parseval
/X(w )& dw = / Z x[k]e 7k ef@n dyy - 27
1
N nergia de x[n] _Z x[nl* = o / X (w)|* dw
o0 ] n=—o0 0
= Y x4 / kb gy, 1
h=—oo 0 Convolugdo
2 _ 0. k4 @ Definicdo: c[n] = x[n] xy[n] = >_ x[k]y[n — K]
Mas /(=R gy = ' " k=—o0
2m; k= n.

@ Propriedade: x[n] * y[n] +— X(w)Y(w)
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O Dominio da Freqiiéncia Transformada de Fourier

O Dominio da Freqiiéncia Transformada de Fourier

Deslocamento no Tempo Deslocamento em Frequéncia

Se x[n] «— X(w) entdo x[n — ng] +— X(w)e w0 Se x[n] «— X(w) entdo e« "x[n] +— X(w + wo)

Demonstracao: Demonstracio:
m . m . . m m
Z x[n — ngle™ /¥ = Z x[k]e @ ktm) — X (y)e=Iwno Z x[n]e wene=iwn — Z x[n]e @@ — X (w + wp)
n=—00 k=—o00 n=—o0 n=—o00
v

Aplicacdo: Funcdo de Transferéncia Aplicacdo: Modulacao

y[n] = x[n] + ay[n — 1] & Y(w) = X(w) + ae 7Y (w). Como cosfwon] = goon | e
2 2
Y (w) 1 . X(w—wg) X(w+ wo)
= = - entao x|n|cos{won| <«— +
X(w) 1—aeiw x| coslwon] 2 2 )
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Impulso Unitdrio ou Delta de Kronecker

{120

3[n]

-3 -2 -1 0 1 2
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Seqliéncias e Suas Transformadas

Degrau Unitario

u[n]

N3o possui transformada de Fourier.

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais

Impulso Unitdrio ou Delta de Kronecker

Xw) = Y xlnlexp(—jwn)
= > dlnexp(—jwn)
= 1
AX((D)
1
- 0 T (1);
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Seqiiéncias e Suas Transformadas

Pulso Retangular

,0<n<N-1

rn[n] = u[n] — u[n — N] < { 0; caso contrdrio

[l

3 -2-1 0 1 2 3 4 N-1 n
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Pulso Retangular

o0

Ru(@) = 3 rufn] exp(—jwn)

n=-—00
N—-1

S exp(jn)
n=0
1— e—ij
1—eJw
e—IiNw/2 (eij/z _ e_jN“/2)
e—jw/?2 (ejw/2 _ e—jw/2)
e (N=1)w/2 sin (Nw /2)
sin (w/2)

elemento inicial — elemento final x razido
Soma de PG: S =

1 — razdo
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Seqliéncias e Suas Transformadas

Exponencial
a = constante
x[n] = a"uln]; e
la] <1
1r » 8
=
=
“© a=0,7
e o0
. } l ( L1
2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 n
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Seqliéncias e Suas Transformadas

Pulso Retangular

8
7
6l
35
2 o4t
Al
2l
L
0
0 w2 = 32 2n
@
3
2t
= L
I
=
=
&
g
w2 n 32 o
()
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Seqiiéncias e Suas Transformadas

Exponencial

1
XWw) =1

6 T

[H()
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Seqiiéncias e Suas Transformadas Seqliéncias e Suas Transformadas

Sendide Discreta Sendide Discreta
X[n] = cos[OTtn] X[n] = cos[rtn/g] X[n] = cos[rtn/4]
1 1 1
o o o @ exp[j(w + 2m)n] = exp[jwn] exp[j2mn] = exp|jwn]
0 0 o = Frequéncias discretas separadas de 27 s3o iguais
w05 08 08 = Sé temos frequiéncias discretas entre 0 e 27, ou entre —m e 7.
q
_—130 -20 -10 0 10 20 30 _—130 -20 -10 0 10 20 30 _—130 -20 -10 0 10 20 30 » De fato’ X(w) = X(w + 27T)
L X[n] = cos[rn/2] | x[n] = cos[rn] . x[n] = cos[3mn/2] ° |\/|a|or frequénua d|5creta T
0.5 0.5 0.5
0 0 0 Transformada da Sendide
os 0s os @ Deve ter impulso em wy.
_}30 -20 -10 0 10 20 30 _}30 -20 -10 0 10 20 30 _}30 -20 -10 0 10 20 30 o Deve Ser periédica em w' Com perI/OdO 27.r
X[n] = cos[7Ttn/4] x[n] = cos[15mn/8] x[n] = cos[2mn]
1 1 1 0o
05 05 05 F {e]OJon} = o E 5(00 —wp — 27Tk)
0 o k
=—00
-0.5 -0.5 -0.5 V.
1130 -20 -10 0 10 20 30 1130 -20 -10 0 10 20 30 1130 -20 -10 0 10 20 30
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Teorema da Amostragem Teorema da Amostragem
Amostragem Alias
@ x[n] = xc(nTs) L — —— -
p [ \
@ T,: Periodo de amostragem. Sl A A ’\. [ / Il
08\ \ / \ | A [ / /
@ Como relacionar X(w) com X.(€)? oof| N| | “, / ‘\ / . )
| ol A
0.4—\ ‘\ \‘ / \“ / \ (’ ‘ ‘( \ | (,
o2 | / |\ I ‘s | \ /
1 ] T T R R T Ll
S TN LA T
S I | ‘
. . . . . . 1 | | ) ‘ ‘ | 1
0 2T, T, 0 T. 2T, 3T, t “r | \ / \ | | | \ | \ ‘»’ ||
—~ -o06F | | | | \ ‘\ | | .
- | || | | / | ) | | |
i : ' ' o8} | / ‘\ / \ | \ ( | | ||
L1 . 1 \/ \ | \ \ b \/ \
% LAY R V. VAR
I 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
. I
x
0 TS

2T, T, . , . .
Efeito estroboscdpico, roda de carros em filmes.
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Alias

Exemplo: T =1
@ x1(t) = cos(mt) e xo(t) = cos(3rt).

» Amostragem: xx[n] = cos[3mn] = cos[mn + 2mn] = cos[mn| = x1[n]
» Apds amostragem, 37 aparece como seu alias (codinome) 7.

Caso geral: freqiiéncia de amostragem f; = 1/ T
o x(t) = exp(j(QL+ 27/ Ts)t)
— x[n] = exp[j(Q2 + 27/ T5) Tsn] = exp[jQ Tsn]

= Freqiiéncias continuas separadas de 27/ Ts = ws sdo indistinguiveis.

o

pavavR

Q

—6r/T, —4rx/T, —2r/T, 0 27/ T A/ T 6/ Ts
—6m —4r -2 0
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Teorema da Amostragem

Relacao entre Transformadas

27 47 (s

€

Sem aliasing

Com aliasing

-2 — ‘0 T QnTs 2w

Condigdo para evitar aliasing: Q,mTs < 7, ou | Qpy < ws/2
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Teorema da Amostragem

Relacao entre transformadas

o x(t) = exp(jQ2t) — x[n] = exp[jQ2Tsn]
= freqiiéncia discreta w = QTs, ou seja, Q = wi.

@ x(t) = constante — x[n] = constante.
= freqiiéncia continua 0 = freqliéncia discreta 0.

o x(t) =exp(j2n/ Tst) — x[n] = exp(j27n)
= freqiiéncia continua 27/ T = freqliéncia discreta 2.

@ Aliasing: X(w) tem contribuicdo de X (wfs), Xc(wfs + 27fs), etc.

x@=1 3 X ((w-2m)7 )

k=—00
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Teorema da Amostragem

Exemplo com aliasing

Exemplo:
@ Freqliéncia maxima do sinal: Q,, = 27 x 3600

@ Freqgliéncia de amostragem f; = 7000 Hz.

X(Q)

2 x 3400 § 27 x 7000 Q
27 % 3600

Efeitos de amostragem

@ Maior freqiiéncia possivel é 3500 Hz.
» Frequéncias acima de 3500 Hz somem.

@ Frequéncias entre 3400 Hz e 3500 Hz sofrem interferéncia por aliasing

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM)
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Lidando com aliasing: Filtro Passa-Baixas

Frequéncias acima de f;/2 ndo podem mesmo ser representadas.
Filtro passa-baixas: evita que alias interfira com freqiiéncias < f5/2.
Elimina também ruido em altas frequéncias.

Filtro Passa-Baixas 4 H(Q)
@ Sem distor¢ao na faixa de Pty do Inforosee
Interesse
@ N3o passa freqiliéncias > f5/2 o2 w2 o

Superamostragem: aumentar f
= Aumenta faixa de transicao do filtro
= Simplifica filtro
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Teorema da Amostragem

Prova da Relacao entre Transformadas

Mas e/kwsnTs — 1.
Mude a varidvel de integracdo para w = vT

1 27 1 o0 .
xc(nTs) = Z/o T Z X(w/Ts + kws) @“"dw

k=—o00

Finalmente, usando inversa da DFT,

21
we(nTs) = x[n] = = / X (@) e du

o
oo
o 1 1
Transformada é Unica, = — g X | (w— 2km)=
Ts Ts
k=—00
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Prova da Relacao entre Transformadas

Transformada inversa:

xe(nTs) = % / X(Q)e/2T=d0

Divida a integral em intervalos de kws a (k + 1)ws
1 QnT. (k+1)ws nT.
o X(Q)e/ 7 dQ = — X(Q)es7=dQ
2T X(Q) 27T Z /kws ()

Em cada integral, mude a varidvel de integracdo para v = Q — kws:

1 — [ :
xc(nTg) = 7 Z / X(v + kws)e/(VFhws)nTsqy
0

Renato R. Lopes e Amauri Lopes (DECOM) Processamento Digital de Sinais 38 / 46
Teorema da Amostragem

Reconstrucao

Conversor DA é baseado em seguradores

P

08

0.6

0.4

0.2f

O Discreto
Continuo
Sou
= SOZ

L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 OVS 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Reconstrucao

Sinal reconstruido: x,(t) =>.72 _ x[n]p(t — nTs),

n=-—o0
p(t) é o pulso de reconstrugdo

Pulsos para seguradores de ordem zero e um

T T T
1k J
soz
Sou
0.8 J
0.6 -
0.4+ -
0.2t -
0
L L
-T T
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Teorema da Amostragem

Reconstrucao na Frequéncia

sinc

Q
Pulsos praticos
@ Distorcido na faixa de freqiiéncia de interesse.
@ Introducdo de componentes de alta freqiiéncia.
v
Pulso sinc
@ Permite recuperacdo perfeita do sinal se Q,,, < 2ws.
v
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Teorema da Amostragem

Reconstrucao na Frequéncia

X(Q) = D x[nF{p(t—nTs)}
= i x[n]P(Q)e /T
~ P@X@T)
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Teorema da Amostragem

Superamostragem e reconstrucio

0.8

0.6

0.4

0.2

[¢] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Superamostragem melhora reconstrucio!
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Teorema da Amostragem Teorema da Amostragem

Superamostragem e frequéncia Resumo de Amostragem

@ Frequéncias analdgicas Q2 + 2km <> frequiéncia digital QTs.

©

Freqiiéncia analdgica f5/2 «> freqiiéncia digital 7.
Se Q < ws/2, ndo hd aliasing.

(]

72%/7_5 ‘ o 2'71'/7—5 Y : lljf:;)hpés;:rclij;;édoeiﬁile;lu(iz:c%g:.de recuperar perfeitamente o sinal.
@ Reconstrugao prdtica introduz
@ Aumenta distancia entre Q, e 270/ T, » distorcdes na faixa de interessse.
@ Diminui distor¢cdo na faixa de interesse » componentes de alta freqiiéncia.

~ n @ Superamostragem:
@ Melhora atenuacdo nas altas freqiiéncias P &

» Simplifica filtro passa-baixa antes do A/D
» Melhora desempenho de D/A simples.
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