Capitulo 1

Introducao

Sinais s@o manifestagoes fisicas que carregam informagao.
Considere, como exemplo, um sistema de amplifica¢do de sinais sonoros mostrado na Figura 1.1.

microfone alto-falante
fonte sonora
- 5 amplificador o,
variagdo varagdo
de s
pressao pressao

Figura 1.1: Esquema de um sistema de amplificagdo de som.

A fonte sonora gera uma variacao de pressao no ar, a qual, ao atingir o microfone, é transformada
em variacao elétrica equivalente, de tensdao ou de corrente. As variagoes elétricas sao amplificadas e
enviadas ao alto-falante que as transforma em ondas de pressao adequadas ao ouvido humano. Com
isto conseguimos aumentar o nivel de energia das variagoes acisticas.

A variagao de pressao do ar e as variagoes elétricas sao exemplos de sinais. Eles transportam
informagao, uma mesma informacao, ora representada pelas variagoes actsticas, ora pelas variagoes
elétricas.

Com este exemplo podemos inferir que os sinais estao presentes em uma gama muito ampla de
atividades. Destacamos:

1. sinais de voz, de voz de telefonia e de dudio;
2. sinais de imagem (fotografia, radiografia, etc);
3. sinais de video;

4. sinais de telecomunicagoes;

. sinais de controle e automagao;
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6. sinais de monitoracao da energia elétrica;

7. sinais biomédicos (eletrocardiograma, eletroencefalograma, tomografia, ressonancia magnética,
ete);

8. sinais geoldgicos;
9. sinais astronomicos e de astronautica;
10. sinais de pesquisas em fisica, quimica, biologia;

Os sinais sao, em geral, representados por fungoes de uma ou mais variaveis independentes. Por
exemplo, o sinal de voz é uma fungao da variavel tempo. Os sinais de imagem sao fungao de varidveis
no espago bidimensional, como por exemplo dos eixos cartesianos x e y. Ja os sinais de video dependem
nao s6 das varidveis z e y mas também do tempo.

Os sinais podem ser classificados em fungao de seu comportamento ao longo das varidveis inde-
pendentes. Considerando o caso unidimensional com a varidvel tempo, apenas por simplicidade, os
sinais podem ser continuos ou discretos. Os sinais continuos no tempo apresentam valor em cada
instante de tempo, ou seja, sdo fungdes de uma varidvel independente continua. Por outro lado, os
sinais discretos no tempo sao aqueles que sao definidos apenas em instantes discretos do tempo.

Os sinais discretos no tempo podem apresentar amplitudes que variam em uma escala continua
ou em uma escala discreta, dando origem aos sinais discretos com amplitude continua e aos sinais
digitais. Observamos que os sinais digitais apresentam dois graus de discretizagao: discretizagao do
tempo e da escala de amplitudes.

Vamos estudar estes dois tipos de sinais simultaneamente, de modo a aproveitar os conceitos
semelhantes e enfatizar as diferencgas.




Capitulo 2

Introducao aos Sinais Continuos e
Discretos

2.1 Introducgao

Vamos tratar aqui da notagao e propriedades dos sinais continuos no tempo e dos sinais discretos no
tempo. Iniciaremos com os sinais continuos.

2.2 Sinais continuos no tempo

Estes sinais serao representados por fungdes de varidveis continuas. Por exemplo, sinais de voz, de
dudio, eletrocardiograma, etc, serao fun¢ao de uma variavel que é o tempo. Por outro lado, sinais de
imagem serao funcao de suas variaveis espaciais, por exemplo, as coordenadas cartesianas. Os sinais
de video serao funcao de suas coordenadas cartesianas e do tempo.

A Figura 2.1 ilustra um trecho de sinal continuo no tempo e que é descrito por z(t) = cos(wt/10).

A Figura 2.2 ilustra um sinal de voz na saida de um microfone.

Um outro exemplo é um sinal de tensao representando a umidade de um certo local em funcao do
tempo. Este sinal pode ser gerado por um sensor apropriado colocado no local a ser monitorado. Os
niveis de umidade sao representados por niveis correspondentes de tensdo ou de corrente.

2.3 Sinais discretos no tempo

Sao aqueles onde o eixo do tempo foi discretizado, de modo que as amplitudes ocorrem apenas em
instantes pré-fixados.

Um exemplo bastante usual é um sinal de voz captado por um microfone e que em seguida é
amostrado no tempo, produzindo uma amostra a cada T" segundos. Outro exemplo é o indice semanal
de uma bolsa de valores, ou a evolugao do saldo de uma conta corrente més a més, conforme ilustrado
na Figura 2.3. Por fim, uma imagem pode ser discretizada nas diregdes = e y, gerando amostras em
um plano bidimensional. Este é o caso das imagens geradas por cameras digitais para fotografia. As
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x(t)=cos(nt/10)

amplitude

Figura 2.1: Exemplo de um sinal continuo no tempo.

Sinal da fala: "as".

amplitude

t
Pequeno trecho da vogal "a" do sinal da fala: "as".

amplitude

Figura 2.2: Sinal de voz.

imagens de video, como mostradas em um monitor de televisao, sao imagens discretizadas que variam
com o tempo, gerando entao um sinal em trés dimensoes: duas dimensoes espaciais e o tempo.
Trataremos apenas de sinais com uma varidvel independente, a qual denominaremos genericamente
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Figura 2.3: Sinal discreto = saldo de uma conta corrente.

de tempo, seja no campo continuo, seja no discreto.
Notagdo: sinal continuo= x(t); sinal discreto= z[n].

Observagao:

Os sinais discretos sao aqueles onde a varidvel independente é discreta. Porém, a amplitude é
continua.

Os sinais digitais sao um caso particular dos discretos, onde a amplitude também é discreta.

2.4 Energia e poténcia de um sinal

Sejam v(t) e i(t) a tensdo e a corrente em um dispositivo.

Definicao:
poténcia instantanea 2 wv(t) i*(t), (2.1)

onde i*(t) é o complexo conjugado da corrente.

Definicao:

ta
energia no intervalo ¢; < t < t, = energia(t;, ts) = / o(t) i (t) dt. (2.2)
t1

Definigao:
» energia(ty,tz)

poténcia média no intervalo t; <t < ¢y = Tty (2.3)
2 —t

Convengao: para qualquer tipo de sinal x(t) definimos:
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|z(t)]> £ poténcia instantanea normalizada, ou simplesmente poténcia instanténea. (2.4)

Esta convencao ¢é aplicada a qualquer tipo de sinal, mesmo para aqueles que representam grandezas
que nao comportam a nogao de energia ou poténcia.

Para o caso em que z(t) é uma tensdo ou uma corrente, a poténcia normalizada é aquela que seria
obtida em um resistor com resisténcia unitéria.

Sempre definimos as demais grandezas como energia, poténcia média, a partir da poténcia instan-
tanea.

Para sinais discretos definimos:

poténcia £ |z[n]|?; (2.5)

n2
energia no intervalo n; < n < ny = energia(ni,ny) = Z lz[n]|?; (2.6)
ny

N p . energia(ng,n
poténcia média no intervalo n; < n < ny = M (2.7)
ng —nq + 1

Considerando todo o eixo dos tempos, isto é, para —oco < t < 00, bem como —oo < n < 00, temos
as seguintes definigoes:

Energia total é/ |z(t)|dt; (2.8)

~ . 71 A .
Poténcia média total = Tlgr;@ 5T ; (2.9)
Energia total £ Z |z[n]|%; (2.10)
N 2
Poténcia média total £ lim M (2.11)
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2.5 Classificagao de sinais

2.5.1 Sinais de energia

Sao aqueles que apresentam energia total finita.
Como conseqiiéncia, sua poténcia média total é nula.

Exemplo 2.1

e t>0, a>0;
0, t <0.

Neste caso temos

o 1
Energia total = / et = %2’
0

a
T
e—2atdt
Poténcia média total = lim L ——— = 0.
oténcia média total = lim 5T
Exemplo 2.2
1, O0<t<m;
"‘(t)*{o, t<0et>rT.

00

Energia total = / |z(t)|?dt = / dt =,

—00 JO

Poténcia média total = 0.

2.5.2 Sinais de poténcia

Sao aqueles que apresentam poténcia média total finita.
Como conseqiiéncia, a energia total — oo.

Exemplo 2.3

z(t) =a; Vit; a= real e finito.
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Neste caso temos

00

Energia total = / a* dt — o0,

—00
T
/ a®dt
Poténcia média total = lim 2oL — = 2.
T—o0 2T
Podemos mostrar que a poténcia média total é igual a poténcia média de qualquer

intervalo de tempo.

Exemplo 2.4

a(t) =t Vit

Neste caso temos

Energia total — co e Poténcia média total — oo.

2.6 Transformacao da variavel independente

2.6.1 Deslocamento

Dado um sinal z(¢), o sinal z(t — t5) é igual ao sinal z(¢) deslocado no eixo dos tempos. Se t, for
positivo, entdo o novo sinal estard atrasado em relagao ao original. Logo, se ty for negativo o novo
sinal estard adiantado.

A Figura 2.4 ilustra esta transformagao.

4 X0 x(t-15)
1 1

» I »

2 [0 -2 t 0 t-t2 to tet2 t

Figura 2.4: Deslocamento de um sinal no eixo dos tempos.
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x(t) x(-t)

4
v

Figura 2.5: Rotagao no eixo dos tempos.

2.6.2 Inversao no eixo dos tempos

Dado um sinal z(t), o sinal z(—t) é o resultado da rotagao de z(t) ao redor do eixo dos tempos,
conforme ilustrado na Figura 2.5.

2.6.3 Escalonamento
Dado um sinal z(t), o sinal z(at), a > 0, é uma versdo ampliada ou reduzida de z(t). A ampliagao
ocorre quando 0 < a < 1, enquanto que a > 1 provoca a redugao. A Figura 2.6 ilustra os dois casos.

x(t/2)
x(t) x(2t)

»

0 hot 0 2t ot 0 05t t

Figura 2.6: Expansao e redugao de um sinal.

Estas propriedades também sao vélidas para os sinais discretos.

2.7 Sinais periddicos

1- Sinais continuos

Defini¢ao: Um sinal continuo é periddico com periodo T' se e somente se x(t —nT') = z(t), n =
inteiro, V ¢.

Se x(t) = x(t +T),Vt, entao z(t) = z(t + nT),Vt. Assim, todos {nT'} sdo periodos.
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Definigao: Periodo fundamental, é o menor periodo de z(t).

Exemplo 2.5

x(t) = cos(2mt/T + 6) é periddico com perfodo fundamental 7' segundos.

cos(2nt/T); T=2

Amplitude

-4 -2 0 2 4

Figura 2.7: Sinal senoidal.

A Figura 2.7 ilustra este sinal. O nimeros de ciclos de oscilagao por segundo é f = 1/T
e [ é a freqiiéncia em Hertz (Hz).

Exemplo 2.6

x(t) = sen(27t/T + 6) é periddico com periodo fundamental T' segundos. Também,
x(t) = sen(2nt/T + 0) = cos(2nt/T + 0 — 7/2).

Exemplo 2.7

O trem de pulsos retangulares da Figura 2.8 é um sinal periédico com periodo funda-
mental T'.

Exemplo 2.8

O sinal z(t) = a (a = constante real) pode representar o nivel de tensao constante de
uma bateria. Este sinal pode ser considerado periddico e, neste caso, qualquer nimero
real é um periodo.
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x(t)

-
|

-t/2 |0 T2

T-t/2 T T+1/2 t

Figura 2.8: Trem de pulsos retangulares.

2- Sinais discretos

Definigao: xz[n] é periédico com perfodo N se e somente se z[n — N] = z[n], N= inteiro ,V n.

Exemplo 2.9

x[n] = cos[mn/15] é periédico com perfodo com N = 30, conforme ilustrado na Figura
2.9.

seqliéncia cossenoidal

S S—
6i i& él

o
L=

cos[n n/15]

-10 0 10 20 30 40 n 50

Figura 2.9: Seqiiéncia periédica x[n] = cos[rn/15].
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2.8 Sinais pares e impares
Definicao:

e z(t) é par se e somente se z(t) = z(—t), V1.

e z(t) é {mpar se e somente se z(t) = —z(—t), V.

As mesmas definigoes sao validas para os sinais discretos

Exemplo 2.10

x[n] = cos[rn/15] é par, ao passo que z[n] = sen[rn/15] é impar.

Pode-se verificar que se z(t) (z[n]) é impar, entdo z(0) =0 (z[0] = 0).

Defini¢ao: Para qualquer x(t), temos z(t) = z,(t) + x;(t), onde
o 2,(t) = {z(t) + x(—t)}/2 é a componente par de z(t).
o z;(t) = {z(t) — x(—t)}/2 é a componente impar de x(t).

O mesmo vale para os sinais discretos.

Exemplo 2.11
Seja x[n] = eI,
e z[n] = xz[—n]|; portanto, z[n] é par.

o ap[n] =z[n); @] =0.

Exemplo 2.12
Seja
0, t <0;
I(t)*{ 1—e, t>0.
e x(t) # £x(t); portanto, z(t) ndo tem simetria.

2 (t) = { (1—e€Y)/2, t<0;

mm:{

(1—e)/2, t>0.

(—1+€")/2, t<0;
(1—e)/2, t>0.
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2.9 Sinais exponenciais complexos continuos - x()=cos(xt/2); T4 =14

A forma geral de um sinal exponencial complexo continuo é

2(t) = ce™, —oo <t < oo, ceacomplexos.

amplitude

Formam uma familia de sinais, os quais sdo importantes na descrigao dos fenomenos fisicos e para
a composicao de outros sinais.

0 1 2 3 4 5 6 7 8

——= X(t) =cos(2 m t); T0=1; f0=l

2.9.1 Exponenciais reais 1
- N 0.5t 1
Neste caso as constantes ¢ e a sao reais, isto é, 8
z(t) = ce™, —co<t< o0, ceareais. s or 1
©
A Figura 2.10 ilustra este tipo de exponencial. 0S¢ |
1 ‘ s s ‘ s s ‘
3 3 0 1 2 3 4 5 6 7, 8
2 2 Figura 2.11: Exemplos de sinais senoidais reais.
® ©
[} [} )
1 a=-0,3 1 a=0,3 Energia e poténcia de e/
0 0 A energia de um perfodo é dada por
0 t 0 t

to+To
Energia de um periodo = / |ed“ot|2dt

to

Figura 2.10: Exemplos de exponenciais reais.
to+To
to

2.9.2 Exponenciais complexas periédicas e sinais senoidais Obviamente a energia fotal ¢ ilimitada.

Neste caso ¢ =1 e a = jwy , isto é - 1 p .
Jwo s ’ » A poténcia média de um perfodo é dada por
z(t) = et —co <t < o0

Este tipo de exponencial é periddica com periodo Ty = 27 /wy, pois Poténcia média de um periodo = (Energia de um periodo) /Ty = 1.

eng(t-%—?Tr/wg) :engt engZﬂ/wg — ejwot . L. , L. A L 1. ,
’ Como a poténcia média total é a média das poténcias médias dos periodos, temos

Usando a Férmula de Euler:

70! = cos(wot) + jsen(wot), Poténcia média total = 1.

concluimos que cos(wpt) e sen(wpt) também séo periddicas com periodo Ty = 27 /wy.
O perfodo Ty é dado em segundos, enquanto que a freqiiéncia wy = 27/Ty é dada em radianos/
segundos. Também, wy = 27 fy onde fj é a freqiiéncia em Hertz.

A Figura 2.11 mostra cossendides nas freqiiéncias wy = 7/2 e wy = 2m. Podemos notar que
enquanto o periodo Ty decresce de Ty = 4 para Ty = 1 a freqiiéncia fy cresce de fo = 1/4 para fy = 1,
fazendo com que a cossendide oscile mais rapidamente.

Exemplo 2.13

Seja z(t) = Acos(wot + 6). Para este sinal temos:
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1 [T
Poténcia média total = T | A cos(wot + 0)|*dt
0Jo

A2 [To
= 7 cos® (wot + 0) dt
0 Jo

A2 [To
= — {1 + cos(2wgt + 20)}dt
2T, J,

= A%)2.

2.9.3 Exponenciais complexas gerais

Sao do tipo
z(t) = ce®; c=|c|é?; a=r+ jw,

ou seja,
z(t) = |c|e"ted @D,

onde
Esta exponencial pode também ser escrita como

cle™ é a amplitude com uma variagio exponencial e /49 ¢ periédica.

z(t) = |cle™{cos(wt + 0) + jsen(wt + 0)}.

de onde obtemos as definigoes de cossendide e senéide com amplitude variando exponencialmente.
A Figura 2.12 ilustra a cossendide com amplitude amortecida (r < 0).

2
e -._ > envoltoria

® TN
oN
\(7; /\
3 0 I I
5 r2 0 v 2 ¢
g
[0

-2

Figura 2.12: Cossendide amortecida.
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Exemplo 2.14

Vamos mostrar que
o(t) = &7 4 33 = 2 25 cos(0, 5).

Para isto, coloque em evidéncia um termo exponencial com expoente igual a média
aritmética dos expoentes:

z(t) = 2P0 4 1051} = 2 2P, 50 4 (), 5705} = 2 %5 cos(0, 5t) cqd.

2.10 Seqiiéncias exponenciais

Vamos usar duas formas de representagao:

z[n] = ca” = ce®™, —co<n<oo, ¢f=a. (2.12)

2.10.1 Seqiiéncias exponenciais reais

Neste caso ¢ e a (ou ) sao reais.
Temos vérios casos, conforme o valor de «, como mostrado na Figura 2.13.

2.10.2 Seqiiéncias exponenciais complexas com amplitude constante e
seqiiéncias senoidais

Sé&o obtidas de (2.12) fazendo ¢ = 1 e § = jwy, resultando em
z[n] = e, (2.13)
Como 70" = cos(wn) + jsen(won), temos que

cos(won) = Re(eson),
(2.14)

sen(won) = Sm(elon).

A energia e a poténcia de uma seqiiéncia exponencial complexa sao:

(o]
Energia total = Z ‘ejw(m|2 — o0, pOiS ‘ejwo7b| — 1;
n=-—oo
1 N
Poténcia média total = lim eIon|? = 1.
Nooco 2N + lngN' |

Por fim, a seqiiéncia exponencial complexa, bem como as seqiiéncias senoidais, nao sdo necessari-
amente periédicas, como veremos logo adiante.
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(a) (b) o ¢J«0t § distinta para cada valor distinto de wy.
3 3 Entretanto,
ej(un+27r)n _ ejwun.
° -1<0<0 )
Logo, e?*“0™ é periédica em relagdo ao parametro wy com periodo fundamental igual a 27.
2¢ T . Assim, todas as versoes distintas de €™ sdo descritas com
S = 0 T‘, ... QSWO<9+27T,
0 l 292 n ) ) B ) o
1 O<o<1 ou seja, os valores de # em um intervalo de tamanho 27 sao suficientes para obtermos a descri¢ao
de todas as exponenciais discretas.
I T E comum usar # =0 ou § = —7 na expressao anterior.
0 T T Teee -3 Estas mesmas observagoes se aplicam as seqiiéncias senoidais derivadas da seqiiéncia exponen-
0 2 4 6 cial. A Figura 2.14 ilustra esta propriedade para amostras colhidas de dois sinais senoidais.
© ) ——— X(t) =cos(0,5nt); x[n]=cos(0,5tnT); T=1
5 5 1% ‘ ‘ P -
[ ) o 05F N N ’ / N \ ; / H
. o<-1 g \\ / ! \\ //
P _é 0 %\ - =\ /=
. T T @ -05F N J/ N /// J
s 2.5 = 0 AN AN p
0 1 2 3 4 5 6 7 t 8
[ L. ——— X(t) = cos(2.5nt); x[n]= cos(2.5nrnT); T=1
L4 T T T T T T T
1e ’ I - - N A / "
O 2 4 6 _5 \\ /, \‘ ’/ \ ’I \‘ ’, \y ’/ \\ ’/ \\ ,/ \‘ ’, \\ ” \y //
. g 0.5 *\y ) \\ o o ‘\ i " | " [ ‘1 I ;/ I
=] [ oy ! \ [ ;o ! [ [t )
=01\‘.r‘lt¢‘ ‘=’l‘ —————
Figura 2.13: Seqiiéncias exponenciais reais. g LA T S E A R R S A
%05\’\‘1,‘ ‘\'\[‘)ll\“\’yl
—VU.o1 ! | \ ! [ \ ! ! | \ b
Ll \\/, t\/l . i \\/, \\/’ \\/» \\l/ n \\J/ \J/ |
2.10.3 Seqiiéncia exponencial complexa geral 0 1 : 3 4 5 : 7 t 8
Sdo dadas por ¢ = |c|e’? e a = |a|e??, ou seja
Figura 2.14: Tlustragao de seqiiéncias senoidais com wy e wg + 2km.
afn] = |e|afmelCon o), (2.15)
A partir deste tipo de seqiiéncia definimos as seqiiéncias senoidais amortecidas como a parte real e ¢/ é periédica em ¢ para qualquer valor de wy. O perfodo fundamental é Ty = 27 /wy.
ou a imagindria da seqiiéncia geral. Porém, e/“°™ nem sempre é periédica em n, pois a periodicidade exige que exista um inteiro N
tal que
ejwo (n+N) _ 6].410 no YN,
2.11 Propriedades de periodicidade da seqijéncia Isto somente serd verdade se eV = 1, ou seja, se wON = 2mm, para algum m = inteiro. Mas
. para que esta tltima igualdade se verifique para n e m inteiros, é preciso que
exponencial m
wo = =2, 2.16
0= N (2.16)
H4 similaridades e diferencas entre e/“0t e €70, A seguir estdo analisadas estas questoes. ou seja, que wp seja um numero racional vezes o nimero 7.
Portanto,




2.11. PROPRIEDADES DE PERIODICIDADE DA SEQUENCIA EXPONENCIAL 19

elwon ¢ periédica em n se e somente se wy = racional X 7

Exemplo 2.15

eI™/3 & periédica no eixo n com periodo fundamental Ny = 6 pois wy = 57/3.
Comprovando,
I3 (n+No)/3 _ pidmn/3 - oj5mNo/3

e, fazendo 57Ny/3 = 2mm, m = inteiro, para m = 5 obtemos Ny = 6 ¢ ¢/™0/3 = 1,

Logo,

5T (n+6)/3

e = ¢/™/3 para todo n.

Exemplo 2.16

/"3 nao é periédica no eixo n, pois wy = 5/3. Comprovando,

eI3(n+No)/3 _ 55n/3  j5No/3

e 5Ny/3 # 2mm, m = inteiro. Logo, e/®No/3 £ 1.

e /0ot oscila com a freqiiéncia wy = 27f;. Quanto maior o valor de wy, maior o nimero de
oscilagoes por segundo e menor o perfodo Ty = 27 /wp.
Porém, para e/“o", wy = racional X 7, isto é, para e/“o" periédica, a freqiiéncia de oscilacao cresce
com wy para 0 < wy < w. Mas decresce com wy para m < wy < 27, pois a exponencial é periddica
com wy com periodo 27 e o comportamento ao redor de wy = 27 é igual ao comportamento ao
redor de wg = 0.

O mesmo comportamento vale para os sinais senoidais correspondentes.

O periodo fundamental Ny de €™, w, = racional x 7, pode ser determinado como se segue.

Ny é periodo. Entao Nowy = inteiro positivo x 2. Além disto, Ny é periodo fundamental se
Np é o menor inteiro positivo que satisfaz esta relagao. Logo,

A . . . . ..
Ny = menor inteiro tal que Nowy = inteiro positivo x 2.

Ou
Ny £ menor inteiro tal que Ny = inteiro positivo x 27 Jwy.

Portanto,

2
No= _ min _{inteiro positivo x —W} (2.17)
{inteiros>0} wo
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Exemplo 2.17

el?m/5 & periédica com Ny = 5, pois
. . . e ™
Ny = min {inteiro positivo x ——1} =5
{inteiros>0} 271'/5

Exemplo 2.18

ed4m™/5 & periédica com Ny = 5, pois
. . . 2m
No= min {inteiro positivo x }=5.
{inteiros>0} 471'/5

Esta forma de se determinar o periodo fundamental também se aplica aos sinais senoidais
discretos.

Exemplo 2.19

x[n] = eI?™/3 4 37/ ¢ periddica com perfodo fundamental Ny = 24, pois e/2™/3
tem periodo 3, €/*™/* tem periodo 8 ¢ o minimo multiplo comum entre 3 ¢ 8 é 24.
Observe que apGs 24 amostras ocorre uma repeticao de cada parcela de z[n] e que
este ¢ o menor numero onde esta repeticdo ocorre simultaneamente.

2.12 Seqiiéncia impulso unitario e seqiiéncia degrau

Esta segao apresenta dois tipos de seqiiéncias tedricas que sdo importantes para o desenvolvimento
de conceitos de sinais e sistemas discretos.

2.12.1 Seqiiéncia impulso unitario

Definigao:

Seqiiéncia impulso unitério = §[n] £ { (1)’ Z ; 8; (2.18)

A Figura 2.15a) ilustra a seqiiéncia d[n], enquanto que a Figura 2.15b) ilustra a seqiiéncia d[n—4].
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a)
i ‘
=
2=
-2 -1 o 1 2 3 4 5§
1,
¥
|
=
) \
-2 -1 0 1 3 4 5
b)

Figura 2.15: Seqiiéncias impulso unitario: (a) d[n]; (b) d[n — 4].

2.12.2 Seqiiéncia degrau unitario

Definigao:
UG s a ) Ln=>0;
Seqiiéncia degrau unitdrio = un] = { 0. n<0.
A Figura 2.16 ilustra a seqiiéncia u[n] .
1t
=
]
-2 -1 0 1 2 3 4 n

Figura 2.16: Seqiiéncia degrau unitério.

Relagoes entre d[n] e uln] :

21
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1) d[n] = u[?Z,L] —uln—1J;

2) uln] = Z olml;

m=—00

3) u[n] = Zé[n — kJ;

k=0

Propriedade amostradora da seqiiéncia é[n] :

aln] = Y x[k|o[n — k). (2.20)

k=—o0c

2.13 Funcgao degrau e impulso unitario

2.13.1 Funcgao degrau

Definigao:
~ o a2 ) 1L, t>0;
Fungéo degrau = u(t) = { 0 t<0 (2.21)
A Figura 2.17 ilustra a fungao u(t).
1 . e
1
0 0 t

Figura 2.17: Funcao degrau.

u(t) é descontinua em ¢ = 0, pois o limite & esquerda de u(t) é diferente do limite & direita.

2.13.2 Impulso unitario

Néao é uma fungao pois nao tem valor definido para todos os valores da varidvel t. E definida como o
limite de fungoes como serd mostrado a seguir.
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Considere 7 > 0 e
0, t<O0;

u (1) £ t/r, 0<t< Ty

1, t>r
conforme mostrado na Figura 2.18.
l L
\"'.'/P
=]
0 T

Figura 2.18: Fungao u.(t).

Observe que
lirr[l) = u(t).

Seja agora a fungao 4, (t)

0,t<0et>m;

1/, 0<t<T.

A Figura 2.19 ilustra a fungao 0.(t).

1/t

5.0

0 T

Figura 2.19: Fungao u.(t).

Definicao:
impulso = §(¢) £ liI% 8- ().
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(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)
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O impulso possui as seguintes propriedades:

e o0 impulso s6 é diferente de zero em ¢ = 0.

e a amplitude do impulso diverge, tendendo a co.

e a drea do impulso é igual a 1. Assim,

[&(t)dt:[}(ﬂdt:l

onde € é qualquer nimero real positivo.

e 0 impulso nao é fungao pois ndo tem amplitude definida em ¢ = 0. E definida sempre como o
limite de uma fungao apropriada.

O impulso é representado como nas Figuras 2.20a) e 2.20b). Observe que o niimero ao lado da seta

3@

A5 (t-3)

a)

b)

Figura 2.20: Impulso: a) §(t); b) Ad(t — 3).

representa a area do impulso. Observe também que nao tem sentido falar da amplitude do impulso
pois esta nao tem valor finito.

Propriedades
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0, toet; >0o0utyet; <O
t1
/ ot)dt=4¢ 1, tr<0ety >0; Exemplo 2.20
to
-1, tc>0et, <O0. Seja o sinal z(t) mostrado na Figura 2.21a). Este sinal é dado por z(t) = 2u(t — 1) —
3u(t — 2) 4 2u(t — 3).
A Figura 2.21b) mostra que a derivada de x(t) é y(t) = 20(t—1)—3(t—2)+26(¢—3), ou
d d dult seja, é composta por impulsos. Este resultado pode ser demonstrado usando a propriedade
§(t) = lim 6,(t) = lim @) | _ @ {lim Uu (t)} = M da derivada da fungao degrau.
—0 —0 | dt dt Lr=0 7 dt
Logo, 2t
du(t)
o) = e (2.26) 1 a)
* 0
Seja “a” uma constante arbitraria. Podemos calcular: 1 2 3 t
_l,
hH(l) ao-(t) =a lin}) 0-(t) = ad(t).
Portanto, ad(t) é um impulso com 4rea igual a “a”.
ZI 2 b)
4 =0
-3
o(t) = 6(—t)
Figura 2.21: a) Sinal z(t); b) y(t)=derivada de z(t).
¢
u(t) = / o(r)dr. (2.27)
u(t) = / 0(c —t)do. (2.28)
0
/ z(t)0(t — to)dt = x(to)- (2.30)
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2.14 Exercicios

1. Determine a poténcia média total e a energia total dos sinais a seguir. Classifique cada um deles
como sinal de energia ou de poténcia.

@) a(t) = e ult); b a(t) = T ) a(t) = cos(t);
=

d) z[n (%) uln];  e) z[n] = ™2/ f) gn] = cos(mn/4).

2. Determine a poténcia média e a energia dos seguintes sinais nos intervalos indicados:
a) z(t) = e 2u(t), 0<t<1; b)alt)=eCH/D 0<t<m ¢ x(t) =cos(t), 7 <t < 3m;
d) z[n] = (5)"uln], 0 <n <4 e) x[n] = ST 0 <n < 4

f) z[n] = cos(mn/4), 8 <n < 16.

3. Seja x[n] tal z[n] = 0 para n < —2 e n > 4. Determine os valores de n para os quais os sinais a
seguir sao, com certeza, nulos.

a)z[n—3]; b)zn+4; c)z[-n]; d)z[-n+2]; e)z[-n-2].

4. Seja x(t) tal z(t) = 0 para t < 3. Determine os valores de ¢ para os quais os sinais a seguir sao,
com certeza, nulos.

a)z(l—t); b)a(l—t)+x(2—1); o) z(1—8z(2—1t); d)z(3t); e)x(t/3).

5. Determine os valores da varidvel independente para os quais a parte par dos sinais a seguir é
com certeza nula.

a) zn] = uln] —uln—4]; b)zn] = 3)"un—3); c) z(t) =sen(0,5t); d)x(t) = e u(t+2).

6. Seja o sinal
t/T, 0<t<T;
z(t) =< (=t/T+2), T <t<2T,
0, cc.

conforme mostrado na Figura 2.22. Esboce z(—3t + 1).

x(t)

L »
t »

‘0 T 2T t

Figura 2.22: Sinal x(t).

7. Esboce os sinais u(—t), u(—t+5), u(—t/3 —5).
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11.

12.

13.

14.
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. Mostre como um pulso retangular com amplitude A, largura 7 e centrado em t = t, pode ser

escrito em termos da funcao degrau unitério.

. Considere o sinal z[n] =1 — Y77, 6[n — 1 — k]. Determine os valores dos inteiros M e ng tais

que z[n] possa ser expresso como z[n] = u[Mn — ng].
Expresse a parte real de cada um dos sinais a seguir na forma Ae™ cos(wt + ¢), onde A, a, w
e ¢ sao nimeros reais com A >0e —7 < ¢ < 7.

a) z(t) = —2; b)a(t) = V2™ cos(3t+27); ) x(t) = e tsen(3t+m); d) z(t) = jelT2H100

a) Demonstre que se z[n] é uma seqiiéncia fmpar, entdao Y . z[n] = 0.
b) Demonstre que se z1[n] é uma seqiiéncia mpar e z[n] é par, entao z1[n]zs[n] é {mpar.

¢) Seja z[n] uma seqiiéncia arbitrdria com componentes par x,[n] e impar z;[n]. Demonstre que

oS} 00 fes)

Z 2n] = Z z2[n] + Z x3[n)

n=-—0oo n=-—oo n=-—oo
d) Repita os itens anteriores tomando sinais continuos no tempo.

Demonstre se cada um dos sinais a seguir é peridédico ou nao. Se for periédico, calcule o perfodo
fundamental.

a) z(t) = 7 Dy(t);  b) x(t) = jel'% C) z(t) =L d) 2(t) = u(t) +u(—t)
e) z(t) = 3cos(4t + m/3); 1) a(t) =™, g) a(t) = [cos(2t —7/3)%
h) z(t) = componente par de cos(4nt)u(t); i) x(t) = componente par de sen(4nt)u(t);

§) a(t) = 30 e Mu(2t — n);

k

n

)
)

zln] =350 0 — 4kl —dn—1—4k]; 1) z[n] = ™™ m) z[n] = 33T H05)/5;
z[n] = 3e53(409/5. ) x[n] = sen(67n/7+1); p) z[n] = cos(n/8—7); q) z[n] = cos(mn?/8);
x[n] = cos(mn/2) cos(mn/4); s) z[n] = 2cos(mn/4) + sen(nn/8) — 2cos(nmn/2 + 7/6)
z[n] = u[n] + u[—n].

)
)

t

Determine o perfodo fundamental dos sinais:

a) z(t) = 2cos(10t + 1) —sen(4t — 1);  b) x[n] = 1 4 /477 — i2™/5,

Considere x(t) = e/°! com perfodo fundamental T, = 2m/wy. Considere a seqiiéncia z[n]
composta por amostras de x(t), isto é, z[n] = x(nT) = ei«onT,

a) Mostre que z[n] é periédica se e somente se T'/T; for um nimero racional.

b) Suponha que T'/Ty é racional, isto é, T/Ty = p/q, onde p e g sdo inteiros. Calcule o valor do
perfodo fundamental de x[n] e expresse em funcao de wyT.

¢) Nas condigdes do item b), calcule quantos perfodos de x(t) sdo necessdrios para obter as
amostras de um perfodo de z[n].
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. Demonstre, analiticamente ou graficamente, que u(t) = ffoo o(r)dr.
Demonstre, analiticamente ou graficamente, que ffooo x(t) §(t — to) dt = z(to).

Demonstre, analiticamente ou graficamente: 1) u[n] =Y d(m); 2)uln] =Y o 6(n—m).

Considere o sinal (t) = §(t + 2) — §(t — 2). Calcule a energia total do sinal
¢
/ x(7)dr.

Esboce a fungao r(t) = >.or__8(t — nT). No mesmo esbogo, desenhe uma fun¢ao genérica

n=-—00

x(t). Baseado nestes esbogos, faga um outro desenho representando a funcéo y(t) = z(t) or(t).
Modifique a expressio de y(t): coloque z(t) no interior da soma e use as propriedades do impulso
unitario.

Justifique a seguinte afirmagdo: y(t) contém informagio sobre as amostras de z(t) tomadas a
intervalos 7.

0, t< -2
o 1, —2<t<0;
Seja o sinal x(t) = 1—t/2, 0<t<2:
0, t>2.

=3t+1
a) Esboce z( +

).

b) Calcule a energia total de x(t);

c) Calcule a poténcia média de x(t) no intervalo —2 < t < 2;

d) Calcule a poténcia média de x(t) para —co < t < o0;

e) Calcule a derivada de z(t) expressando-a em fungéo de 6(¢) e de u(t).

f) Calcule e esboce a componente par, z,(t), e a componente impar, z;(t), de z(t).

g) Calcule ffz x(t)o(t — 1)dt.
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Capitulo 3

Sistemas Continuos e Discretos no Tempo

3.1 Introdugao

Vamos tratar aqui da notagao e das propriedades bésicas dos sistemas, com énfase para os sistemas
lineares, causais e invariantes no tempo.

3.2 Introdugao a sistemas

Definigao: Sistema é qualquer transformacao que, ao ser aplicada em um sinal (entrada), produz
um novo sinal (saida).

A Figura 3.1 mostra a representacdo de um sistema genérico, continuo ou discreto no tempo.

entrada . saida
sistema —p

Figura 3.1: Representagao de um sistema.

Os circuitos compostos por capacitores, indutores e resistores sao exemplos de sistemas continuos
no tempo.

A Figura 3.2 mostra um exemplo de um sistema discreto no tempo. Observe que a seqiiéncia de
entrada é enviada a um somador. A seqiiéncia de saida sofre um atraso de uma unidade, gerando
y[n — 1], a qual é multiplicada por uma constante “a” e enviada ao somador. A saida do somador ¢ a
seqiiéncia y[n] de saida. Logo, y[n] pode ser escrita como

yln] = z[n] + ay[n —1].

A parcela ay[n — 1] representa uma realimentagéo da entrada para o interior do sistema.
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xn] N y[r:]

yln-1]

ay[n-1]

Figura 3.2: Exemplo de um sistema discreto.

3.3 Propriedades basicas de sistemas

3.3.1 Causalidade

Definigao: Um sistema é causal se e somente se a saida em um dado instante nao depende de
valores futuros da entrada.

e um sistema causal nao é antecipativo, isto é, a saida depende apenas de valores atuais e passados
da entrada e de valores passados da saida.

e todo sistema que opera em tempo real (isto é, a saida é produzida & medida que a entrada evolui
no tempo) é causal.

e sistemas que operam em tempo nao-real podem ser nao-causais, como, por exemplo, os siste-
mas cuja entrada tenha sido armazenada em alguma memdria como fita magnética, discos ou
memoria RAM. Este é caso de reprodutores de som a partir de fitas ou discos.

Exemplo 3.1

1- y[n] = z[n] + z[n — 1] representa um sistema causal;
2- y[n] = x[n] + z[n + 1] representa um sistema nao-causal;

3- y(t) = z(t) + z(t — ty) representa um sistema causal se ¢y > 0 e ndo-causal se ty < 0.

3.3.2 Estabilidade BIBO (Bounded Input - Bounded Output, BIBO)

Definigao: Um sistema ¢é estavel se e somente se qualquer entrada com amplitude limitada produz
uma saida com amplitude limitada.

De outra forma, seja x(t) a entrada, y(t) a saida e M, e M, dois nimeros finitos. Se |x(t)| < M., Vt,
entao um sistema é do tipo BIBO se e somente se existe M tal que |y(¢)] < Mj, Vi.
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Exemplo 3.2

1- y(t) = ¢ x(t — ty) representa um sistema estavel desde que |c

< 00;
2- y[n] = n x[n] representa um sistema instével;

3- y[n] = >p_ . x[k] representa um sistema instével.

3.3.3 Invariancia com o tempo

Definicao: Um sistema ¢é invariante com o tempo se e somente se suas caracteristicas nao variam
com o tempo, isto é, se a entrada x(t) produz a saida y(t), entdo o sistema ¢ invariante com o tempo
se e somente se a entrada x(t — t) produz a saida y(t — to).

A mesma definigao vale para os sistemas discretos.

Exemplo 3.3

1- y(t) = ¢ z(t) é invariante com tempo pois a entrada z(t —ty) produz a saida y(t —to);

2- y[n] = z[n] + b x[n — 1] representa um sistema invariante com o tempo pois para
x1[n] = z[n — ng] temos a saida y;[n] = z1[n] + b z1[n — 1], ou seja, y1[n] = z[n — ng| +
b z[n —ng — 1] = y[n — ng)

3.3.4 Linearidade

Definigao: Um sistema ¢ linear se e somente se a sua resposta a uma combinagao linear de entradas
é a combinagcao linear das respectivas saidas, isto é, se

z1(t) = yni(t) e 22(t) — w(l),
entao o sistema é linear se e somente
a1 (t) + axxa(t) — aiyi(t) + azya(t).

A mesma definigao vale para os sistemas discretos.

Exemplo 3.4

1- y(t) = a z(t) + b é linear se e somente se b = 0;
M

Z xz[n — k|, M € Z, representa um sistema linear.

1
2yl = o3y
f—
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3.4 Sistema linear e invariante com tempo (LIT)

Vamos analisar as propriedades especiais dos sistemas que sao simultaneamente lineares e invariantes
com o tempo.

3.4.1 Sistemas LIT discretos. Soma de convolugao
Resposta ao impulso

Suponha um sistema genérico que, em resposta a entrada x[n|, forneca a saida y[n]. Considere a
entrada particular z[n] = d[n], ou seja, a entrada ¢é a seqiiéncia impulso unitdrio. A resposta y[n]
correspondente serd denominada de y[n] = h[n]. Assim, h[n] é a resposta de um sistema ao impulso
unitario.

E preciso ter claro que h[n] é a resposta ao impulso centrado em n = 0.

Tomando agora uma seqiiéncia genérica z[n], de acordo com os resultados do Capitulo 2, podemos

escrever
=}

zfn] = Y x[k|o[n — k],
k=—00
ou seja, x[n] pode ser escrita como uma combinagao linear de impulsos unitérios.
Esta seqiiéncia z[n] serd a entrada do sistema, produzindo y[n] na saida.
Suponha que o sistema é linear. Entdo, como z[n| é uma combinacao linear de impulsos,
podemos escrever y[n] como uma combinagdo linear de respostas ao impulso, ou seja:

oo

yn] = Z x[k]hg[n],

k=—o00

onde hy[n] é a resposta do sistema linear ao impulso d[n — k]. Observe que hy[n] nao ¢ igual a h[n]
pois o impulso correspondente nao esta centrado na origem do eixo n.

Suponha que o sistema, além de linear, é também invariante com o tempo.

Neste caso temos hy[n] = h[n — k|. Logo, a saida do sistema pode ser reescrita como

oo

ylin) = 3 alklhln - K. (3.1

k=—o00

Esta é uma das propriedades mais importantes dos sistemas lineares e invariantes no tempo: a
safda, em resposta a uma entrada qualquer, pode ser calculada usando a entrada e a resposta h[n] do
sistema ao impulso.

Portanto, a resposta h[n] de sistema linear e invariante com o tempo caracteriza com-
pletamente o sistema.

O célculo expresso em (3.1) se chama soma de convolugao e é representado por

yln) = afn] * Al (3.2
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e
al {

n
2|
n
1,
L1
-2 -1 0 1 2 3 4
x[0].h[n]
||
-2 -1 0 1 2 3 4 n
4
X[1].h[n-1] 2t { {
. L.
0 -2 -1 0 1 2 3 4 n
5
y[n] 251 [
N L

Figura 3.3: Célculo da seqiiéncia de saida y[n].
Caélculo da soma de convolugao

Para calcular a soma de convolugao podemos interpretar a operacao como uma soma de seqiiéncias
deslocadas de k € Z no eixo n e ponderadas por z[k]. Isto é ilustrado na Figura 3.3 onde sdo mostradas
todas as parcelas do tipo z[k]h[n — k] a serem somadas para produzir a seqiiéncia resultante y[n].

Uma forma alternativa de cdlculo da convolugao consiste em interpretar tanto x[k] como hn — k]
como seqiiéncias. Ambas serao consideradas em um eixo k. Assim, z[k] é igual & sua versdo z[n],
conforme mostrado na Figura 3.4. Porém, h[n — k], ou seja, h[—k + n] é a seqiiéncia h[k] invertida
no eixo k e deslocada de n unidades. A Figura 3.4 mostra a seqiiéncia h[—k]. Mostra também a
seqiiéncia h[—k — 1] como um exemplo de h[—k + n], para n = —1.

Podemos concluir que valores negativos de n deslocam a a seqiiéncia h[—k] para a esquerda.

Esta interpretagdo permite afirmar que o célculo da convolugao, a cada valor de n, consiste em
multiplicar as seqiiéncias k] e h[—k + n], obtendo uma seqiiéncia p[k, n] igual ao produto das duas.
O valor da convolugdo no ponto n, y[n], é igual & soma das amostras de p[k, n].

A Figura 3.4 permite observar que o produto p[k, n] para n < 0 tem todas suas amostras iguais a
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zero. Logo, como o valor de y[n] é igual & soma das amostras de p[k, n], concluimos que y[n] é igual
a zero para n < 0.

A Figura 3.4 mostra também que o produto p[k, n] para 0 < n < 3 ndo serd nulo, o que se reflete
nos valores correspondentes de y[n].

Finalmente, a convolugao sera nula para n > 3.

Resumindo, a soma de convolugao pode ser calculada através dos seguintes passos:

e desenhamos a seqiiéncia z[k] no eixo k;
e desenhamos a seqiiéncia h[k] no eixo k;
e invertemos a seqiiéncia h[k] no eixo k& de modo a desenhar h[—k];

e deslocamos h[—Fk] no eixo k segundo o valor do pardmetro n desejado de modo a desenhar
hin — kJ;

e multiplicamos h[n — k] por z[k] gerando p[k, n|;
e somamos as amostras de p[k, n] obtendo o valor da convolugéo no ponto n.

e repetimos os cdculos acima para todos os valores de n € Z

Exemplo 3.5

Vamos calcular a convolugao entre z[n] = a™u[n]; |a| < 1 e h[n] = u[n], ou seja,

y[n] = Z a*ulkluln — k]
k=—oc0
Podemos demonstrar que
> alklhin =k = > hlklzn — k. (3.3)

Portanto, podemos escolher tanto z[n] como h[n] para ser invertida no eixo k e deslocada
segundo o valor de n.

No caso em questao, escolhemos inverter h[n] = u[n], conforme ilustra a Figura 3.5.

Em seguida iniciamos o deslocamento de u[—k| segundo o valor de n. Conforme ja
discutido, valores negativos de n produzem o deslocamento de u[—Fk] na dire¢ao dos valores
negativos do eixo k.

Na Figura 3.5 podemos constatar que o deslocamento de u[—k| com valores negativos
de n faz com que as amostras de p[k,n] = z[k]h[n — k] sejam nulas e que, portanto, o
resultado da convolucao sera nulo para n < 0.

Em seguida tratamos dos deslocamentos produzidos pelos valores positivos de n. Atra-
vés da Figura 3.5 podemos notar que o produto apresentard amostras diferentes de zero
apenas na regiao 0 < k < n. Logo, a soma de convolugao para os valores positivos de n
pode ser reescrita como

y[n] = Z a"ulkluln — k] = Z a*, (3.4)
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1 hik] 1 h[1-K]
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4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5, 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5,
1 h[-K] 1 h[2-K]
M M
4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5, 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5,
1r h[3-kK] A
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Figura 3.4: Célculo da seqiiéncia de saida y[n].

onde foi possivel dispensar a participagio dos termos ulk]u[n — k] devido & restrigdo que

foi estabelecida para os valores de k na soma.

Observamos que a soma na equacao (3.4) pode ser calculada por ser a soma de uma

progressao geométrica com n + 1 termos e razao a.

A soma dos termos de uma progressao geométrica pode ser calculada como

primeiro termo - dltimo termo X razao
soma = ,

1 — razao

ou seja,

(3.5)

(3.6)
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Figura 3.5: Célculo de y[n] = a™u[n] * u[n).

Aplicando este resultado no célculo da equagao (3.4), obtemos

n
) 1— an+1
R
k=0
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Podemos entao resumir o resultado do cdlculo da soma de convolugao y[n] = a™u[n] *

uln] como
0;n<0
y[n} = a”u[n} * u[n] = 1-— (ln+l (37)
17; n>0.
—a

A funcdo y[n] estd mostrada na Figura 3.5.

Exemplo 3.6

Vamos calcular a convolugdo entre z[n| = u[n] —uln—5] e h[n] = u[-n] —u[—n—10],

ou seja,
ylnl = > {ulk] — ulk — 5]} * {ulk — n] — ulk — 10 — n]}
k=—o00

A Figura 3.6 mostra as seqiiéncias z[k], h[k]e h[—k].

Os valores negativos de n deslocam h[n — k| para a esquerda. Neste caso, o produto
plk,n] = x[k|h[n — k] = 0 para n < —9, conforme se pode observar através da Figura 3.6.
Portanto, a convolugao sera nula para n < —9.

Para —9 < n < —b5, o produto p[k,n| serd diferente de zero. Neste caso podemos

escrever
n+9

yln] = > {ulk] — u[k — 5]} = n + 10.

Para —5 < n < 0, o produto p[k,n] serd diferente de zero e apresentard 5 amostras
iguais a 1. Neste caso podemos escrever

yln] = {ulk] — ulk — 5]} = 5.

k=0

Para 0 < n < 4, o produto p[k, n] serd diferente de zero. Neste caso podemos escrever

4
yln) = > {ulk] — ulk =5} = 5~ n.
k=n
Por fim, para n > 4, o produto p[k, n] serd nulo. Logo, a convolugdo serd nula.
Podemos, finalmente, resumir o resultado do calculo da soma de convolugdo entre
z[n] = {u[n| — u[n — 5]} e hin] = {u[-n] — u[—n — 10]} como

0; n< =9
n+10; —9<n< -5
y[n] = {u[n] —uln — 5]} * {u[-n] —u[-n—-10]} = ¢ 5, =5<n <0 (3.8)

b5—n; 0<n<4

0; n>4.

A funcdo y[n] estd mostrada na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Célculo de y[n] = {u[n] — u[n — 5]} * {u[-n] — u[-10 — n]}
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3.4.2 Sistemas LIT continuos. Integral de convolugao
Resposta ao impulso

Vamos deduzir uma relagao entre a resposta ao impulso, a entrada e a saida de um SLIT continuo
semelhante aquela deduzida para os sistemas discretos. Para isto precisamos da expressao (2.30) do
capitulo 2, repetida a seguir, a qual explicita a propriedade da amostragem do impulso unitério.

/jo (1) 6(t — 7) dr = z(t). (3.9)

Para deduzir a relagdo (3.9) precisamos do seguinte resultado.
Considerando a Figura 3.7, a aproximagao xa(¢) da fungao x(t) pode ser escrita como

X,

0 A 2A t

Figura 3.7: Aproximagdo de uma fungao z(t).

oo

zalt) = Y w(kA) 6a(t — kA) A, (3.10)

k=—o00

onde 04 (t) é a fungao usada no Capitulo 2 para definir o impulso unitdrio.
Demonstra-se que

fim al6) = (0. 1)
Portanto,
() = lm ; 2(kA) 0a(t — kA) A

Porém, no limite temos kA — 7, A — dr, 65(t — kA) — 6(t —7) e 3. — [. Portanto,

z(t) = /_00 (1) 6(t —7) dr c.q.d.

e}
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L sistema LIT ﬂ»
30 h(H
5,(1) h,(6)

Figura 3.8: Sistema linear continuo invariante no tempo com entradas e saidas correspondentes.

Considere o sistema LIT mostrado na Figura 3.8. Como a entrada d(t) produz a saida ha(t),

entdo, pela hipétese de invaridncia no tempo, podemos afirmar que a entrada da(t — kA) produzird
a salda ha(t — kA).

Suponha que za(t) de (3.10) produz ya(t) na saida do sistema. Como za(t)é uma combinagio
linear das fungdes da(t — kA), entdo a propriedade da linearidade permite escrever

ua(t) = > (kD) ha(t—kA) A.
k=—o00
onde ha(t — kA) é a resposta a oa(t — kA).

Mas
li =
lim za (1) = 2(t),
o que implica em
lim ya(t) = y(0),

pois, por hipdtese, z(t) — y(t).

Portanto,
y(t) = lim > a(kA) halt - kA) A,
k=—o00
No limite temos
y(t) :/ x(T) h(t — 1) dr. (3.12)

Concluimos que a saida de qualquer sistema continuo linear e invariante no tempo pode ser
calculada conhecendo-se a sua resposta ao impulso. A operagao de integral envolvendo esta resposta
e a entrada é chamada de integral de convolugao.

Este é o resultado mais importante para os SLIT continuos, da mesma forma que ocorreu com os
sistemas discretos.

Dada a importancia da integral de convolucao, criou-se uma representagao especial compacta para
a mesma. A integral de convolugdo entre o sinal x(t) e o sinal h(t), definida na expressao 3.12, é
representada por

y(t) = x(t) = h(t). (3.13)

E possivel demonstrar que

y(t) = /jo (1) h(t —7) dr = /fo W) z(t—7) dr,
ou seja,

y(t) = z(t) * h(t) = h(t) * z(t).
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Célculo da integral de convolugao

43

O célculo da integral de convolucao é bastante semelhante ao célculo da soma de convolugao. Segundo
a expressao 3.12, devemos inverter h(t) no eixo t e expressa-la em termos da varidvel 7, gerando h(—7).
Para cada valor de ¢, devemos deslocar h(—7) convenientemente de modo a gerar h(t—7). Esta dltima
é multiplicada, ponto a ponto, por z(7) e o resultado é integrado. Os exemplos seguir ilustram este

calculo.

Exemplo 3.7

Vamos calcular a convolugao entre z(t) = e~ u(t); a > 0 e h(t) = u(t), ou seja,

y(t) :/ x(7) h(t — 1) dr.
No caso em questao, escolhemos inverter h(7) = u(7), conforme ilustra a Figura 3.9.
O préximo passo e deslocar h(—7) de um valor ¢, obtendo h(t — 7), fazer o produto de
x(7) por h(1 —t) e calcular a drea sob o resultado deste produto.

l 7 ’\e_a{m 7
0

0 T
1 —\ u(t-t); t<0 b
0 1

t 0 T

1 u(t-r); >0 b
0 |

0 t b
2 |- -

y(®

0

0

Figura 3.9: Célculo de y(t) = e~ u(t) = u(t).

A Figura 3.9 mostra que o produto serd nulo para todo valor ¢ < 0. Mostra também
que o produto sempre serd diferente de zero para valores positivos de ¢. Neste tltimo caso
temos
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t 1— —at
y(t) = / e dr=—_%
0

a

Com isto podemos escrever o seguinte resumo para o resultado do célculo da convolu-
Gao:

0, t<0;
y(t) = —at
171 ai
< t>o
a

Exemplo 3.8

Vamos calcular a convolucdo entre dois pulsos retangulares 7, (t) = au(t) — au(t — «).

Como as duas fungoes a serem convoluidas sdo iguais, nao se coloca a questao de qual
delas deve ser invertida no eixo 7.

A Figura 3.10 mostra os passos do cédlculo. Podemos perceber que o resultado da
convolugao serda nulo para t < 0.

Serd diferente de zero enquanto o pulso deslocado apresentar alguma interseccdo com
o pulso nao deslocado. Isto acontece enquanto 0 < ¢ < 2a.. Assim, a convolu¢ao também
serd nula para t > 2a.

Para 0 <t < «a temos uma intersec¢ao no intervalo 0 < 7 < t. Por outro lado, para
a <t < 2a aintersecgao ocorre no intervalo t —a < 7 < a.

Estas consideragoes podem ser transformadas nos seguintes célculos.

2a) para 0 <t < a:

0, t<O0;

a*t, 0<t<a;
a?(2a—1t), a <t <2
0, t > 2a.

e estd mostrado na Figura 3.11.
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ar r(@
0
0o o T
ar ‘ra(t—r); t<0
0 t-o t 0 T
aF

ra(t—t); O<t<o.

0 ‘
0 T
ar r, (t-1); o<t<20
0 ‘
0 T
ar .
I'(x(t—‘t), t>200
0 ‘
0 T

Figura 3.10: Célculo de y(t) = ra(t) * ro(t).

Finalizando esta segao, ha alguns resultados que simplificam, em algumas situacoes, o cdlculo da
convolugao:

1- a convolugao da soma é a soma das convolugoes:
x(t) * [he(t) + ha(t)] = x(t) * hy(t) + z(t) * ha(t). (3.14)
2- se z(t) x h(t) = y(t), entao
x(t) * h(t — to) = y(t — to). (3.15)

Portanto,
I(t—tl)*h(t—tg) :y(t—tl —tg). (316)

3- convolugao entre qualquer sinal z(t) e o impulso unitdrio 6(t — to),
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y(t)

0 20 t

Figura 3.11: Resultado da convolugao y(t) = 74 (t) * ro(t).

() * 6(t — to) = a(t — ty). (3.17)

4- convolugdo entre qualquer sinal z(t) e a fungdo degrau unitario u(t),

x(t) xu(t) = /0 (1) dr. (3.18)

Propriedades semelhantes valem para a soma de convolugao.

3.5 Propriedades dos sistemas LIT, discretos e continuos

1- Sistemas em cascata

A Figura 3.12 mostra dois sistemas conectados em cascata. Vamos mostrar que esta cascata
equivale a um unico sistema cuja resposta ao impulso, he,(t), é

heq(t) = hu(t) * ha(t), (3.19)
conforme ilustrado na Figura 3.12.

Para isto, considere que a entrada do primeiro sistema é x(t) e que na sua saida temos s(t). Entao
b} k)
s(t) é a entrada do segundo sistema, o qual produz, em resposta, a saida y(t). Podemos entdo escrever

y(t) = z(t) * hy(t) * ha(t).

Como a segunda convolugdo pode ser feita antes da primeira, concluimos que y(t) é igual & convolugéo
entre z(t) e hey(t).
Estas relagoes podem ser observadas de forma explicita fazendo:

s(t) = z(t) * hi(t) = /:X’ z(a) hi(t — @) da

y(t) = s(t) * ha(t) = /_00 s(T) ho(t —7) dr.
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Substituindo s(7) na segunda relagdo pela primeira relagéo, temos

y(t) = /: {/:: (a) h(r — a) da} ha(t — 1) dr.

Rearranjando as integrais,

y(t) :/_:x(a){/_z h(r — @) ho(t —7) dT} da.

Fazendo uma mudanga de varidavel § = 7 — «, obtemos

v = [ e { [ m@ mte-a-p s} o

oo oo

Reconhecemos que a integral entre as chaves representa a convolugao entre hy(t) e ha(t), fechando a
demonstragao.

1- Sistemas em paralelo

A Figura 3.13 mostra dois sistemas conectados em paralelo. Estes sistemas equivalem a um inico
sistema com resposta ao impulso, hey(t), dada por

heq(t) = ha(t) + ha(t), (3.20)

conforme ilustrado na Figura 3.13.
A demonstracao desta propriedade é similar a demonstragao da propriedade anterior.

L sistema LIT 1 sistema LIT 2 i»
hy (1) hy(t)
BLCEN () * hy(t) | YO,

Figura 3.12: Sistemas lineares conectados em cascata.

3- Causalidade

A propriedade da causalidade assume uma forma especial para os sistema LIT.

E possivel demonstrar, usando a convolucao, que um SLIT continuo é causal se e somente se
h(t) =0 para t < 0.

A mesma propriedade vale para os sistemas discretos.

4- Estabilidade

A propriedade da estabilidade também assume uma forma especial para os sistema LIT.
E possivel demonstrar que um SLIT continuo ¢ estdvel se e somente se [*_|h(t)| < oo.
Para os sistemas discretos temos Y oo |h[n]| < cc.

n=-—00

48

CAPITULO 3. SISTEMAS CONTINUOS E DISCRETOS NO TEMPO

1> sistema LIT 1
hy(t)
t y(® t t
x(© x(t) By + hy) y(©
sistema LIT 2 »
hy(t)

Figura 3.13: Sistemas lineares conectados em paralelo.

Exemplo 3.9

A seguir sao apresentados alguns exemplos de sistemas com sua respectiva classificagao
em termos de causalidade e estabilidade.

1- h(t) = u(t), causal e ndo-estével;

2- h(t) = u(t + 1), nao-causal e ndo-estdvel;
3- h(t) = e~ "u(t — 7), causal se 7 > 0 e estdvel se a > 0.
4- hin] = a™uln — ng|, causal se ng > 0 e estével se |a| < 1.
5-
1 >
y[n] = AR k;v] zn+ k], Ny <Ny,

onde z[n] é a entrada e y[n| é a saida; o sistema serd causal se Ny < 0 e estdvel se N; e
Ny forem finitos.
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3.6 Exercicios
1. Seja z[n] = d[n] +28[n— 1] —d[n—3] e h[n] = 26[n+ 1] +2d[n — 1]. Calcule e esboce o resultado
de cada uma das seguintes convolugoes:
a) y[n] = x[n] x hln);  b) y[n] =z[n+2]xhn]; ) yn] =xn]*hn+2].
2. Considere um sinal de entrada z[n] para um sistema LIT com resposta ao impulso h[n]:

2] = (%) (7L_2)u[n — 2, hin] = uln +2].

Calcule e eshboce o sinal de saida y[n].

3. Calcule e esboce y[n] = z[n] * h[n|, onde

z[n] = uln — 3] —uln — 9], hln] = u[n — 4] — u[n — 16].

4. Calcule e esboce y[n] = z[n] * h[n|, onde

oln] = G)%upn _1, hin] = ufn — 1].

. Calcule a convolugao y[n| = z[n] * h[n] para cada par de sinais a seguir.

ot

a) z[n| = a™uln], hin] = f"uln], o # 5;

b) z[n] = hln] = a™u[n|;

¢) z[n] = (—3)" uln — 4], hln] = 4™u[2 — n);

d) z[n] = u[n] — uln — 5], hln] = uln — 2] — uln — 8] + u[n — 11] — u[n — 17).

6. Um sistema linear tem a relagao

00

il = 3 alklgln — 28],

k=—o0
entre a entrada e a saida, onde g[n] = u[n] — u[n — 4].
a) Determine y[n] quando z[n] = d[n — 1J;
b) Determine y[n] quando z[n] = §[n — 2J;
¢) O sistema é LTI? Justifique;

d) Determine y[n] quando z[n] = u[n].
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7. Calcule e esboce y(t) = z(t) * h(t), onde

t+1, 0<t<1;

a(t)=4 2-t, 1<t<2 B(t) = 6(t+2) +20(t+ 1).
0 c.c
8. Seja
s ={y 0=EY e no=alt/e) 0<ast

a) Determine e esboce y(t) = z(t) * h(t).

b) Se dy(t)/dt contém apenas 3 descontinuidades, qual é o valor de a?

9. Seja

oo

y(t) = e u(t) « Y 6(t—3k).

k=—00

Mostre que y(t) = Ae™ para 0 < ¢ < 3, e determine o valor de A.

10. Para cada par de formas de ondas definidas a seguir, calcule a saida de um sistema LTI com
resposta ao impulso h(t) e entrada z(¢).

a) z(t) = e u(t), h(t) = e Ptu(t); Faga para a # 3 e para a = f3;
b) z(t) = u(t) — 2u(t — 2) + u(t —5), h(t) = e®u(l — t);

¢) z(t) e h(t) como mostrado na Figura 3.14;

d) z(t) e h(t) como mostrado na Figura 3.15;

e) z(t) e h(t) como mostrado na Figura 3.16;

! 2
sen(rt), 0<t<2
2

h @

O 1\/ |
-1

Figura 3.14: Exercicio c).

11. Seja h(t) igual a um tridngulo centrado na origem com largura de base igual a 2 e altura igual
a 1. Considere z(t) = > po_ . 6(t — kT).

Calcule e esboce y(t) = x(t) * h(t) para os seguintes valores de T'.

a)T=4 b)T=2 ¢ T=15 b)T=1
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at+b

x(t)
o

° i—1/3 !

T

X (t)
o
h(®

Figura 3.16: Exercicio e).

12. Determine se as afirmagoes a seguir sao verdadeiras ou falsas:
a) se z[n] = 0 paran < Nj e h[n] = 0 para n < N, entdo z[n] * h[n] = 0 para n < Ny + N2;
b) se y[n] = z[n] * h[n] entdo y[n — 1] = xz[n — 1] * hjn — 1J;

) se y(t) = x(t) * h(t) entdo y(—t) = z(=1)] * h(=1);
d) se z(t) = 0 para t > T} e h(t) = 0 para t > Ty, entdo z(t) * h(t) = 0 para t > T + T2;

o

13. As fungoes a seguir sdo respostas ao impulso de um sistema LTI. Para cada caso, determine se
o sistema correspondente é causal e/ou estavel. Justifique.

a) h[n] = (3)"u[n]; b) hln] = (0,8)"uln+2]; «¢) hln] = (3)"u[-n]; d) ko] = (5)"u[3 —n);
e) hfn] = (=3)"u[n] + (1,01)" uln — 1); £) hn] = (—3)" u[n] + (1,01)" u[l — n;

g) hfnl = n ()" uln—1]; B h(t) = et —2); 1) hlt) = e u(B—1); ) (1) = e ult-+50);

1) h(t) = e*u(—1—1t); m) h(t) = e n) h(t) =te~tu(t); o) h(t) = (2e7" — et7100/100) y(3),

14. Determine quais das seguintes respostas ao impulso correspondem a sistemas LTI estaveis e
justifique:

a) h(t) = e (=2by(t); b) h(t) = e~ cos(2t)u(t);
d) hln] = 3"u[—n + 10].

¢) hln] = ncos(mn/4)uln;

15. Considere um sistema continuo com entrada z(t) e saida y(t) relacionadas por y(t) = x(sen(t)).

O sistema ¢ causal? B estdvel? Justifique.

16.

17.

18.

19.
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Considere um sistema discreto com entrada z[n] e saida y[n] relacionadas por

vty = > alk,

onde ng é inteiro finito positivo.
a) O sistema é linear? Justifique.
b) O sistema é invariante no tempo? Justifique.

¢) Se z[n] ¢ limitada em amplitude por um inteiro finito B, isto ¢, |z[n]| < B, Vn, entao é
possivel demonstrar que y[n] também é limitada por um ntimero finito C. Logo , o sistema é
estavel. Calcule o valor de C' em funcao de B e de ny.

Para cada uma das seguintes relagoes entre entrada e saida, determine se o sistema correspon-
dente é: 1- linear; 2- invariante no tempo.

a) y(t) =2zt —1); b)yln]=2*n—2]; ¢)yln]=2zhn+1—zn—1];

y(t) = componente fmpar de x(t).

Para cada opcéo de sistema a seguir, verifique se 0 mesmo ¢ invariante no tempo, linear, causal
e estével. Justifique suas respostas. Considere que a entrada é z(¢) e que a saida é y(t).
a) y(t) = x(t —2) + (2= t); b) y(t) = [cos(B)a(t); ) y(t) = 7L w(7) dr;

(

t<0; ) [0, z(t) <0
{ +¢t—2) t>0." C)y(t)_{x(t)+:x(t—2), z(t) > 0.

= x(t/3

Considere um sistema LTI cuja resposta & entrada z;(t) da Figura 3.17 é o sinal y;(t). Calcule
a resposta do sistema para as entradas z»(t) e x3(t).

X;(t)

A
X(0)

Figura 3.17: Sinais para um sistema LTI.




Capitulo 4

Série de Fourier para sinais periodicos
continuos

4.1 Introducao

Vamos tratar aqui da representacao de sinal periddico com periodo Tj através de uma combinagao
linear de fungdes exp(jkwot), k € Z, wy = 2m/Ty. Estas sdo exponenciais complexas periédicas com
Ty = To/k, harmonicamente relacionadas, pois wy = kwy.

O objetivo é descrever z(t) = x(t + Tp), V¢, como:

o0
z(t) = Z cpetnt oo <t < 0.

k=—o00

4.2 A resposta de sistemas LIT a exponenciais complexas

Considere um sistema LIT com resposta ao impulso h(t) e com uma entrada z(t) = exp(jwot). A
resposta y(t) serd

y(t) = a(t) * h(t) = h(t) * 2(t)

/ h(T)ej“"’(t’T)dT
cj'“"’(”)/ h(T)e’ijTdT

= z(t)H(wo).

Concluimos que a resposta de um sistema LIT a uma entrada do tipo exponencial complexa na
freqiiéncia wy é a mesma exponencial com uma alteragdo na amplitude e na fase, dadas, respecti-
vamente, por |H(wp)| e £ZH(wp). Por esta propriedade, exp(jwy) é denominada de autofuncdo do
sistema LIT, enquanto que H(wg) é um autovalor.
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Como conseqiiéncia desta propriedade, se for possivel escrever qualquer entrada x(t) como

a(t) = > e, (4.1)

entao a resposta de qualquer SLIT serd dada por

oo

y(t) = Z i H (wy)edst,

k=—o00

A questdo que se coloca a partir desta observagdo é se ¢ possivel escrever (4.1) para qualquer
entrada x(t). A resposta para esta questao é dada pela série de Fourier.

4.3 Expansao de um sinal em uma base de fungoes ortogo-
nais

Vamos tratar aqui da aproximagao de uma funcao, nao necessariamente periédica, por combinacao
linear de outras fungoes, ou seja,

oo

a(t) = > agr(t), it <t <t (4.2)

k=—o00

A nomenclatura que é adotada para este problema ¢ inspirada naquela referente a expansao de um
vetor em um conjunto de eixos coordenados. Assim, estabelecemos uma associagao entre o conjunto
de fungoes {gx(t), k € Z, t; <t <ty e um conjunto de eixos coordenados.

Vamos agora analisar as vantagens que determinam a escolha de eixos ortogonais para a expansao
de vetores.

Considere a Figura 4.1, a qual mostra dois eixos nao ortogonais, r e s, na dire¢ao dos vetores a, e
a,, para a representagao do vetor v. Suponha que |a,| = |as| = 1. Vamos tentar expressar o vetor v
em funcao dos parametros do sistema de eixos.

vV =uva, + 08, v =v.a, —vs008(p), vs=v.as— v cos(p).

Estes resultados mostram que existe uma dificuldade para o calculo das componentes v, e vy, uma
vez que o célculo de v, depende de vy e vice-versa.

Este problema exige uma solucao iterativa. Para contornar o esfor¢o de célculo desta solugao,
usa-se uma, condicdo que elimina o problema, ou seja, escolhemos ¢ = 90°, fazendo com os eixos
sejam ortogonais entre si. A ortogonalidade desacopla as duas componentes e simplifica a expansao.
Dai obtemos a expressao classica

v = V.2, Ug = V.a,.

A descricao do problema de representacao de um sinal através de um conjunto de funcgoes se
assemelha aquela da representagio de vetores. Desta forma, vamos representar o sinal z(t) através
de componentes na “dire¢do” dos sinais g(t).

Aqui também a defini¢ao dos coeficientes da expansdo do sinal z(t) fica bastante simplificada se
escolhermos um conjunto de fungdes gx(t) mutuamente ortogonais entre si no intervalo t; < ¢ < to.
O conceito de ortogonalidade entre sinais é definido a seguir.




ot
at
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Figura 4.1: Proje¢ao de um vetor em um par de eixos nao ortogonais.

Defini¢ao: Duas fungoes z(t) e y(t), x(t) # y(t), sdo ortogonais entre si no intervalo ¢; < t < to
se

/ " )y (t) dt = 0. (4.3)

t1

Definigao: Um conjunto de fungdes gx(t), k = inteiro, é ortogonal no intervalo t; < ¢t < ty se
as fungoes que compdem o conjunto sdo ortogonais entre si no intervalo, isto é, se

c, k=1

/ " gt ()t = (4.4)
g 0, kAL

Exemplo 4.1

O conjunto de fungdes exp(jkwot), k € Z é ortogonal no intervalo ty < t < to+Tp; Ty =
27 /wy. Para este conjunto, a constante ¢ de (4.4) vale ¢ = Ty.

Suponha que a aproximacao é escrita como

e}

w(t)~ Y ag(t), t<t<t.

k=—00

O erro desta aproximacgao pode ser escrito como

oo

w(t) = Y aget), t<t<ty (4.5)

k=—oc0

1>

erro(t) = e(t)

O problema nesta representacao é escolher os coeficientes ¢, de modo a minimizar a energia do
erro total, ou seja minimizar
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/t 7 le(t)Pat. (4.6)

Vamos agora calcular os coeficientes Gtimos para a representacdo de um sinal z(¢) através de
componentes na dire¢do dos sinais gi(t) ortogonais entre si.

Vamos inicialmente supor que todas as fungoes envolvidas sejam reais.

O critério para a otimizac¢do é a minimizac¢ao da energia do erro da aproximagao, como expresso
em (4.6). Para isto vamos usar (4.5) e escrever inicialmente

) = (1)~ 20() 3 e+ Y cwlt) Y cnd).
i=—00 i=—00 l=—00
Usando este resultado em (4.6), temos
to ta to o ty OO 0
/ e2(t)dt:/ 2 (t)dt —2/ x(t) Y cigi(t)dt + D aglt) Y aalt)dt.
t t t i=—o0 f =0 I=—o0

a qual pode ser reescrita como:
t2 to ta X o0 o0 to
/ ez(t)dt:/ xz(t)dt—z/ dooax)gydi+ Y > qcl/ gi(t) gi(t) dt.
t ty t1 =0 i=—00 l=—00 i

Supondo que o conjunto de fungodes gx(t) seja ortogonal no intervalo ¢; < ¢ < tz, podemos simpli-
ficar a expressao anterior:

to to ty 0 el to
/ ez(t)dt:/ 22(t)dt —2/ > aat)git)dt+ Y cf/ g2(t) dt.
! t b j=——oo i=—00 t

Os valores étimos dos coeficientes ¢, sao aqueles que satisfazem a equagao

c% {[ e2(t)dt} =0.

Calculando a solucao desta equagao obtemos

/ (g (e

to
/ gi(t)dt
t1

Pode-se demonstrar que para sinais complexos este resultado sera

/ a(t)gp(t)dt
= (4.8)

1o N
/ lae(t) Pt
t1

Podemos agora resumir os resultados que obtivemos para a representagio de um sinal z(¢) através
de um conjunto gx(t) de fungdes mutuamente ortogonais em um intervalo ¢, < t < ta:

oo

o(t) = Y agr(t), t<t<t, (4.9)

k=—00
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onde os coeficientes ¢ que minimizam a energia do erro da aproximagao sao dados por

[ saio
= (4.10)

[ loorar

ty

Esta forma de representagao apresenta varias propriedades. Vamos abordar algumas delas.

Propriedade 1: o erro e(t) é ortogonal a cada uma das fungdes gx(¢) no intervalo t; <t < 5.

Para demonstrar este resultado devemos calcular, com base na expressao (4.3),

to
/ e(t)g/dt; 1eZ.

t1

Usando a expressao (4.5), temos

/ {z(t) S ckgku)} gi ()t

k=—o0

ou

/Qx(t)gl*(t)dt— > Ck/tzgk(t)gl*(t)dt'

t k=—00 1
Usando (4.8) e a defini¢ao de fungdes mutuamente ortogonais temos

t2 t2
Cz/ |gu(t)]*dt — Cl/ lgi(t)*dt =0, c.q.d.

t1 ty

Definigao: o conjunto de fungoes {gx(¢)} forma uma base ortogonal no intervalo t; < t < t5
se contiver todas as fungdes gx(t) mutuamente ortogonais no intervalo t; < ¢ < ts.

Um exemplo de uma base ortogonal é o conjunto {exp(jkwot)} e o intervalo tg < t < to+ To; Tp =
27['/(.(}().

Propriedade 2: se o conjunto de fungdes {gx(t)} forma uma base ortogonal no intervalo t; <
t < tg, ent@o o erro e(t) serd nulo no intervalo t; < t < to.

Para demonstrar esta propriedade basta observar que e(t) é ortogonal a todas as funcdes gy(t).
Logo, se o conjunto de fungdes {gx(t)} forma uma base ortogonal, entdo e(t) deve pertencer a este
conjunto. Assim, deve participar da representagao do sinal, anulando o erro da representagao.

=
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4.4 Série exponencial de Fourier

A série exponencial de Fourier é um caso particular da representacgao de fungdes através de uma base
ortogonal. A base utilizada é aquela do Exemplo 4.1, ou seja, exp(jkwot), k € Z.
Este conjunto apresenta as seguintes propriedades:

e Este conjunto é ortogonal no intervalo ¢y < t < to+Tp; Ty = 2m/wp. Logo, t; = tg e ta = to+Tp.
e Cada fungio exp(jkwot) é periédica com periodo Tp;

e As fungoes do conjunto sao harmonicamente relacionadas, isto é, suas freqiiéncias sao multiplos
de uma dada freqiiéncia, no caso, wo;

e Para este conjunto, a constante ¢ de (4.4) vale ¢ = Tj.

Podemos agora resumir as expressoes envolvidas na representacdo de um sinal z(t) pela série
exponencial de Fourier no intervalo tg < t < tg + Tp:

o)
w(t) = Y ety <t<to+To, To=2m/wo, (4.11)
k=—o0c
(4.12)
1 to+To .
k) = — x(t) et g, (4.13)
To Jy,

Como cada funciio e/F0! & periédica com perfodo Ty, a série Yo cpe?ot & periédica com o
mesmo perfodo. Como conseqiiéncia, ela pode representar a funcao genérica z(t) apenas no intervalo
to <t < to+ Tp. A representacio serd vélida para todo ¢ somente quando z(t) também for periddica
com periodo Tp. A Figura 4.2 ilustra esta situagdo para um sinal x(t) e sua série de Fourier para
o intervalo 2 < t < 3, ou seja, para Tp = 3 — 2 = 1. Observe que z(t) e a série sdo idénticos no
intervalo. Porém, sdo diferentes fora, pois a série é periédica com periodo Ty = 1, enquanto que x(t)
nao é periddico.

Estas observagdes permitem colocar a seguinte conclusao fundamental:

Para que um sinal e sua série de Fourier sejam iguais entre si para —oo < t < 0o é necesséario que:
1- o sinal seja periddico;

2- O intervalo ty < t <ty + Ty da série seja tal que Ty = periodo do sinal.

Por fim é importante observar que o coeficiente ¢y tem um significado fisico. Usando (4.13),
podemos escrever
1 to+To

= — x(t)dt,
o), (t)

Co

0 que mostra que ¢y ¢ o valor médio do sinal z(t) no intervalo ty < t < to + To.
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Amplitude
o

série de Fourier

Figura 4.2: Representagao de um sinal z(t) e de sua série de Fourier para o intervalo 2 < ¢ < 3.

4.5 Série trigonométrica de Fourier

A série exponencial de Fourier representa um sinal periédico, ou um trecho de um sinal nao-periédico,
através de uma combinagao de sinais exponenciais complexas harmonicas.

A série exponencial de Fourier pode ser escrita em termos das fungoes seno e cosseno, dando
origem a série trigonométrica de Fourier.

Uma restrigao muito importante para a forma trigonométrica é que a mesma s6 pode
ser calculada para sinais reais.

Para obté-la, vamos tomar a expressao (4.13) e supor z(t) real e periédico com perfodo Tp. Assim,
temos

z(t) = 2*(t),

o que, fazendo wy = 27 /Ty, permite escrever

o0 o0
z(t) = E ettt = E cpe Ikt

k=—o00 k=—o00

Fazendo k = —m resulta

) 00
le(t) — 2 cke]kwof, — E Cim(’/]mwot,

k=—00 m=—o0

de onde concluimos que

para z(t) real temos ¢, = ¢*,.

Vamos usar este resultado fazendo

e}

o0
z(t) = E Cpe?®t = ¢y + E cpethot eIkt
k=—o00 k=1
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e substituindo c_j por ¢},

o0
= ¢+ E cpeitt 4 ¢y gkt
k=1

oo
) . *
co+ g ettt 4 [cke]k““t]
k=1

o0
= ¢+ Z 2Re {cpe?t ot
k=1
Supondo ¢; = ay, + jbi, podemos escrever, finalmente:
z(t) = co + Z 2ay, cos(kwot) — 2bsen(kwot), cx = ax, + Jbg. (4.14)
k=1

Portanto, para um sinal z(t) real, a série de Fourier pode ser expressa em termos das fungoes seno
e cosseno mais um termo constante, o qual descreve o valor médio do sinal.

Além desta, é possivel derivar uma alternativa que também encontra ampla aplicagdo na pratica.
Fazendo ¢ = |ci| exp(j0k), de

z(t) =co+ Z 2Re {cpe’™ ot
k=1

podemos escrever

o0
z(t) = co+ Z 2Re {\ck|cj(k“’°t+g‘“)},
k=1
ou
o0
z(t) = co+ Z 2|cx| cos(kwot + 0). (4.15)
k=1
Esta notagao é adequada para definir a componente fundamental e as harmonicas do sinal periédico
z(t). A componente fundamental ou primeira harménica é a componente 2|c; | cos(wot + 1), ou seja,
¢é a componente na freqiiéncia wy.
A k-ésima harmonica, ou harménica de ordem k, é 2|ci| cos(kwot + 0y,), ou seja, é a componente
na freqiiéncia kwy.

Exemplo 4.2

Considere z(t) = sen(wgt). Obter a série de Fourier.
Sabemos que
1, 1
z(t) = Jwot __ —jwot
x(t) 2],6 2]_6

Logo, esta ja é a expressao da série exponencial, o que permite concluir, por inspegao,
que ¢; = 0, exceto para |k| = 1, uma vez que ¢; = —c_y = 1/2j.

Observe que nivel médio do sinal é nulo, o que concorda com ¢y = 0. Também, o sinal
é real, o que indica que ¢; = ¢* . Por fim, este sinal é composto apenas pela componente
fundamental, cuja amplitude vale 2|¢;| = 1, enquanto que 6 = —7/2.
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Exemplo 4.3
Seja
z(t) =1+ iejwot _ iefjwot + elwot + e Jwot + 16]'(2w0t+7r/4) + le—j(2w0t+7r/4)
2j 27 2 2

Podemos rearranjar da seguinte forma

1. . 1 . 1 . . 1 . )
I(t) =1+ (1 + ?j)ejwot + (1 o 27‘]‘)6—]wot + 56]77//16]2wot + §G—J1r/46—]2wot.
. 1 * 1 jm/4
Daf podemos escrever: ¢g=1; ¢; =c¢*; =1+ ?; Cp=1Cy= 567
J

Vamos tratar agora dos graficos que sao utilizados para representar os resultados da série de
Fourier, também conhecidos como espectros de Fourier do sinal.

A representacao grafica consiste em representar os coeficientes ¢, em funcao da respectiva freqiién-
cia. Como, de uma maneira geral, os coeficientes sao quantidades complexas, precisamos de dois
graficos, um para a parte real e outro para a parte imagindria, ou, o que é mais comum, um para o
médulo e outro para o argumento. O grafico para o médulo é denominado espectro de am-
plitudes, enquanto que o grafico para o argumento, espectro de fase. Vamos exemplificar
estes graficos para o caso do exemplo 4.3.

Exemplo 4.4

Espectros de amplitude e de fase para o sinal do exemplo 4.3.

Estes gréficos evidenciam o uso de freqiiéncias negativas. FEstas nao tém sentido fisico, mas
apenas matemadtico. Elas decorrem do uso de exponenciais complexas e conjugadas como exp(jkwp) e
exp(—jkwp). Esta tltima é interpretada como exp[j(—kwp)], ou seja, como se fosse uma exponencial
na freqiiéncia —kwy.

Exemplo 4.5

Vamos calcular a série de Fourier de um trem de pulsos retangulares peridédico com
periodo T'. O periodo ao redor de ¢ = 0 pode ser descrito como

Lot <7/2;
0, 7/2<|t| <T/2.
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Amplitude

—2wy  -Wo 0 wo 2wp

60

30

Fase
(=)

-30 ¢

L L

w
0 0 2wy,

-60 : -

— 20.}(] -Wo

Figura 4.3: Espectros em freqiiéncia para o exemplo 4.3.

a(t)

Figura 4.4: Trem de pulsos retangulares.

A Figura 4.4 mostra este trem de pulsos retangulares.

1 flotT _
k= 7/ z(t) e IRotdt:  wy = 2m/T.
T Ji,

A integral para o célculo do coeficiente ¢, se dd ao longo de um perfodo. A simetria
do pulso ao redor de t = 0 sugere que ¢, deve ser escolhido como t, = —7'/2, de forma que
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1 (72 )
= f/ x(t) eIkt gy
1

—T/2
/2 "
= [ eikotg
T —7/2
1 e—jk’ugT/Z _ ejkon/Q
sen(kwo/2)
kng/Q ’

Observe que a expressao para os coeficientes ¢; apresenta uma indeterminacao em
k = 0. Podemos resolvé-la usando a regra de L’Hopital ou refazendo a integral inicial
usando explicitamente k& = 0 desde o inicio. Qualquer um destes procedimentos fornece

co=1/)T,
que é o valor médio do sinal x(t).
Podemos entao colocar o resumo
sen(kwot/2)
=—"—— k#0 0o =1/T. 4.17
Cr, kaT/2 ) ?é ) Co T/ ( )
Para 7 = T'/2 temos
sen(kwoT'/4)
= L =1/2.
Cl k‘on/Q ) 7é 07 Co /
Mas
kwoT' /4 = 2knT /AT = km/2
¢ /2
oo = SR0T/2) g
km
Como
0, k = par;

sen(km/2) =
(=1)*-D/2 k = fmpar,

podemos finalmente escrever

0, k = par, k # 0;

1)1/
Cp = 7( ) , k = {mpar;
km
1/2, k=0.

A Figura 4.5 mostra os espectros de amplitude e de fase do sinal z(t).
Na Figura 4.6 é mostrado o efeito da adi¢ao de harmoénicas na composicao do trem de

pulsos retangulares.
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Amplitude
o
[\
[$23

0
—bwy  —3wy -wo () Wo 3wo bwo
Freqiiéncia (rad/s)
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-180 q

Freqiiéncia (rad/s)

Figura 4.5: Espectros de freqgiiéncia para o trem de pulsos retangulares com 7 = T'/2.
4.6 Teorema de Parceval

Este teorema relaciona a poténcia média de um sinal z(¢) com os respectivos parametros espectrais.
Seja um sinal z(t), periédico com periodo T e sua série de Fourier:

o)
x(t) = E ekt T
k=—00
O teorema pode ser enunciado como

1 to+T' ) 00 )
T Rrd= > lap (115)
to

k=—o0c
isto é, a poténcia média de z(t) é igual & soma do quadrado do valor absoluto dos coeficientes de

Fourier.
Para demonstrar, vamos substituir z(¢) pela série de Fourier.

1 [fto+T 1 fotT [ =2 ) > .
- |l‘(t)|2dt _ T/ Z Ckeﬂkmﬁ/T Z C:,Le_ﬂ"mt/T dt.
to

T
to k=—00 m=—00
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Amplitudes

Figura 4.6: Participagdo das harmonicas na composi¢ao do trem de pulsos retangulares com 7 = T'/2.

65
21(t) = 0,5+ cos(2nt/T) /7
T 2T tempo 3T
xo(t) = 1(t) — cos(67t/T) /31
T 2T tempo 3T
x3(t) = x2(t) + cos(107t/T) /5w
T 9T tempo 3T
x4(t) = x3(t) — cos(14nt/T)/Tm
T 2T tempo 3T

Como a base de expansao é ortogonal no periodo, a integral do produto das séries fornece:

0 k=—00

oo

2 1 KARIR 2
|l2(t)] dt:f/t S efde =Y

4.7 Convergéncia da Série de Fourier

O estudo da convergéncia da série trata das condigdes para a soma das harmonicas seja igual ao sinal.

|ex|? c.q.d.
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Nem sempre é possivel conseguir a a convergéncia uniforme, isto é, a igualdade ponto a ponto
ao longo de todo o periodo do sinal. Com isto é necessario considerar critérios de convergéncia e

condigoes de convergéncia.
Um dos critérios é a convergéncia observada em termos do erro quadratico médio. Neste caso

tratamos de sinais com energia finita no periodo.
O critério pode ser estabelecido através de um teorema.

Teorema

Seja z(t) um sinal periédico com perfodo T'. Se

to+T
/ |z(t)|2dt < oo,

to

entao

to+T" to+T' 00 )
/ |6(t)|2dt = / ‘I(t) — Z Cke—]2k7rt/T|2dt =0,

to to k=—00
isto é, a energia do erro é nula.
Embora o teorema assegure erro quadréatico médio nulo, isto nao significa que a soma seja
igual ao sinal em todos os instantes de tempo.
Vamos analisar dois exemplos.

Exemplo 4.6

Considere o caso bastante simples em que o sinal z(¢) é composto por duas sendides
nas freqiiéncias wy e 2wy. Claramente o sinal é periédico com perfodo T = 27/wg e a
energia em um periodo é finita (supondo que as amplitudes das sendides sejam finitas).

Neste caso é evidente que as duas sendides compoem a série de Fourier deste sinal e
que, portanto, ha a convergéncia uniforme.

Exemplo 4.7

Vamos agora considerar o trem de pulsos retangulares do Exemplo 4.5.

Este sinal também tem energia finita em um periodo. Porém, observe que o sinal nao
tem valor definido em cada descontinuidade, uma vez que seu limite & esquerda é diferente
do limite a direita. Por outro lado, demonstra-se que a série converge para o ponto médio
entre estes dois limites.

Como conseqiiéncia deste teorema, temos
to+T

to+T o fo o0 o0
/ FOEDS ckem"‘/Tth:/ w(®)Pdt—2T Y Jal+T S Jef? =0,

Jto k=—o00 Jto k=—00 k=—00
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ou seja, deduzimos o teorema de Parseval

to+T oo
/ lo(t)Pdt =T > el
to k=—00

Podemos entao afirmar que se existe a convergéncia no sentido que o erro quadratico médio é nulo,
entao o teorema de Parseval se aplica.

Podemos também afirmar que existem sistemas que respondem a energia do sinal e que, portanto,
respondem igualmente ao sinal e & série.

A situagao do exemplo 4.7 motiva a defini¢ao da condigao de Dirichelet para a convergéncia da

série.

Condigoes de Dirichelet

Seja um sinal z(t) tal que:
1-
to+T
/ |z(t)]dt < o0,
to

isto é, z(t) é absolutamente integrdvel no intervalo to < t < to + T}

2- Em qualquer intervalo de tempo, z(t) apresenta um ndmero finito de méximos e minimos, isto
é, apresenta variagao limitada;

3- Em qualquer intervalo finito, z(¢) tem um nimero finito de descontinuidades com amplitude
finita.

Teorema

Se x(t) satisfaz as condigoes de Dirichelet, entdo a série de Fourier ¢ igual a x(t) (convergéncia
uniforme) em todos os pontos onde x(t) é continua. Converge para o ponto médio entre os valores
limites de z(t), & esquerda e & direita, nos pontos de descontinuidade.

Enunciado Alternativo

Seja x(t) continuo e com primeira e segunda derivadas continuas em trechos finitos do intervalo
to <t < ty+T. Entdo a série de Fourier converge para z(t) em todos os trechos em que z(t) é
continuo; converge para z(t;)/2 + z(t; ) /2 em cada ponto ¢; onde hd descontinuidade.

Os sinais fisicos satisfazem as condigoes de Dirichelet. Um exemplo é o trem de pulsos retangulares.
Neste caso ocorre o fenomeno de Gibbs, conforme ilustra a Figura 4.7. Observe que as oscilagoes se
concentram nas descontinuidades a medida que N — oo. Logo, sua energia tende a zero, isto é, a
energia do erro tende a zero.
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1 |
0, |
N=21
_icf 0 T ¢ 2T
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g
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1 |
0, |
N =51
0 T t 2T

Figura 4.7: Fenémeno de Gibbs para o caso do trem de pulsos retangulares com 7 = 7'/2; N indica
o numero de harmoénicas somadas.

4.8 Exemplos de decomposicao em série

Nesta segao apresentaremos alguns exemplos de célculo da série de Fourier para sinais periddicos
compostos por impulsos.

Exemplo 4.8

Seja
o0
or(t)= > o(t—kT)
k=—o0c
Esta funcao periddica é conhecida como fungao pente, devido ao seu aspecto, conforme

mostra a Figura 4.8.
Vamos calcular os coeficientes de Fourier.

1 flotT _
ok = 7/ x(t) e Rotdt, wy = 2m/T.
T to
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j j j j entao
A A A A A A A _ 1 ke (t+11)
m(t—’_Tl)_Tk; e’ ,
ou seja,
1 1 &
— jkwoTy jkwot
= {E(t+T1)—ka g0t gt
:5 . s -
Da mesma forma
_1 - jhwoTy jhwot
.T(thl)ka:Z_we J elkwot
0 Usando estes resultados em y(t) temos
0 T 2T 3T t 1 & ,
y(t) _ 7 Z [e]’kung _ e—jkonl} edkwot
k=—0oc
Figura 4.8: Funcas te (1).
leura ungao pente (¢) Usando a defini¢do de sen(kwyT1) obtemos
Devemos usar ty = —71'/2 de modo a facilitar o célculo dos coeficientes, pois 2j & )
0 / P y(t) = % Z sen(kwoTy)em ot (4.20)
1 (T2 ‘ 1 (T2 ‘ [
o = 7/ x(t) e Ikt = 7/ 5(t) eIkt gt
T Jrp T Jrp de onde concluimos que os coeficientes da expansio de y(t) sdo
ou seja, 24
o 1 Cp = —]scn(konl).
k=g
Concluimos que estes coeficientes nao dependem de k.
Podemos entao escrever
(4.19)

srt) = S 8t KT) :% 3 ety = 2T,

k=—o00 k=—o0c

Exemplo 4.9

Seja
y(t) = Y 8(t+Ti—kT) = 6(t — Ty — kT).

k=—00
Podemos calcular com facilidade os coeficientes desta fungao se utilizarmos o resultado

do Exemplo 4.8. Nesta direcao, seja

() = f: 3(t — kT)

k=—00
Logo,
yt) =zt +Ty) —z(t —T1).
Mas se
. 1 - jkwot
x(t) = T Z elhwo

k=—00
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4.9 Exercicios

1.

Um sinal z(t) continuo no tempo é real e tem perfodo fundamental T' = 8. Seus coeficientes de
Fourier ndo-nulos séo a1 = a_1 =2, ag = a*5 =4j.

Expresse z(t) na forma x(t) = >_.2, Ar cos(wit + @)

Esboce os espectros de amplitude e de fase.

. Considere o sinal z(t) = 2 + cos(2nt/3) + 4sen(57t/3). Calcule a freqiiéncia fundamental wy e

os coeficientes da série exponencial de Fourier.

Esboce os espectros de amplitude e de fase.

. Calcule os coeficientes da série exponencial de Fourier para o sinal periédico

{15 0st<y
W= -5, 1<t<2

cuja freqiiéncia fundamental é wy = 7.

Esboce os espectros de amplitude e de fase.

. Seja z1(t) um sinal periédico com fregiiéncia fundamental w; e coeficientes de Fourier ay.

Dado que z5(t) = z1(1 — t) + z1(t — 1), qual é a freqiiéncia fundamental de x5 (t) relativa a w?
Encontre uma rela¢do entre os coeficientes de Fourier by de z2(t) e os coeficientes ay.

. Calcule os coeficientes da série de Fourier de z(t) = >0 d(t —to—nT), 0<ty<T.

n=-—00

. Determine a representacao em série de Fourier para cada um dos sinais a seguir. Obtenha a

série exponencial. Obtenha a série trigonométrica, tanto como soma das fungoes seno e cosseno
como na forma da soma de fungoes cosseno.

Esboce os espectros de amplitude e de fase.
a) Cada z(t) mostrado nas Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12.
b) z(t) periédico com perfodo 2 e x(t) = e™* para —1 <t < 1.

¢) z(t) periédico com perfodo 4 e

o J osen(mt), 0<t<2;
“(t)*{o, 2<t<4
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X()

Figura 4.9: Sinal periédico.

A
x(t)
-
12 6 o
2 A 0 3 4 s g
-1
Figura 4.10: Sinal periddico.
A
x(t)
2 -
1
3 2 o 1 2 3 4 -

Figura 4.11: Sinal periddico.

A
x(t)

Figura 4.12: Sinal periédico.
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Capitulo 5

Transformada de Fourier

5.1 Introducao

A série de Fourier se aplica a sinais peridédicos. Embora também possa ser aplicada a sinais nao-
periédicos, neste caso a transformada de Fourier é mais util. A transformada é definida como o limite
da série quando o periodo tende a infinito.

5.2 Desenvolvimento da transformada de Fourier de um si-
nal nao-periédico

Vamos revisar a série para o trem de pulsos retangulares

1, |t <7/2
x(t) = (5.1)
0, 7/2<|t| <T/2.

conforme mostrado na Figura 4.4.
No Capitulo 4 calculamos a série para este sinal e obtivemos

sen(kwoT/2)
h=——""—"k#0 =71/T. 5.2
Ck kaT/2 ’ 7/: ) Co T/ ( )
Vamos agora considerar o sinal
2sen(w/2)
X(y) = 22T,

o qual foi obtido da expressdo (5.2) multiplicando-a por T e fazendo kwy — w. Assim, os coeficientes
¢ podem ser tomados como amostras desta fungdo X (w) dividida por T'. Logo, a funcdo X (w), exceto
pelo fator T, representa uma envoltéria sobre as linhas que definem a amplitude das componentes
espectrais, conforme mostra a Figura 5.1. Nesta figura foram desenhados os coeficientes para trés
valores de 7" mantendo-se 7 fixo. Observe que a medida que T cresce, wy decresce e as amostras da
envoltéria tornam-se mais préximas entre si. Assim, quando 7' — oo ocorrem os seguintes fenémenos:

1. a periodicidade de x(t) desaparece e o trem de pulsos tende a um pulso apenas;
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2. o espagamento entre as amostras de X (w) tende a zero e o conjunto de amostras tende a
envoltéria.

Concluimos que podemos interpretar um sinal nao-periédico com o limite de um periédico. Neste
processo de limite, os coeficientes da série de Fourier multiplicados pelo periodo tendem a uma curva
continua, a envoltéria destes coeficientes, a qual serd definida como a transformada de Fourier.

-dw, 4wy

~N 7 Wo () wo N

8
¢ T y Swo T

S s 00w, NPT W

Figura 5.1: Coeficientes de Fourier e sua envoltdria para o trem de pulsos retangulares, com 7 fixo e:
a) T =27,b) T =4r,¢c) T = 8r.

Vamos agora considerar o sinal nao-periddico genérico z(t) da Figura 5.2 e sua extensdo periddica
com periodo T, Z(t), também mostrado mostrado na Figura 5.2.

Podemos escrever
)

B(t)= > a(t—kT).

k=—o00
Como Z(t) é periédico, podemos expandi-lo em série de Fourier

oo

z(t) = Z cpetFt g =27/ T,
k=—o00
onde
1 [T -
k== Z(t) e "ot dt.
T J 12




5.2. DESENVOLVIMENTO DA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UM SINAL NAO-PERIODICO75

x(t)

-T/2-7/2 o /2 T/2 T t

Figura 5.2: Um sinal z(¢) nfo-periédico e sua extensdo periédica Z(t) com periodo T'.
Mas Z(t) = z(t) no intervalo —T'/2 < t < T'/2. Logo, podemos calcular os coeficientes ¢ usando
1 12 _
k= 7/ x(t) e IR0t gt
TJ 12

Além disto, como z(t) é nulo fora do intervalo —T'/2 < t < T/2, podemos ainda escrever

1 [~ ;
= f[mx(f) e et gy,

Posto este resultado, vamos agora definir a seguinte fungao
0 .
X(w) é/ x(t)e ¥ dt. (5.3)
Portanto, podemos obter os coeficientes ¢ a partir de X (w) fazendo
_ XW)
ST

wekwo
Usando este resultado para escrever a série de Z(t) temos
—ony 4 - jkwot
x@_?g;ﬁmw

Vamos agora multiplicar e dividir esta expressao por wy:

oS}

1

i) = T k;wX(kwo)ejkw”two.
Como Twy = 2w, temos
1 & .
z(t) = P Z X (kwo)e?* ot (5.4)
k=—o00

O célculo representado por esta expressao pode ser interpretado através da Figura 5.3.
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X (w)e’* /2w X (kwg)e?hot /27

wo

0 ki wo w

Figura 5.3: Interpretagao do cdlculo da série de Z(¢).

Observamos que X (kwp) €0ty é a drea do retangulo mostrado na Figura 5.3. Assim, a funcio
Z(t) equivale & soma das dreas dos retangulos em kwy, k € Z.

Vamos analisar o comportamento deste calculo a medida que T — oo. Como conseqiiéncia,
wo — 0. Podemos entdo colocar as seguintes tendéncias:

1- Se wy — 0, entao podemos tomar k — oo de forma que kwy pode ser considerada uma varidvel
continua w;

2- O termo X (kwp) e¥0t wy na expressio (5.4) é a area do retangulo em kwy. A soma dessas dreas
quando wy — 0, tende a ser a area sob a curva X (w) e/“!.

Estas observagoes permitem escrever

T—oo

1 < . 1 [ .
lim o Z X (kwo)e?™ 0ty = g/ X (w)er! dw. (5.5)
k=—o00 e

Mas quando T' — oo, temos que Z(t) — x(t). Portanto, no limite quando 7' — oo teremos, usando
a expressao (5.4),

ﬂﬂ:%/ﬁX@M“m. (5.6)

Temos também,

X(w) = /jo z(t)e 3 dt. (5.7)

As expressoes (5.6) e (5.7) mostram que podemos calcular uma funcio X (w) associada a z(t) e
que de X (w) podemos calcular z(t). Entéo x(t) e X(w) sdo duas representagdes de um mesmo sinal,
uma no tempo e outra em freqiiéncia.

Definigao: Dado um sinal x(t), a fungao

é a transformada de Fourier de z(t).

Definigao: Dada a transformada de Fourier X (w), a fungéo

z(t) & %/_00 X (w)e?™! dw (5.9)




5.3. CONVERGENCIA DA TRANSFORMADA DE FOURIER T

¢ a transformada inversa de Fourier de X (w).

A expressao (5.9) resulta da expressao

o0
Z(t) = Z cpetheot

k=—o00

quando T' — oo ou wy — 0. Portanto, a expressdo (5.6) tem o cardter de expansdo de um sinal x(t)
em uma base de fungoes exponenciais complexas. Porém, enquanto que os sinais periddicos utilizam
apenas a série de fungdes exponenciais complexas harmonicas de wy, o sinal ndo-periédico z(t) exige
exponenciais complexas em todas freqiiéncias.

Ainda nesta interpretagio, X (w)dw/2m assume o cardter dos coeficientes c¢;. Porém, estes co-
eficientes sao agora infinitesimais, indicando a forma de participacdo das componentes espectrais.
Também, como a amplitude destas componentes depende de X (w)dw, a fungao X (w) tem o cardter
de densidade de amplitude espectral.

Resumindo, enquanto que Z(¢) possui harmonicas apenas em freqiiéncias discretas, z(t) possui
harménicas em todas as freqiiéncias. Enquanto que Z(t) possui harménicas com amplitudes finitas,
z(t) possui harmonicas com amplitudes infinitesimais.

Tomando agora o caso da transformada, a expressao (5.8) resulta da expressao

1 (72 ,
= — F(t) e Ihot gt
TJ 1

quando 7' — oo. Portanto, a expressao (5.8) tem o cardter do calculo dos coeficientes da série de
Fourier. Porém, como x(t) néo é periédico, os coeficientes se transformam em uma fungéo da varidvel
continua w.

5.3 Convergéncia da transformada de Fourier

1- Se z(t) é um sinal de energia, isto é,

entdo X (w) é finita e o erro
1 [ .
e(t) = x(t) — %/,NX(W)EJW dw

tem energia nula.
De forma alternativa, temos o critério de Dirichelet.
2- Suponha que z(t) é tal que

a) é absolutamente integrével,
b) apresenta numero finito de maximos e minimos em qualquer intervalo finito de tempo,
¢) apresenta nimero finito de descontinuidades em qualquer intervalo finito de tempo.

Entdo z(t) e a inversa de X (w) sao idénticos exceto nos pontos de descontinuidade, onde a inversa
tende ao valor médio dos limites laterais.
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Exemplos de calculo da transformada de Fourier

Exemplo 5.1

Seja z(t) = e~ u(t), a > 0.
Em primeiro lugar, observe que z(¢) é um sinal de energia.
Sua transformada de Fourier serda dada por

X(w):/ e~ u(t)e % dt,

oo

a qual fornece

= . 5.10
a+ jw ( )

Podemos ainda escrever

S{e "u(t)} = e 9 = arctan(w/a).

1
va? 4 w?

A Figura 5.4 mostra os espectros de amplitude e de fase associados & S{e™*u(t)}.

175 T
5}
=
=
g
<
0 1
0 a w
90 T
4
g0 1
—90 !
0 a w

Figura 5.4: Espectros de freqiiéncia para z(t) = e"*u(t), a > 0.

Exemplo 5.2

Seja x(t) = e~ a > 0.
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Este também é um sinal de energia.
A transformada é dada por

X(w):/ emltlemIt gt

a qual fornece

0 oo
S{e u(t)} = / eeTIw dt +/ e eIt qt (5.11)
—o0 0
ou
0 . ) .
S{e u(t)} :/ ettt dt+/ e It gt (5.12)
—o0 0
Portanto,
2a
—at _
S{e %u(t)} = el a>0. (5.13)

A Figura 5.5 mostra o espectro de amplitude associado a %{e’”'”}. Observe que temos
apenas o espectro de amplitudes pois a transformada é real e seu espectro de fase é nulo.

3 T T :
<5}
s
E
=
2,
g
<0
0 1 1 1
0 /4 w/2 3n/4 W ™
Figura 5.5: Espectro de freqiiéncia para z(t) = e~ a > 0.
Exemplo 5.3

Seja x(t) = §(t).
Demonstra-se que este nao é um sinal de energia. Apesar disto, podemos calcular sua
transformada.

X(w) = /00 S(t)e 1@t dt.
Mas f(t)d(t) = £(0)d(t). Logo,

S{o(t)} = [ S St dt = 1. (5.14)

O espectro de freqiiéncias é composto apenas pelo espectro de amplitudes e é constante
e igual a 1 para todas as freqiiéncias.
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Exemplo 5.4

Seja X (w) = 0(w).
Vamos calcular o sinal no tempo correspondente a esta transformada, usando a ex-
pressao da transformada inversa.

x(t) = %/ S(w)e dw.

Pela propriedade do produto de fungao por impulso, temos

() = %/m 5(w) dw.

Logo,

17r. (5.15)

bW} = 5

Concluimos que um sinal constante no tempo apresenta um espectro de freqiiéncias
com apenas uma componente na freqiiéncia zero. Além disto, esta componente é do tipo
impulsivo, o que significa que a sua &area é diferente de zero.

Usando estes resultados, podemos calcular a transformada inversa de X (w) = 6(w—wp)

1 [ . 1 [ .
z(t) = %/ dw — wp)e? dw = %/ §(w — wp) e’ dw.

Logo,
1 .
I HS(w —wp)} = ;e”’“t. (5.16)

Exemplo 5.5

Vimos no Exemplo 5.3 que {6(¢)} = 1. Logo, a transformada inversa de X (w) =1 ¢
o impulso no tempo. Este resultado leva a

Mt dw = 8(t),

2 )

a qual fornece um resultado surpreendente:

/ h et dw = 2md(t). (5.17)

e}

Exemplo 5.6

Vimos no Exemplo 5.4 que ${e/'} = 2m§(w — wp). Este resultado permite calcular
as transformadas das funcbes cos(wpt) e sen(wpt).
Vamos iniciar com a transformada do cosseno.

X(w):/ cos(wot)e’j'“"dt:/ {0, 5e7%0t 4 0, eIt e=Iwt gt

—o0
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Mas como a transformada é uma operacao linear, podemos escrever

X(w) = 0,5/ glwntg=iwt dt+0,5/ e dwotomIWt gt

oo e}

Usando o resultado do Exemplo 5.4 temos

S{cos(wot)} = T (w — wp) + 76 (w + wp).- (5.18)

A Figura 5.6 ilustra este espectro mostrando que o contetido em freqiiéncia da funcao
cosseno se resume a apenas duas componentes em wy e —wp. Este resultado é coerente
com o fato de que a transformada de Fourier expressa um sinal como uma combinagao
continua de cossendides e com o fato de que o espectro mostra as componentes que estao
presentes na expansao.

—Wo 0 wo w

Figura 5.6: Espectro de freqiiéncia para x(t) = cos(wot).
De maneira semelhante é possivel demonstrar que

S{sen(wot)} = —jmd(w — wo) + j70(w + wo). (5.19)

Como a diferenca entre as funcgoes cosseno e seno se resume a uma diferencga de fase
de /2, este fato aparece na transformada, pela presenga do fator “j” na transformada do
seno.

A Figura 5.7 ilustra este espectro, o qual, além das componentes do espectro do cosseno,
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apresenta também um espectro de fase para levar em conta os fatores “j” e “-j”.

Exemplo 5.7
Vamos calcular a transformada de Fourier de um pulso retangular, definido como

Lot <7/
z(t) = (5.20)
0, c.c.

A transformada é calculada como

) ) /2 )
X(w):/ av(t)e’”"dt:/ e Iwt dt.

) —7/2
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: : :
]
st
=
i=
= T
3, T
g
<
0 ‘
—Wwo 0 wo w
T T T
/2 1
%
< 0
=
—n/2
1 1 1
—Wwo 0 Wo w

Figura 5.7: Espectro de freqiiéncia para z(t) = sen(wot).

Logo,
—jwt/2 _ jwT/2
Xw=2"""¢9"
—jw
Multiplicando por 2 o numerador e o denominador obtemos
X(w) = 250n(wr/2)'

w
Multiplicando por 7 o numerador ¢ o denominador obtemos
sen(wT/2)
Xw)y=7 ——=.

(@) =r wT/2

A funcao
sen(wt/2)
wt/2
aparece com muita freqiiéncia na teoria de sinais e sistemas. Por isto ela ganhou nomes
especiais:

Definicao - Fungao sinc(z) (sinc de x)

) » sen(mzx)
S T) = . 5.21
sine(x) — (5.21)
Definicao - Fungao Sa(z) (sampling de x)
Sa(z) & 3@ (5.22)
x
Observe que a diferenga entre as duas é apenas um fator de escala. Assim
sinc(z) = Sa(wz), Sa(z) = sinc(z /7). (5.23)
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Usaremos a fungao sampling neste texto. Vamos calcular a transformada inversa de um espectro com o formato de um pulso
A Figura 5.8 mostra a fungdo Sa(z). Observe que ela simétrica em torno de z = 0, retangular, definido como
cruza o zero em pontos periédicos km, onde a funcdo sen(z) do numerador se anula e suas 1, |w| < W/2
amplitudes decaem assintoticamente segundo 1/x. Existe uma indetermina¢ao no ponto X(w) = (5.25)
x =0, a qual, se resolvida aplicando L’Hopital, fornece Sa(0) = 1. 0, cc.
Usando a expressdo da transformada inversa em (5.6) obtemos
1t . 1 [ , IRLEN
x(t) = —/ X(w)e dw = — et dw.
° 21 J_ o 27 ) w2
g
=
= Logo,
=5
= o(t) = W sen(Wt/2)
<< 2T Wt/2
ou
w
z(t) = —Sa(Wt/2). (5.26)
0 t 2w
-T ) 71'\/277‘ x
Vamos estudar agora as relacoes entre as variagoes de um sinal no tempo com as respectivas
. . B variagoes em freqiiéncia.
Figura 5.8: Fungao Sa(x). Para isto considere a Figura 5.10, a qual apresenta um sinal do tipo Sa(t) no tempo e seu espectro.
~ Observe que na primeira figura temos um valor maior para W que na segunda figura, implicando em
Usando esta fungao, podemos escrever a transformada do pulso retangular como um espectro com maior largura. J4 no dominio do tempo, temos um comportamento inverso: o
X g 9 5.4 pulso Sa(t) correspondente ao espectro mais largo oscila mais rapidamente pois o perfodo de oscilagao
(w) =7 Sa(wr/2). (5.24) depende de 1/WW. Assim, seu lébulo central é mais estreito e o espectro estd mais concentrado ao

redor da origem.

Estas observagoes mostram que quanto mais rapidas as variagoes no tempo, mais largo é o espectro.
Isto se explica lembrando que estamos decompondo um sinal temporal em uma combinacao de sinais
senoidais. Assim, quanto mais rapida a variacdo no tempo, tanto maior é a freqiiéncia maxima
Tr 7 das componentes senoidais necessarias. Como o espectro mostra as freqiiéncias que participam da
representacao do sinal, o espectro se alarga a medida que o sinal varia mais rapidamente no tempo.

Outra ilustragao deste fendmeno é o impulso e seu espectro, o qual se estende por todas freqiiéncias.
Por outro lado, o sinal constante no tempo tem como espectro um impulso, indicando que o contetido
espectral se localiza em w = 0.

Por fim, outra observagao que podemos inferir das figuras é que um espectro de largura finita,
como aquele com formato retangular, estd associado a uma fungao no tempo com duragao ilimitada.
Esta é uma propriedade geral que vale para todos os espectros com faixa de freqiiéncias limitada.
0 Veremos mais adiante que o inverso deste fendmeno também ocorre, ou seja, todos os sinais com

\/ \/ duragao finita no tempo tém espectros com largura ilimitada.

A Figura 5.9 mostra o espectro do pulso retangular.

Amplitude

5.5 Propriedades da transformada
Figura 5.9: Espectro do pulso retangular.

As propriedades da transformada sao fundamentais. Em primeiro lugar, elas estabelecem conceitos
que geram intimeras aplicagoes praticas. Em segundo lugar, elas permitem, na maioria dos casos, que
a transformada ou a transformada inversa sejam obtidas sem a necessidade de calculos.

Por estas razoes elas compoem o tépico mais importante da teoria da transformada e serdo usadas
Exemplo 5.8 intensivamente.
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Figura 5.10: Sinal Sa(t) e seu espectro para dois valores do parametro W.

Vamos usar a seguinte notagao para indicar um par formado por um sinal z(¢) e sua transformada
X(w):
z(t) — X(w).

Propriedade 1 - Linearidade

Sejam
71 (t) «— Xi(w), z5(t) «— Xo(w)

e a e b duas constantes. Entao
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axy(t) + bxo(t) +— aX;(w) + bXs(w), (5.27)

ou seja, a combinagao linear de sinais produz a combinagao linear das transformadas.
A demonstragao desta propriedade usa a definigao da transformada.

Propriedade 2 - Deslocamento no tempo

Se
2(t) — X (),
entao v
2(t — 1) +— e 7" X (w). (5.28)
Observe que
e X (w)| = | X (w)], ZeTW0 X (w) = —wty + £X (w).

Concluimos que o deslocamento de um sinal no eixo dos tempos implica em mudar apenas seu es-
pectro de fase. Além disto, a alteracao da fase se d4 pela adigdo de uma componente proporcional &
freqiiéncia, ou seja, um deslocamento no tempo equivale a uma componente linear de fase.
Por fim, observe que quando produzimos um atraso no tempo, ou seja, quando ¢y é positivo, a
inclinagdo da resposta linear de fase é negativa. Podemos entao dizer que um atraso no tempo
equivale a uma componente linear de fase com inclinagao negativa.
Para demonstrar esta propriedade, seja y(t) = z(t — ty). Entéo,

"0 . "0 .
Y(w)= / y(t)e ' dt = / x(t —to)e 7 dt.
Fazendo t — ty = 7, temos

o0 o0
Y(w) = / x(r)e ) gt — e’j“’t”/ 2(1)e T dt = e 7" X (w), cqd.

oo —0o0

Exemplo 5.9

Sabemos que
o(t) «— 1.
Logo,
St — tg) «— eV,
ou seja, a transformada de um impulso ¢ uma exponencial complexa periddica em freqiién-
cia.

Exemplo 5.10

Vamos usar a Propriedade 2 para calcular de forma simples a transformada da sinal
z(t) da Figura 5.11.
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20

10+

Amplitude

—20F

Figura 5.11: Sinal composto por pulsos retangulares.

Veja que o sinal pode ser escrito como uma composi¢ao de pulsos retangulares deslo-
cados, da seguinte forma:

x(t) =207, (t —71) — 307, (t — 72) + 107, (t — 73)
onde r,(t) sdo pulsos retangulares com amplitude unitéria e largura L; e

__Th Tl Tt
1_27 2= 2 ’ 3= 2 )

Liy=T, Lo=T-T, Ly=T3-"T.
Sabemos que a transformada de um pulso retangular com largura 7 é dada pela ex-

pressao (5.24), ou seja,

S{r:(t)} = 7 Sa(wr/2).

Logo, usando a propriedade do deslocamento no tempo, temos

S{2(t)} = Ly Sa(wLy/2) e ™ — Ly Sa(wLy/2) 7™ 4 Ls Sa(wLs/2) e 4™,

Propriedade 3 - Simetrias

Temos varias propriedades ligadas a simetrias no tempo e em freqiiéncia. Em todos os casos a
seguir vamos assumir que z(t) «— X (w).

1) 2*(t) «— X*(—w) pois
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2) Se z(t) é real entdo X*(w) = X(—w).

Isto porque se z(t) é real, entdo z*(t) = x(t) e, do item 1), temos X*(—w) = X (w).
Como conseqiiéncias bastante importantes temos:

Para z(t) real, | X (w)| é uma fungao par, enquanto que ZX (w) é uma funcao fmpar.

Exemplo 5.11

Seja x(t) = e~ u(t), a > 0.
Sabemos que

1
X(w) = .
(@) a+ jw
Logo,
1
X* — = =
() = o = X()
O espectro de amplitude é
1
[X(w)| =

Va2 +w?’

o qual é uma fungao par. Por outro lado, o espectro de fase é
w
£X(w) = — arctan <7> ,
a

o qual é uma funcao fmpar.

/700 z(—t)e ¥ dt = /jo o(1)e™ dr = /:: #(1)e DT dr = X (—w).

Exemplo 5.12
Seja z(t) = e~ u(t), a > 0. Entdo z(—t) = e®u(—t) e
1

0
S{z(—1)} = / ela=iot gy — p— = X(—w).
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@
[ 23

4) Se z(t) = x(—t) entdo X (w) = X(—w) pois

Esta decorre da Propriedade 3.3.
Se z(t) é real, entao esta propriedade se refere a sinais com simetria par.

Exemplo 5.13

Seja x(t) = et @ > 0.
Sabemos que

5) Se z(t) é real e par entdo X (w) é real e par.

Isto porque se z(t) é real, entdo, da Propriedade 3.2, X(w) = X*(—w). Mas se z(t) é par,
entdo, da Propriedade 3.4, X(w) = X(—w). Logo, para z(t) real e par, X(—w) = X*(—w), ou seja,
X(w) = X*(w).

O Exemplo 5.13 mostra esta propriedade.

6) Se z(t) = —x(—t) entdo X (w) = —X(—w) pois

X(@) = [ ae i =~ [ ane i = - [ ane dr = -x(-)

e} —o0 —o0

Se z(t) é real, entdo esta propriedade se refere a sinais fmpares.

Exemplo 5.14

Seja z(t) = sen(wot).
Sabemos que
X(w) = jm[06(w+ wo) — 0(w — wo)] -

Entao, pela Propriedade 3.3, temos

S{z(—t)} = X(—w) = j7[0(—w + wp) — 0(—w — wp)] = j7 [0(w — wp) — d(w + wp)] = —X (w).
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7) Se z(t) é real e impar entdo X (w) ¢ imagindrio e X (w) = —X*(w).

Isto porque se x(t) é real, entdo X (w) = X*(—w). Mas se z(t) é fmpar entdo X(w) = —X(—w).
Logo, para z(t) real e impar, X (—w) = —X*(—w), ou seja, X (w) = —X*(w). Também, isto implica
em que X (w) é imagindrio.

O Exemplo 5.14 ilustra esta propriedade.

Propriedade 4 - Diferenciacao e integragao

dx(t)
dt

1) Se z(t) «— X (w), entdo

— jwX(w).

Para demonstrar esta propriedade, vamos considerar a expressao da transformada inversa de X (w):

1 [ .
z(t) = %/ X(w)e™" dw.

Entao J .
2 (t 0 )
tl(t ) = ﬁ/ﬂm JwX (W)’ dw.
dz(t) . .
Logo, e jwX (w) formam um par transformado, cqd.

dt

2) Se z(t) «— X (w), entdo

/j z(7)dr — % +7X(0)d(w)

oS}

A demonstragao desta propriedade serd abordada mais a frente.

Exemplo 5.15
Sabemos que
¢
/ o(7)dr = u(t).

Dado que S{d(¢)} = 1, temos que

1

S{u(t)} = — + md(w). (5.29)

Jjw

Por outro lado,

du(t)
dt

a(t) = — jw[j%} + mo(w)] = 1.
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Exemplo 5.16

Vamos aplicar esta propriedade para agilizar o calculo da transformada. Vamos aplicar
para o caso do pulso retangular mostrado na expressao (5.20) e repetido aqui.

Lo Jtf<7/2;
0, c.c.

Podemos escrever
z(t) =u(t+7/2) —u(t —7/2.
Logo,
dz(t)
dt
conforme mostra a Figura 5.12.

=0(t+71/2)—0(t—1/2),

1 L 4
x(t)
0 —7/2 (3 T/2 t
1
de(t) T } 7/2
dt —7/2 0 i t
~1

Figura 5.12: Pulso retangular e sua derivada.

A transformada de dzgt) é facilmente calculada:
dx(t N S
%{( ‘Zi )} = IWT/2 _ ¢TI/ = 9 sen(wT/2).

Finalmente, usando a propriedade da integracao, temos

X(w) = {]% + 7r5(w)} 2j sen(wt/2) = ]iw 2j sen(wT/2) = 7 Sa(wt/2).

Exemplo 5.17

Seja a func¢do z(t) mostrada na Figura 5.13. A sua derivada estd na mesma figura e
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Figura 5.13: Pulso triangular e sua derivada.

ird facilitar sobremaneira o cdlculo da transformada de z(t).

A transformada de dzgt) é dada por:
%{d’;—(;)} = e — e 4 28a(w) = —2 cos(w) + 2Sa(w).

Usando a propriedade da integracao, temos

X(w) = []% + 71'(5(0.)):| [2Sa(w) — 2 cos(w)] = ]% [Sa(w) — cos(w)] .

Exemplo 5.18

Podemos usar a propriedade da integral no tempo para calcular a integral definida de
fungdes temporais. Como exemplo, vamos calcular a integral da fungao Sa(t), ou seja,

[ Z Sa(t) dt.

Lembrando que a expressao da transformada de Fourier é dada por

X(w) = /jo z(t)e ™ dt,

oo

conclufmos que a integral desejada ¢ igual & transformada de Fourier da fungao Sa(t)
calculada na freqiiéncia w = 0, isto é,

= P — °° —jwt
/_oo Sa(t)dt = /_Oo Sa(t)e 7t dt w0
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Assim, lembrado que de (5.26) temos

1, |w| <W/2;
x(t) = %Sa(Wt/Q) — X(w) =

0, c.c.

obtemos finalmente

/:: Sa(t) dt = .

Propriedade 5 - Dualidade

Se z(t) «— X (w), entdo X (t) «— 2mz(—w).

Para demonstrar esta propriedade vamos tomar a transformada inversa de z(t):

1 [~ .
z(t) = %/ X(w)e™" dw.

Vamos trocar a varidvel ¢ por w e vice-versa:

1> ,
=— [ X(@t)edt.
o) =5 [ X(oe
Fazendo w = —w temos .
2na(—w) = / X (t)e 3t qt

ou seja, a transformada da fungio X (¢) é a fungdo 2rz(—w). cqd.
Esta propriedade é muito 1til para aumentarmos o elenco de pares transformados conhecidos.
Seguem alguns exemplos.

Exemplo 5.19

2(t) =6(t) «— X(w)=1. Entdo X(t) =1« 2mz(—w) = 2m0(w).

1, |t <7/2
x(t — X(w) = 7Sa(wr/2).
0, c.c.
Entao
1, |w| < W/2;
X(t) = WSa(Wt/2) «— 2nz(—w) = 27
0, c.c.
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Exemplo 5.21

2a
H=ea>0 b X(w)= .
#(t) =¥, @) = ooy
Entao 5
X(t)= rf:t?,a >0 — 27ma(—w) = 2me~l,

Propriedade 6 - Deslocamento em freqiiéncia
Se z(t) «— X(w), entdo e'z(t) «—— X(w — wp).

Para demonstrar esta propriedade basta tomar a definicdo da transformada aplicada a e/°!x(t).

Propriedade 7 - Derivada em freqiiéncia

dX (w)

Se z(t) «— X(w), entdo —jtz(t) «—— T

Para demonstrar esta propriedade basta calcular a derivada da expressdo da transformada de x(t).

Propriedade 8 - Teorema de Parceval

[ e = o [ xpa.

oo —00

Para demonstrar o teorema devemos calcular:

/: z()a*(t)dt = [:x*(t){%[ZX(w)67“tdw} dt

- %/_(:X(w){/_z:r*(t)ejwdt}dw
1=

= — |X (w)?dw cqd.
21 J_

O teorema mostra que a energia total de um sinal, calculada no tempo, é igual a integral do
médulo do espectro ao quadrado dividido pela constante 27. Assim, podemos associar energia a area
do médulo do espectro ao quadrado. Esta associagao estd gravada na seguinte defini¢ao:

Definigao - Densidade espectral de energia
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Densidade espectral de energia = | X (w)[?/27. (5.30)

Exemplo 5.22

Tomando um pulso retangular no tempo, com amplitude a e largura 7, sabemos que
este tem uma energia normalizada igual a a?>7. Entdo, como a transformada do pulso é a
fungao ar Sa(wT/2), pelo teorema podemos afirmar que

1 o0
— 2)|dw = a?
o [m|aTSa(wT/ )[?dw = a’r,

ou seja, podemos calcular a integral

/j" [Sa(wT/2)[*dw = 2 /7.

Podemos também analisar como que a energia do pulso retangular estd distribuida no
eixo de freqiiéncias. Isto porque a densidade da energia em freqiiéncia é dada por

1
Densidade de energia = 2—|a’r Sa(wr/2)[%.
T
Assim, observando a Figura 5.9, constatamos que a maior parte da energia (cerca de

90%) se concentra na regido do 16bulo central da fungdo Sa, ou seja, na regido 0 < w <
27 /7. Podemos observar também que a energia se espalha por todo o eixo de freqiiéncias.

Propriedade 9 - Convolugao no tempo

Se y(t) = x(t) * h(t) entdo Y (w) = H(w)X(w), ou seja, a operagao de convolugao no tempo dé
lugar a operacao de produto no dominio da freqiiéncia.

Vamos demonstrar esta propriedade no contexto de uma das suas principais aplicagoes.
Considere o sistema LIT mostrado na Figura 5.14. Conforme estudado no Capitulo 2, a relacao

x(t) Sistema LIT y(t)
e

h()

Figura 5.14: Entrada e saida de um sistema linear invariante no tempo.
entre a entrada x(t) e a saida y(t) ¢ dada pela convolugéo entre a resposta ao impulso h(t) e a entrada
z(t), ou seja,

y(t) = z(t) x h(t) = /_NIL‘(T)]L(t —7)dr.

e}
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Vamos transformar esta relagao entre entrada e saida para o dominio da freqiiéncia, tomando a
transformada da expressao da convolugao:

/: {/:"f(T)h(t —7) dq—} et gy
/—:I(T) {[:h(t —7) G*j“’tdt} 0

/ h(t — 1) e dt = H(w)e 7T

%
~
<
~

~
=
=

Il

Sabemos que

Entao -
Sy(t)} = H(w)[ 2(T)e T dr = H(w)X (w).
Podemos entdo afirmar que
Y(w) = Hw)X (w), (5.31)

ou seja, que o espectro do sinal de saida do sistema LID ¢ igual ao espectro da entrada multiplicado
pela transformada de Fourier da resposta ao impulso do sistema.

Este resultado também demonstra a propriedade da convolugao no tempo.

Esta é uma das propriedades mais importantes da transformada de Fourier. Ela coloca em evi-
déncia dois fatos:

1. A operagao de convolugao que relaciona a entrada e a resposta ao impulso para produzir a saida
no tempo, dé lugar a uma operagao de produto no dominio da freqiiéncia. Esta é esséncia da
propriedade em estudo.

2. A transformada de Fourier da resposta ao impulso ganha especial importancia por ser elemento
chave na determinagao da saida.

O primeiro fato resolve uma grande dificuldade da aplicagao da relagdo de convolucao para a
obtencao da saida de um sistema LID. Esta dificuldade reside na complexidade do calculo da convo-
lucdo. Ao operarmos no dominio transformado, transformamos a operagao de convolucao em produto,
o qual é muito mais facil para o ser humano. Assim, praticamente todas as anélises da operacao de
um sistema LID se dao no dominio da freqiiéncia.

Um exemplo simples que ilustra o uso do dominio da freqiiéncia para discorrer sobre a agao de
um sistema, é o caso dos aparelhos de condicionamento dos sinais de dudio, como os amplificadores
e os equalizadores domésticos. Quando desejamos realgar os sons de tambores e baixos, sabemos
que devemos aumentar o ganho para os sons graves. Isto significa que devemos enfatizar os sons de
baixas freqiiéncias relativas. Assim, devemos alterar a configuragao do sistema de forma que o ganho
nas freqiiéncias correspondentes seja maior que o ganho nas demais freqiiéncias. A nocao de baixas
freqiiéncias e de alteracao de ganho em faixa de freqiiéncias s6 é possivel no dominio transformado e
é motivado pela relagao (5.31).

E instrutivo tentar expressar esta mesma agao através da resposta ao impulso e a operacao de
convolugao.

O segundo fato coloca uma importancia muito grande na fungdo H(w). De fato, a transformada
da resposta ao impulso desempenha um papel fundamental na engenharia. Este fato motivou uma
denominagao especial para esta fungao:

H(w) = Funcao de transferéncia,
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onde o termo “transferéncia®, provavelmente, se deve & nocdo que H(w) “transfere” a entrada para a
saida.

Observe que, da mesma forma que a resposta ao impulso, a fungao de transferéncia caracteriza
completamente um sistema LID em termos de entrada e saida.

Uma conseqiiéncia desta propriedade é a funcao de transferéncia de sistemas LID em cascata.

Suponha dois sistemas em cascata, com respostas ao impulso hq(t) e ho(t), respectivamente. Sabe-
mos que a resposta do conjunto é dada pela convolucao entre as duas respostas ao impulso, conforme
mostra a Figura 5.15.

—» hy (1) ] hy(0) = OO

—Pp H(o) > Hy(o) —» = —P» Hy(0)Hy(®) | —»

Figura 5.15: Equivaléncia de sistemas LID em cascata.

O mesmo resultado no dominio da freqiiéncia mostra que o sistema equivalente tera um fungao de
transferéncia igual ao produto das fungdes em cascata.
Vamos agora analisar a funcao de transferéncia de vérios sistemas LID.

Exemplo 5.23
Sistema atrasador

h(t) =6(t —to) — y(t) =z(t —to).

Portanto, ‘
H(w) = e 7",

ou seja,
|H(w)| =1, ZH(w)= —wt.

Exemplo 5.24

Sistema diferenciador

Sabemos, pela propriedade (4), que

Y(w) = jwX(w).
Portanto,
H(w) = jw.
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Exemplo 5.25

Sistema integrador

Supondo que

temos

Exemplo 5.26
Definigao de filtro passa-baixas ideal com freqiiéncia de corte w,

A defini¢ao é expressa especificando a fungao de transferéncia correspondente, con-
forme mostra a Figura 5.16.

H(w)

Figura 5.16: Filtro passa-baixas ideal com freqiiéncia de corte w,.

Exemplo 5.27

Usando a propriedade da convolugao, podemos calcular a transformada de um sinal
triangular com facilidade. Para tanto, basta verificar que a convolugao de dois retangulos
idénticos, com amplitude unitéria, duragao 7 e centrados em ¢ = 0 é igual a um triangulo
centrado em ¢t = 0, com amplitude 7 e base igual a 27. Logo, a transformada deste
triangulo serd igual ao quadrado da transformada de cada retangulo. Normalizando a
amplitude do tridngulo para a unidade, concluimos que o sinal
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t+71)/T, —T<t<O0;

z(t)=< (r—=t)/7, 0<t<T; (5.32)
0, c.c.
tem como transformada
X (w) = 78a%(wr/2) (5.33)

Propriedade 10 - Multiplicagdo no tempo ou modulacao
1

Se p(t) = x(t)y(t) entdo P(w) = Q—X(w) %Y (w), ou seja, a operagdo de produto no tempo dé
s

lugar a operagao de convolugao no dominio da freqiiéncia.
Portanto, esta é a propriedade dual da propriedade (9).

Para demonstra-la vamos calcular a transformada de p(t).

P(w)

/jc 2(t)y(t)e It dt

= /_i {%/_ZX(a)ejatda} y(t)e tdt
- %/::X(a) {[Zy(t)ejate’j“tdt}da

S X(@)Y(w— a)da
2 ) o

= %X(w} * Y (w) cqd.

Exemplo 5.28

Seja y(t) = cos(wpt) e z(t) um sinal genérico. O sinal p(t) = z(t)y(t) = x(t) cos(wot)
é muito importante em telecomunicacoes e é o resultado da modulagao da portadora
y(t) = cos(wpt) pelo sinal x(t).

Vamos analisar o espectro de p(t). Usando a Propriedade 10 temos

Plw) = %X(w) LY (w).
Mas sabemos que
Y(w) = 7w+ wp) + 70 (w — wp)-

O espectro P(w) serd o resultado da convolugéo de X (w) com cada impulso que compdoe
Y (w). Como a convolugdo com impulso resulta na mesma fungao, porém deslocada do
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tanto que o impulso estd deslocado, concluimos que P(w) serd composto por espectros
X (w) deslocados e com amplitudes modificadas, ou seja,

P(w) =0,5X(w +wo) + 0,5 X(w — w).

A Figura 5.17 mostra um espectro genérico para x(t) e o espectro P(w) resultante.

X(o)
1
—Op 0 Oy (0]
P(w)
1/2 1
t }
“0)-0p -0 0T, 0 ®g®y 0  OgtO, ©

Figura 5.17: Exemplo de deslocamento espectral provocado pela modulagao de uma portadora senoi-
dal.

O deslocamento simétrico de X (w) é uma das operagbes mais importantes em tele-
comunicagoes e é sempre realizada através de modulacao. A operacao de convolugao é
representada pelo esquema da Figura 5.18. O sinal z(t) é denominado de sinal de infor-
macao ou modulador, cos(wyt) é a portadora e y(t) é o sinal modulado.

x(t) y(t)

cos(mgt)

Figura 5.18: Esquema para a operacao de modulacao senoidal.

Como exemplo da propriedade da modulacao, podemos calcular o espectro de um pulso
de RF, definido como:
cos(wot), |t| < 7/2;
z(t) = (5.34)
0, [t|>71/2.
Lembrando que a transformada de um pulso retangular é dada pela expressao (5.24), entdo
o espectro do pulso de RF é dado por:
T

X(w) = gSalw+wo)T/2) + gSa [(w — wo)T/2] (5.35)
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Vamos agora apresentar uma série de pares transformados, titeis para o desenvolvimento da teoria
da transformada de Fourier e ilustracao das propriedades.

Exemplo 5.29
Podemos escrever o sinal z(t) = 1 da seguinte forma:

z(t) =1 =u(t) +u(-1).

Sabemos que
1
= — o(w).
U(w) 7o + mo(w)
Usando este resultado obtemos
X(w) = 276(w),

o qual coincide com aquele ja obtido anteriormente.

Exemplo 5.30

Vamos definir a funcéo sinal(¢) (é usual encontrar a notagdo sgn(t)), a qual desempenha
papel importante na teoria de telelcomunicagoes.

Definigao:
-1, t<0;
sinal(t) £ (5.36)
1, t>0.

A Figura 5.19 ilustra esta fungao.
Vamos calcular a transformada desta funcio sinal(¢). Para isto vamos escrever
sinal(t) = lim [e™“u(t) — e*u(—t)] .
a—0

Sabemos que

1
xf ,—at _
d t)y = .
et} =
e que
1
Cx /at —t — .
Hetu(-1)) = ——
Usando estes resultados, podemos escrever
1 1

S{sinal(t)} = (1113(1) R —

Portanto,

S{sinal(t)} = o (5.37)
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sinal(t)

Figura 5.19: Funcao sinal(t).

Exemplo 5.31

Vamos usar a fungao sinal(t) para representar a fungio u(t).
Podemos escrever

u(t) = [1+ sinal(t)] /2.

Lembrando que {1} = 27 (w), este resultado conduz a

1

Jw

S{u(t)} = 7d(w) +

)

conforme ja havia sido determinado anteriormente.

Exemplo 5.32

Podemos agora demonstrar a propriedade da integragao no tempo.
Para isto precisamos do seguinte resultado

x(t) *u(t) = /t x(7) dr.

Logo, a integral de um sinal no tempo pode ser expressa através da convolugao com a
fungao u(t).

Usando este resultado podemos calcular a transformada de um sinal y(t) definido como

de onde resulta
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Propriedade 11 - Escalonamento no tempo.
< 1 .
Se z(t) — X(w), entdo xz(at) — ‘—‘X(w/a)7 onde a é uma constante.
a

Para demonstrar esta propriedade basta tomar a defini¢io da transformada aplicada a z(at).

00

S{z(at)} = / x(at) e <t dt.

J —oo

Fazendo at = «, temos
S{z(at)} :/ z(a) e 7 do/|al,

onde o médulo de a é necessario pois para valores negativos de a ocorre inversao da ordem de inte-
gragao, a qual é compensada pela troca do sinal da constante.

5.6 Transformada de sinais periddicos

Vamos desenvolver uma nova formulagao para a série de Fourier. Esta formulacao permitira tratar a
série como um caso particular da transformada. Como conseqiiéncia, teremos uma formulagao unica
para os sinais periddicos e nao-periédicos.

Seja z(t) = x(t +T), Vtewy=2r/T. Entdo, a representacio de z(t) em série serd

o0
z(t) = Z ¢y, IRt

k=—o00

Lot jhwot

cr = 7/ x(t) e ™0 dt.
T /i

Como pretendemos calcular a transformada de z(t), podemos escrever

S{x(t)} = s{ > ckef’cwo‘} = X(w).

k=—o00
Lembrando que a transformada ¢ linear e que
S {e™"} = 2md(w — wp),

temos
o0
X(w) =2 Y cxdw — kwo). (5.38)
k=—o00

Conseguimos assim obter uma representagao espectral de um sinal periédico. Esta representacao
deve conter as mesmas informagoes que o espectro da série de Fourier do sinal. Vamos entdo comparar
as representagoes.

1- O espectro da série é formado por amplitudes e fases das exponenciais complexas nas respectivas
freqiiéncias harmonicas, conforme ilustrado na Figura 5.20 para um trem de pulsos retangulares.
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0,50F J
[
kst
=
= 025+ |
o
g
<
Ll L
—bwy  —3wy -wo () Wo 3wo bwo
Freqiiéncia (rad/s)
180 - b
o ; . 3w, .
<
= —3wo -wop () wo
-180 q

Freqiiéncia (rad/s)

Figura 5.20: Espectros de freqiiéncia para o trem de pulsos retangulares com largura igual a metade

do periodo.

Por outro lado, X (w) também apresenta componentes nas freqiiéncias harmonicas. Porém, estas
componentes sdo agora representadas por impulsos. A transformada precisa de impulsos para repre-
sentar uma amplitude finita em uma determinada freqiiéncia, pois X (w) tem o carater de densidade
de amplitudes em freqiiéncia.

2- Os coeficientes do espectro da série sdo ¢, enquanto que em X (w) sdo 2mcy

Exceto pelas diferencas de representacao apontadas, as duas formas espectrais de um sinal perié-
dico fornecem a mesma informagao sobre o sinal.

Além destas semelhangas, os coeficientes ¢, também podem ser calculados através da transformada
de Fourier de um periodo do sinal periddico. Para demonstrar, considere

Lot jkwot
G = — x(t) e "0t dt
),

1 to+T )
T {/ o(t) e 3t dt}
to

O termo entre as chaves na expressao anterior é uma transformada de Fourier. A integral estd
abrangendo apenas um perfodo de z(¢). Assim, podemos interpretar o termo entre chaves como a

w = kwy.
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transformada de um sinal que é igual a um periodo de z(t) desde ¢y até to + T e que é nulo fora deste
intervalo.
Esta interpretacao permite escrever, finalmente,

= %S‘s {um periodo de z(¢)} (5.39)

)
w = kw[)

ou seja, os coeficientes ¢; podem ser obtidos calculando-se a transformada de um perfodo de z(t),
entre ty e to + 1, dividindo por T' e particularizando a transformada para as freqiiéncias w = kwy.
Resumindo estes resultados, seja

x(t)=a(t+T), Vt; 2r(t)=zt),to<t<to+Te S{rr(t)}=Xr(w).

Entao,
1 o0 . oo
(t) =7 n;ocXT(kwo) ehents X(w) = wo ";OOXT(IMO) d(w = kwo)

Veremos que esta alternativa para o cédlculo dos coeficientes da série serd mais facil que através
da expressao convencional, pois teremos uma tabela da transformada de varias funcoes.

Exemplo 5.33

Vamos aplicar estes conceitos no célculo da transformada do trem de pulsos retangu-
lares com largura 7, conforme ilustrado na Figura 4.4 do Capitulo 4. A expressdo (4.17)
do Capitulo 4 mostra que os coeficientes ¢ sdo dados por

sen(kwot/2)

k =7/T.
FooT/2 # 0, =1/

Cp —

Vamos calcular estes coeficientes usando a transformada de um periodo do sinal pe-
riédico.

Como o instante ¢, (inicio do perfodo onde calcularemos a transformada) é arbitrario,
podemos escolher aqui to = —T/2. Seja z7(t) o perfodo de z(t) que se estende desde
—T/2 até —T/2. Sabemos que neste perfodo temos apenas um pulso retangular centrado
em ¢t =0 e com largura 7. Assim,

1, [t <7/2

A transformada Xr(w) deste pulso retangular é dada na expressao (5.24) e estd reprodu-

zida a seguir
Xr(w) =7 Sa(wt/2).

Para obtermos os coeficientes ¢, da série formada pelos pulsos retangulares basta cal-

cularmos .
Cr = TXT((A))

w=kwy’
o que fornece

= L Sa(kwor/2),

.
%= Sa(wT/2) wekwy ~ T
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a qual ¢é igual aquela antes obtida.
Podemos agora escrever

X(w) = i woT Sa(kwoT/2) §(w — kwo)

k=—o00

A Figura 5.21 mostra X (w) bem com a envoltdria das dreas dos impulsos.

Amplitude

Figura 5.21: Transformada do trem de pulsos retangulares com largura igual a metade do periodo.

Podemos obter o resultado da expressao (5.38) de outra forma.
Seja x(t) um sinal periédico com periodo T e z7(t) um periodo de z(t). Observe que qualquer
sinal periédico pode ser escrito como

a(t) = or(t)« Y Ot — kD),

k=—o00

pois o sinal composto pelos impulsos é peridédico com periodo T' e a convolugao de um sinal com um
impulso é o préprio sinal deslocado.

Vamos usar esta forma de expressar x(t) para calcular sua transformada.

Seja Xr(w) a transformada de zrp(t).

S{x()} = Xr(w).S { PRI kT)} .

k=—o0c

Mas

o)

Z ot —kT) = Z ¢y, eIkt wo = 27/T,

k=—o00 k=—o0

com ¢, = 1/T, Vk. Logo,

k=—00

o > 27 >
S {k_z:mé(t - kT)} =% > 3w — kw)
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Temos entao,

S{a(t)} = Xr(w) 2% k;md(w — kuwp),
de onde podemos escrever, finalmente,
Halt)) = 23 X(han)ieo - ko),
k=—o0
onde 1
cp = fXT(kwo).

Exemplo 5.34

No Exemplo 5.26 vimos o processo de modulagao com uma portadora senoidal. Vamos
tratar agora de uma nova forma de modulagdo onde a portadora é um trem de pulsos
retangulares, conforme ilustra a Figura 5.22.

() y()

p(t)

Figura 5.22: Esquema de modulagédo usando uma portadora p(t) composta por pulsos retangulares
periddicos.

Seja z(t) um sinal modulador, a portadora p(t) e o sinal modulado y(t). A portadora
¢ um sinal periédico com periodo T', composto por pulsos retangulares de largura 7.
Vimos nesta segao que o espectro de p(t) é dado por

P(w) =Y worSa(kwor/2) d(w — kwp), wo = 2 /T.

k=—o00

O processo de modulagio consiste em multiplicar z(¢) por p(t). Logo, no dominio da
freqiiéncia teremos

1

Y(w) = o

X(w) * Z woT Sa(kwoT/2) §(w — kwp).

k=—00

Lembrando que a convolugao com a soma ¢ a soma das convolugoes, obtemos

Y(w) = % 3" Sa(kwor/2) X (w — kuw).

k=—00
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X(w)

3wo

Figura 5.23: Espectro de um sinal resultante da modulacao de uma portadora composta por pulsos
retangulares periédicos.

Este resultado mostra que a modulagao com um trem de pulsos faz com que o espectro
do sinal z(t) seja deslocado de forma a ter seu centro em cada freqiiéncia harmonica que
compoe a portadora, conforme mostra a Figura 5.23.

Podemos interpretar este resultado lembrando que qualquer sinal periédico é formado
por uma combinagao linear de exponenciais complexas harmonicas. Como cada expo-
nencial produz um deslocamento espectral igual ao valor de sua freqiiéncia, concluimos
que a portadora periédica ird produzir tantos espectros deslocados quantas forem suas
componentes harmonicas.

Esta interpretagao permite perceber que a modulagao com um sinal senoidal é um caso
particular onde a portadora possui apenas duas componentes exponenciais complexas.

5.7 Tabela de transformadas

Temos a seguir varios sinais e suas transformadas de Fourier.

o 2(t) = e u(t), a>0 — X(w) =~ jjw

o z(t)=e M a>0 — X)) = %

o z(t) = 5(t) — X(w)=1

o 2(t) =1 — X(w) = 27(w)

o z(t) = efent — X(w) = 270(w — wo)

o 1(t) = cos(wpt) — X(w) = 76(w — wp) + T (w + wp)

o 2(t) = sen(wot) — X(w) = —jmd(w — wp) + jmd(w + wy)




@

TABELA DE TRANSFORMADAS
LoJtl<7/2;
z(t) = — X(w) =7 Sa(wt/2)
0, c.c.
W 1, |w] <W/2;
z(t) = —Sa(Wt/2) — X(w) =
2
0, cc
1+t/r, —1<t<0;
z(t)=< 1—t/7, 0<t<rT; — X(w) =7 Sa*(wr/2)
0, cc
1
z(t) = uf(t) — X(w) = — +md(w)
Jw
-1, t<0; 9
2(t) = sinal(t) £ — X(w)=—
1, t>0. Jw
z(t) =30 0t —kT) — X(w)=wo e O0(w—kwy), wo=2m/T
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5.8 Exercicios

1. Calcule a transformada de Fourier dos sinais a seguir.

Esboce os espectros de amplitude e de fase.

a) e 2Dyt —1), by e MU o)+ 1) +6(t—1), d) {u(-2—1t)+u(t-2)},
e) sen(2mt + w/4),  f) 1+ cos(6rt + 7/8).

2. Calcule a transformada inversa de Fourier de:
-2, —2<w<0
a) X(w) =2m0(w) + m0(w — 47) + md(w +47), b) X(w)=4¢ 2, 0<w<2;
0, |w|>2.

=2u(w+3) — 2u(w—3), ZX(w)= —3w/2+ 7. Determine os valores de ¢ para os
=0.

b) |X(w)]
quais z(t)

3. Seja o sinal z(t) com transformada de Fourier X (w). Expresse a transformada dos sinais a
seguir em fungao de X (w).
a) y(t) =a(l—1) +a(-1—1), b)y(t) =2t —6), b)y(t)= fma(t—1).

4. Para cada transformada a seguir, determine se o sinal temporal correspondente é i) real, ima-

gindrio ou complexo; ii) par, {mpar ou sem simetria. Responda sem calcular a transformada
inversa, mas usando apenas as propriedades da transformada.

a) X(w) =u(w) —u(w—2), b) X(w)=cos(2w)sen(w/2), ¢) X(w)= % el (w2
d) X(w) =32 (0,5)F6(w — kr/4).

5. Considere o sinal

0, t<—0,5,
e(ty=3 t4+0,5, —0,5<¢<0,5
1, t>0,5.

a)Use as propriedades da derivada e integral no tempo para obter uma expressio analitica para
a transformada de Fourier de z(t).

b) Calcule a transformada de g(t) = z(¢t) — 0, 5.

6. a)Use as propriedades da transformada para obter uma expressio analitica para a transformada
2
de Fourier de z(t) =t <Sen(t)) .

Tt

b) Use o teorema de Parseval e o resultado do item a) para calcular o valor numérico de
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7. Seja um sinal z(t) cuja transformada é X(w) = d(w) + d(w — 7) + d(w — 5). Seja h(t) =
u(t) —u(t —2).

a)

b)

¢) A convolugdo de dois sinais néo-periddicos pode ser periédica?

Verifique se x(t) é periddica.

Verifique se x(t) * h(t) é periédica.

8. Seja um sinal z(t) com transformada X (w). Suponha os fatos a seguir.
1- z(t) é real e ndo-negativo.
2- (1 + jw) X (w)} = Ae 2 u(t), onde A é independente de .
3- [T | X (w)[? dw = 2m.

Determine uma expressao analitica para z(t).

9. Considere o sinal

b) Use as propriedades da transformada de Fourier para mostrar que X (w) é periédica. Deter-
mine um perfodo.

10. Calcule a resposta ao impulso do sistema causal LTI representado pelo circuito da Figura 5.24.
Obtenha esta resposta ao impulso calculando a transformada inversa da resposta em freqiiéncia
H(w) do circuito.

R L
N — BO00N +
x(H) C y(®)

Figura 5.24: Sistema LIT constituido por um circuito.

11. Calcule a transformada de Fourier dos sinais a seguir.

14 cos(nwt), [t| <1;

0, |t|>1.

sen(rt) sen[27(t — 1))
wt 7(t—1)

a) e~ cos(wot)u(t), a>0 b)e M sen(2t) ¢) x(t) = {

d) Yoo,k 8t —kT), |l <1  e)te ™ sen(dt)u(t) f)

1—12, 0<t<l1; o Clt—om
o ={ 0 B) el
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i) 2(t) como na Figura 5.25.  j) z(t) como na Figura 5.26.
0,5a%(21 +1), 27 <t <0

h) 2(t) =< 0,5a%(21 — 1), 0<t<27;
0, c.c.

x(t)

-2

Figura 5.25: Sinal z(t) para o item i).

x(t)
e Pl
a4 o o1 2 3 t

Figura 5.26: Sinal z(¢)para o item j).

12. Determine a representacao em série de Fourier para cada um dos sinais mostrados nas Figuras
5.27 e 5.28.

A
x(t)

v

Figura 5.27: Sinal periédico.

13. Calcule o espectro do sinal y(t) = z(t)p(t), onde x(t) é um sinal genérico com faixa de freqiiéncias
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b x(o)

v

Figura 5.28: Sinal periédico.
limitada a w, = 7/(5T) e p(t) é um sinal periédico com perfodo T e cujo periodo central é
14 20)T, —T/2<t<0;
p(t)=< 1=2t/T, 0<t<T/2;

0, c.c.

14. Considere a Figura 5.29, onde z(t) é um sinal genérico.

fecha em t=nT e
abre em t=nT+T/2

»
» »

Figura 5.29: Sinal periddico.

a) Calcule o espectro do sinal y(t).

b) Suponha que o sinal z(t) tem faixa de freqiiéncias limitada a w,, = 7/(57"). Esboce o espectro
de y(1).
¢) Repita o item b) para w,, = 47/T.
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Capitulo 6

Resposta em freqiiéncia e filtragem

6.1 Introducgao

Neste capitulo iremos aprofundar a andlise das propriedades da resposta em freqiiéncia dos sistemas
LIT. Apresentaremos também o conceito de filtragem e definiremos os principais tipos de filtros.

6.2 Magnitude e fase da transformada de Fourier

Vimos no Capitulo 5 que a transformada de Fourier de um sinal z(¢) ¢ uma fun¢do complexa X (w).
Sendo complexa, escrevemos ‘
X(@) = [X(@)eX0),

onde | X (w)| é o espectro de amplitudes e Z X (w) é o espectro de fase.

Vimos ainda, pelo teorema de Parceval, que |X(w)|?/27 tem o cardter de densidade espectral
de energia e mostra como a energia de z(¢) se distribui ao longo do eixo de freqiiéncias. Assim, se
considerarmos uma faixa de freqiiéncia ao redor de uma freqiiéncia wyp, conforme mostrado na Figura
6.1, podemos calcular a energia de x(t) na faixa de freqiiéncias calculando a drea sob a curva da
densidade espectral de energia. E importante observar que o calculo da energia ao redor de wy exige
o célculo das dreas ao redor de wy e de —wy, conforme sugere a Figura 6.1.

Vamos tratar agora o caso particular da transformada de Fourier da resposta ao impulso h(t) de
um sistema LIT. Sabemos que a saida de um SLIT em resposta a uma entrada x(t) é y(t) = x(¢)*h(t).
Quando levamos esta relagdo para o dominio da freqiiéncia, obtemos

Y(w) = X(w) H(w). (6.1)

Discutimos no Capitulo 5 que esta relacao no dominio da freqiiéncia é importante pois simplifica
a obtencgao da resposta do sistema e facilita sobremaneira a andlise de sua atuagao sobre a entrada.
Por esta importancia, a fun¢do H(w) recebe o nome de fungéo de transférencia do SLIT.

A expressao (6.1) determina duas relagoes entre a entrada e a saida:

Y (W) = [X(w) [H (@), (6.2)

ZY(w)=ZX(w)+ ZHw), (6.3)
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Densidade de Energia

Figura 6.1: Espectro de densidade de energia de um pulso retangular e faixas de freqiiéncia ao redor
de jZUJO.

ou seja, uma relacdo entre espectros de amplitude e outra entre espectros de fase.
Observe que enquanto a resposta de amplitude | H (w)| do sistema multiplica o espectro de entrada
para produzir o de saida, a resposta de fase do sistema se soma ao espectro correspondente da entrada.
Vamos analisar os efeitos de cada uma destas relagoes no sinal de saida.

Alteracoes de amplitude

Iniciando pela relagao entre os espectros de amplitude, a Figura 6.2 mostra a forma de um trecho de
um sinal de voz ao longo do tempo. Mostra também o mesmo sinal apds passar por um sistema LIT,
cuja resposta de amplitude mantém inalteradas as componentes espectrais nas baixas freqiiéncias,
ao passo que atenua as componentes de altas freqiiencias. O efeito do SLIT sobre o espectro de
amplitude do sinal pode ser observado na Figura 6.3. La ¢ mostrado o espectro do sinal original e do
sinal apds o sistema. E evidente a acao do sistema sobre as componentes espectrais nas freqiiéncias
mais altas. Voltando agora a Figura 6.2, podemos constatar que a atenuagao das altas freqiiéncias
implica na atenuagao das variagdes mais réapidas do sinal. Este comportamento pode ser explicado
observando que as variagoes rapidas exigem componentes senoidais com oscilagdes rapidas, ou seja,
com altas freqiiéncias. Assim, ao atenuar as componentes de alta freqiiéncia, reduzimos a amplitude
das variagoes rapidas.

Os SLIT com a caracteristica daquele usado nesta anélise sdo denominados de filtros passa-
baixas. Sao sistemas deste tipo que usamos nos equipamentos de dudio para reforgar os graves.

Concluimos que a forma da resposta de amplitude de um sistema LIT altera o espectro da entrada
e, portanto, altera a forma do sinal no tempo.

E importante estabelecer quais as condi¢oes para que um sistema nao provoque alteragoes sobre
um sinal, como deve ser a a¢ao dos amplificadores. Estes devem amplificar o sinal sem modificar a sua
forma. Para isto deverd ter uma resposta de amplitude constante ao longo da freqiiéncia. Como isto
é fisicamente irrealizavel, pois envolve uma energia infinita, exigimos que o SLIT apresente resposta
constante apenas na faixa de freqiiéncia do sinal a ser amplificado, isto é, ao longo da largura do
espectro de amplitude do sinal. Assim, um amplificador ideal deve apresentar

|H(w)| = constante real positiva (C) na faixa do sinal a ser amplificado.
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Figura 6.2: Sinais antes e depois de uma filtragem passa-baixas.
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Figura 6.3: Espectro de amplitude de um sinal antes e depois de uma filtragem passa-baixas.

Com isto,
Y(w) = CX(w) = C|X ()X,

enquanto que no tempo teremos

y(t) = Cx(t).

Os sistemas que apresentam |H(w)| = 1 sdo denominados de passa-tudo.

Quando |H(w)| # constante, teremos alteragao da forma do sinal devido & alteragdo do seu
espectro de amplitude. Esta altera¢ao pode ser desejada, como nos filtros ou equalizadores, ou pode
ser nao-desejada, quando entao é tratada como distor¢ao, denominada de distor¢ao de amplitude.

Alteracgoes de fase

Vamos agora nos ocupar com a resposta de fase.
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Considere o sinal
2
x(t) =14 0,5cos(2mt + ¢1) + 0,5 cos(4nt + ¢2) + 3 cos(67t + ¢3). (6.4)

A Figura 6.4 mostra este sinal para quatro conjuntos distintos de valores das fases ¢;.

Amplitude

Amplitude

Amplitude

Amplitude

d) t

Figura 6.4: Sinal de (6.4) com valores distintos para as fases ¢; : a) ¢ = ¢ = ¢35 = 0 b)
1 =402 =8p3=12 —¢) ¢1 =602 =—-2,T;03=0,93 —d) ¢r =1,2;¢0y =4,1;¢3 = —T7.

Estes sinais sao tais que as amplitudes de suas componentes senoidais foram mantidas constantes
mas a fase de cada uma foi alterada. Estas versoes de sinal podem ser obtidas submetendo um deles,
por exemplo, o sinal da Figura 6.4a) a um sistema LIT com |H(w)| = 1 e com uma resposta de
fase adequada. A condi¢do |H(w)| = 1 garante que as amplitudes das componentes senoidais serdo
mantidas constantes. A resposta de fase adequada proporciona as alteragoes das fases.

Observe que os sinais de a) e b) s@o iguais exceto por um deslocamento no eixo de tempo. Isto
concorda com a alteragao de fase que ocorreu de a) para b). Veja que as fase em b) sdo linearmente
relacionadas na mesma proporg¢ao de suas freqiiéncias. Assim, as componentes senoidais sofreram
uma defasagem proporcional a freqiiéncia, o que configura a a¢ao de uma componente linear de fase,
a qual produz um deslocamento no tempo.

Nos casos ¢) e d) ocorreu uma alteragao nao-linear de fase. Observe que os sinais correspondentes
sdo diferentes dos sinais de a) e b). Esta modificagdo do sinal devido & alteragdo de fase pode néo ser
desejada, quando entao é interpretada como resultado de uma distor¢ao de fase.
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A Figura 6.5 mostra outro sinal no tempo com quatro espectros distintos de fase. Observe a
mudanga provocada pelo acréscimo de uma componente linear de fase em contraste com o acréscimo

de uma componente nao-linear.

1 1
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c) d)

Figura 6.5: Sinal no tempo com diferentes espectros de fase: a) sinal de referéncia; b) sinal de a)
acrescido de uma componente linear de fase; c¢) sinal de a) acrescido de uma componente nao-linear
de fase; d) sinal de c) acrescido de uma componente linear de fase.

Concluimos que a resposta de fase de um SLIT deve ser linear com a freqiiéncia para que o mesmo
nao produza distor¢ao de fase.

Considerando uma resposta do tipo £ H(w) = e™#*!_ temos uma resposta de fase proporcional &
freqiiéncia e a constante de proporcionalidade é —ty. De acordo com a propriedade do deslocamento
no tempo da transformada de Fourier, esta resposta de fase corresponde a um atraso no tempo igual
a ty. Assim, como no mundo fisico ndo podemos adiantar um fen6meno, concluimos que a inclinagao
da resposta de fase linear tem que ser negativa e que o valor absoluto do coeficiente angular é igual
ao atraso no tempo

Como exemplo, sabemos que o ouvido humano é pouco sensivel distorgoes de fase dos sinais de
audio. Por outro lado, o olho humano é sensivel a tais distor¢oes nos sinais de imagem ou video.
Assim, os amplificadores de dudio podem apresentar resposta de fase nao-linear, enquanto que os
amplificadores para video nao.

Por fim, podemos agora colocar as especificagdes obrigatdrias para que um sistema nao produza
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distor¢ao de amplitude e de fase:
|H (w)| = constante, £ H(w) = —wty. (6.5)

Esta condigao pode ser adaptada a cada tipo de sinal, usando a largura de faixa de freqiiéncia
do sinal. Por exemplo, suponha que um sinal a ser processado pelo SLIT tenha um espectro de
amplitudes ocupando a faixa de freqiiéncia wy < |w| < wy. Neste caso, basta que o SLIT satisfaca as
condigbes anteriores apenas na faixa de freqiiéncias do sinal para que nao produza distor¢oes neste

sinal.

6.3 Atraso de grupo

Vamos supor um sistema LTI com resposta em freqiiéncia H(w). Suponha que sua resposta de fase
ZH(w) seja ndo-linear ao redor de uma dada freqiiéncia wy. Vimos que este comportamento resulta
em distorgao de fase.

Porém, vamos analisar o efeito desta nao-linearidade sobre um dado tipo de sinal: sinal de faixa
estreita ao redor de wy.

Vamos denominar, para simplicidade da notacao a ser usada a seguir, Z H(w) = ¢(w).

Com base na Figura 6.6, podemos aproximar a resposta de fase numa faixa bastante estreita 2Aw

ao redor de wy por

d[op(w
80) = (0= w0)dl (o) + 6wl |w—wol <dw; )= LX)
Da mesma forma, para a regiao simétrica, ao redor de w = —wy, podemos aproximar a resposta de
2, wo
=
N i <_2Au)
d[ZH(w)]
dw w = wo
0 w

Figura 6.6: Resposta de fase de H(w) e sua derivada em w = wy.

fase por
d(w) = (w+wo)d' (—wo) + ¢(—wp);  |w+wo| < Aw.
Suponha agora um sinal s(t) cujo espectro de amplitude ocupe apenas uma faixa estreita 2Aw
ao redor de w = o, conforme mostra a Figura 6.7a). Vamos multiplicarmos este sinal por e/“° e por

eIt gerando , _
z(t) = s(t)e?" + s(t)e 70,
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Observe que este sinal poderia ter sido escrito como
x(t) = 2s(t) cos(wot),

ou seja, é resultado da modulagao de s(t) com uma portadora senoidal.

X(w)
1
—U‘Jo ‘0 ‘*‘}O w g
— P
b) 2Aw

Figura 6.7: Espectros: a) do sinal s(¢); b) do sinal z(¢).
O espectro de z(t) serd
X(w) =S(w—wy) + S(w + wp),

conforme mostra a Figura 6.7b).
Se colocarmos x(t) na entrada do SLIT obteremos um sinal y(¢) na saida, onde

Observe que a parcela S(w—uwp) de z(t) é afetada apenas pela resposta do sistema em w > 0, enquanto
que a parcela S(w + wp) é afetada apenas pela resposta do sistema em w < 0.

Vamos supor |H(w)| = 1, uma vez que estamos interessados apenas nos efeitos da resposta de
fase. Usando a aproximacgao para a resposta de fase do sistema, podemos escrever

Y (w) = S(w — wp)el @wo)d' wotidlwo) 4 gy, 4 WO)c]‘(u)+wo)¢/(fwo)+jd><fwo)4
Sabemos que s(t —tg) — S(w)e " e que s(t — to)e’ot — S(w — wp)e @0l Vamos definir
tr=—¢'(wo); t-=—¢'(~wo).
Com isto podemos escrever
Y (w) = S(w — wp)e H@mwolts i®wo) 4 Gy 4 ) I @hwolt- pio(-wo),

de onde obtemos
y(t) = s(t — t+)ejwotej¢(w0) + st — t,)67]w°t6]¢(7w°).

Para z(t) real temos que |X(w)| é fungdo par enquanto que Z X (w) é funcdo fmpar. Portanto,
¢ (—wo) = ¢'(wo). Logo, t4 =t_ = ty. Por outro lado, ¢(—wp) = —¢(wp) Com isto podemos escrever
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y(t) = s(t —to) {6ont+j©(wo) + e*jwotfjé(wo)} ,

ou seja,
y(t) = 2s(t —to) cos [wot + d(wo)] -

Concluimos que o sinal s(t) ndo sofre distor¢do de fase, mas apenas um atraso igual ao negativo da
derivada da resposta de fase na freqiiéncia wy. Também nao hé distorcao de amplitude, mas apenas
um ganho ou atenuagdo. Entretanto, o SLIT processou o sinal z(t), o qual sofre sim distorgio de fase.
Quem nao sofre distorgao é o sinal s(t), que compde x(t) e cuja faixa de freqgiiéncia se situa ao redor
da origem.

A Figura 6.8 ilustra um sinal s(¢) e o sinal z(t) correspondente. Observe que para as hipdteses
assumidas para s(t) e (t), o sinal s(¢) corresponde a uma envoltéria de z(t). As hipdteses que
garantem esta propriedade sdo: 1- s(t) tem faixa 2Aw ao redor de w = 0; 2- x(t) é composto por s(t),
deslocando o espectro de s(t) para as freqiiéncias +wp; 3- A faixa 2Aw de z(t) é estreita ao redor de
wo, isto é, 2Aw << wy.

1» -
F
0 t
2, E|
=
_9L J
t

Figura 6.8: Sinais s(t) e z(t).

Estas hipGteses sdo usuais em telecomunicagoes e o sinal s(¢) é denominado de envoltéria de z(t).
Lembre que o sinal z(t) é o resultado da modulagéo de uma portadora senoidal com s(t).

Estes resultados mostram que apesar da fase do SLIT nao ser linear, a envoltéria do sinal s(t) nao
sofre distor¢ao, mas apenas atraso. Este atraso é igual ao negativo da derivada da resposta de fase
na freqiiéncia wy. Este é o atraso que sofre um sinal que carrega informacao em telecomunicagoes.
Por isto recebeu o nome especial de atraso de grupo. Entao:

a _d[ZH()]

Definigao: Atraso de grupo (wp) P W = wo
o =

Observe ainda que o atraso sofrido pela portadora cos [wot + ¢(wp)] é determinado pela resposta
de fase, ou seja, é o atraso convencional previsto pela propriedade da transformada de Fourier. Como
a portadora contém apenas uma freqiiéncia, ndo tem sentido falar em distorcao de fase.

Finalmente, ¢ usual usar o conceito de atraso de grupo para analisar se um sistema produz ou nao
distor¢ao de fase. Para isto calcula-se o atraso de grupo ao longo do eixo de freqiiéncias e observa-se
se a curva resultante é constante ou nao. Caso ndo seja constante, indicando que o atraso de grupo
varia com a freqiiéncia, conclui-se que o SLIT produzira distorgao de fase. Porém, quando o atraso é
constante, ndo podemos afirmar que nao serd produzida distor¢ao, uma vez que uma resposta de fase
do tipo £ H(w) = 7sinal(w) tem atraso constante mas produz distor¢ao de fase.
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Exemplo 6.1

A Figura 6.9 mostra uma resposta de fase e o atraso de grupo correspondente.
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Figura 6.9: Resposta de fase e atraso de grupo correspondente.

6.4 Filtros ideais

Definicao: Filtro é todo sistema que seleciona parte do espectro de um sinal.

Existem quatro tipos bésicos de filtros: passa-baixas, passa-altas, passa-faixa e rejeita-faixa.

A Figura 6.10 mostra a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-baixas ideal. Observe que o
filtro tem uma resposta de amplitude unitdria constante desde a freqiiéncia zero até w.. A partir
desta freqiiéncia a resposta é nula. A faixa de freqiiéncias desde zero até w. é denominada de faixa
de passagem, enquanto que a faixa a partir de w, é a faixa de rejeigao. A freqiiéncia w, é denominada
de freqiiéncia de corte.

Esta caracteristica de filtro passa-baixas é ideal devido aos seguintes aspectos: 1- a resposta na
faixa de passagem é constante e, portanto, nao deforma o espectro do sinal a ser filtrado que se
enquadra nesta faixa; 2- a resposta na faixa de rejeicao é nula, eliminando completamente o espectro
do sinal nesta faixa; 3- a transicao entre a faixa de passagem e a de rejeigao tem derivada infinita.

Nenhuma destas caracteristicas ideais é realizavel com os circuitos disponiveis. Logo, a resposta
de amplitude dos filtros praticos tém caracteristicas semelhantes aquela da Figura 6.11. Observe que
a resposta na faixa de passagem nao é constante, a transi¢ao é suave e a rejeicao nao ¢é total.

A Figura 6.12 mostra a forma tipica como sao fornecidas as especificagoes para a resposta de
amplitude de um filtro passa-baixas. As regides hachuradas sao proibidas para a evolugao da resposta
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A

H(w)

—We 0 We w

Figura 6.10: Resposta em freqiiéncia de um filtro passa-baixas ideal.

do filtro a ser projetado. Assim, existe uma regiao de folga tanto para a faixa de passagem como para
a de rejeicao. Observe também que é permitida uma transicao suave.

Por fim, resposta de fase de um filtro ideal é nula ou linear na faixa de passagem de modo a
nao produzir distorgao de fase nesta faixa. Fora da faixa de passagem, a resposta de fase pode ser
qualquer pois a resposta de amplitude é nula. Esta caracteristica de fase também ¢ irrealizdvel e um
filtro pratico apresenta resposta semelhante aquela mostrada na Figura 6.11.
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Figura 6.11: Resposta de amplitude e de fase de um filtro passa-baixas realizdvel.
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Figura 6.12: Mascara de especificacao de um filtro passa-baixas.
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A Figura 6.13 mostra a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-altas ideal. Valem aqui as
mesmas consideragoes que foram feitas para o filtro passa-baixas ideal. Observe que a resposta de
amplitude do filtro passa-altas ideal pode ser escrita como: Hpe—igear(w) = 1 — Hpp—jgear(w), onde
Hpo—igear(w) é a resposta de amplitude de um filtro passa-altas ideal com a mesma freqiiéncia de corte
que a de um filtro passa-baixas ideal com resposta Hpy_jgear(w).

H(w)

v

Figura 6.13: Resposta de freqiiéncia de um filtro passa-altas ideal.

A Figura 6.14 mostra a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-faixa ideal. Observe que agora
temos duas freqiiéncias de corte.

H(w)

v

—We2 —Wel 0 Wel We2 w

Figura 6.14: Resposta de freqiiéncia de um filtro passa-faixa ideal.

Por fim, a Figura 6.15 mostra a resposta em freqiiéncia de um filtro rejeita-faixa ideal.

A

1 H(w)

v

—We2 —Wel 0 Wel We2 w

Figura 6.15: Resposta de freqiiéncia de um filtro rejeita-faixa ideal.
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6.5 Exercicios

1. Considere um sistema LIT com resposta ao impulso real h(t) e fungéo de transferéncia H(w).
Suponha que apliquemos x(t) = cos(wot + ¢) na entrada deste sistema. A resposta pode ser
escrita na forma y(t) = Az(t —ty), onde A é uma constante real ndo-negativa e ¢y é um atraso.
a) Expresse A em termos de |H(w)].

b) Expresse ¢y em termos de ZH (w).
¢) Repita para z(t) = sen(wot + ¢).

2. Considere um sistema LIT causal e estdvel com H(w) = (1 — jw)/(1 + jw).

a) Mostre que |H(w)| = A e determine o valor de A.

b) Determine quais das seguintes afirmagdes sobre o atraso de grupo 7(w) do sistema sdo ver-
dadeiras:

i-7(w)=0paraw >0, 1ii-7(w)>0paraw >0, ili-7(w)<0paraw >0.
3. Considere um filtro ideal passa-faixa com
L we < fwl < 3w

H(w) :{ 0, cec

a) Se h(t) é aresposta ao impulso deste filtro, determine a funcéo g(t) tal que h(t) = (sen(w.t)/(nt)) g(t)

b) Considere que w, é aumentada. A resposta ao impulso h(t) se torna mais ou menos concen-
trada ao redor da origem?

4. Um filtro LIT causal tem a fungdo de transferéncia H(w) mostrada na Figura 6.16. Determine
a saida do filtro para cada um dos sinais de entrada listados a seguir.

H(w)

2j

Figura 6.16: Resposta em freqiiéncia de um filtro.

@) a(t) = ¢, b) a(t) = sen(wnt) ult), ) X() = /(w6 +jw)], ) X(w)=1/(2+ jw).
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Hi
H(w) £H(w)

-3n ‘0 It ® 0 It ®
—n/2

Figura 6.17: Resposta em freqiiéncia de um diferenciador passa-baixas.

5. Na Figura 6.17 estd mostrada a func¢ao de transferéncia de um filtro LIT denominado diferen-

ciador passa-baixas. Determine a saida do filtro para cada um dos sinais de entrada listados a
seguir.

a) z(t) = cos(2nt + 0), b) z(t) = cos(4nt + 0),

¢) z(t) é um sinal senoidal retificado em meia-onda, isto é,

() = sen(2wt), k<t<k+0,5 keZ
=00, k+05<t<k+1

6. Considere um filtro passa-baixas ideal com freqiiéncia de corte w,.. Determine a resposta ao

impulso do filtro para cada uma das respostas de fase a seguir.

a) ZH(w) =0, b) LH(w)=wT, onde T é uma constante; ¢) LH(w) = (7/2)sinal(w).

7. Considere um filtro passa-baixas ideal com freqiiéncia de corte w. = 2007. Determine a resposta

ao impulso real do filtro quando o seu atraso de grupo é um dos valores a seguir.

a)i) 7(w) =5, ii) 7(w) =5/2, iii) 7(w) = —5/2.
b) Se a resposta ao impulso néo fosse restrita ao caso real, o conhecimento de |H(w)| e de 7(w)
seria suficiente para determinar univocamente a resposta ao impulso?

8. Calcule o atraso de grupo para as fungoes de transferéncias a seguir e verifique se o sistema

correspondente tem fase linear.

a) H(w) = 1/(a+jw), a=constante real b) H(w) = 1/(1+ jw)?, ¢) H(w) = 1/[(14jw)(2+jw)].

9. Expresse a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-faixa ideal em fung¢ao da resposta de um

filtro passa-baixas ideal adequado. Determine a relagao correspondente no dominio do tempo.
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Capitulo 7

Amostragem de sinais

7.1 Introducao

Neste capitulo trataremos da amostragem de sinais continuos. A amostragem consiste em tomar
amostras de um sinal continuo regularmente espagadas no tempo. Portanto, gera um sinal discreto
no tempo correspondente ao sinal continuo original.

Estabeleceremos também as condigdes para que o sinal sinal continuo original possa ser recuperado
a partir das suas amostras.

Usando os resultados das questoes acima, definiremos a transformada de Fourier para sinais dis-
cretos e mostraremos que esta ¢ um caso particular da transformada para sinais continuos.

Por fim, trataremos da representacao dos sistemas discretos no dominio da freqiiéncia, definindo
a funcao de transferéncia e os filtros ideais discretos.

7.2 Teorema da amostragem

Seja z(t) um sinal continuo no tempo. Vamos tratar da amostragem de z(t) no tempo, com amostras
regularmente espacgadas de T' segundos, formando uma seqiiéncia de valores ordenados z(nT), n € Z.
A Figura 7.1 mostra um exemplo para z(t) e as suas amostras tomadas nos instantes t = nT.

Considere que z(t) tem faixa de freqiiéncias limitada a w,, rad/s. O desenvolvimento a seguir
mostrard que as amostras de z(t), tomadas a intervalos regulares de T segundos, contém toda a
informagéo de . (t), desde que T' < 7 /w,,. Lembrando que w = 27 f, onde f é a freqiiéncia expressa
em Hertz, entdo w,, = 27f,. Com isto, a condi¢do sobre o intervalo 7' de amostragem pode ser
expressa como T < 1/(2f,,).

Para demonstrar o resultado acima, vamos usar um processo ideal de amostragem, conforme
detalhado a seguir.

7.2.1 Amostragem tedrica através de um trem periddico de impulsos

Considere a funcéo pente (t)

Sr(t) = i §(t —nT). (7.1)

n=-—00
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Figura 7.1: Um sinal continuo no tempo e suas amostras nos instantes ¢t = n7".

conforme mostrado na Figura 7.2. Uma forma de amostrarmos z(t) é multiplicarmos este sinal por
or(t), ou seja,
2a(t) = () 61 (1),

onde z,(t) é o sinal resultante da amostragem.
Usando a defini¢do em (7.1), temos

x(t) Y 6(t—nT)

n=-—00

z4(t)

e}

= Z z(nT)d(t — nT).

n=-—00

A Figura 7.2 mostra uma ilustragdo deste processo e o sinal z,(t) resultante. Observe que o valor
das amostras do sinal z(¢) estdo representadas pelas dreas dos impulsos do sinal z,(t).

Embora este processo de amostragem nao seja realizdvel, ele é interessante dada a facilidade
que oferece para a andlise das conseqiiéncias da amostragem. Veremos mais adiante que o processo
empregado na prética pode ser descrito com facilidade usando os resultados que serao alcangados com
esta amostragem ideal.

O desenvolvimento das conseqiiéncias da amostragem serd realizado no dominio da freqiiéncia.
Entéo, vamos calcular a transformada de Fourier de z,(¢).

Vimos que a transformada da fun¢ao dr(t) é

S{or(t)} =ws Y 8w kwy),

k=—o00

onde ws = 2m/T e é denominada de freqiiéncia de amostragem.
Usando este resultado e lembrando que o produto no tempo gera a convolugao em freqiiéncia,
temos
1 o0
Xa(w) = 5w X (w) * > b(w — kw,).

k=—00
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Figura 7.2: A funcdo pente(t), um sinal continuo no tempo e suas amostras nos instantes ¢ = nT'
obtidas com a fungao pente(t).

Porém, a convolug¢ao de uma fun¢ado com um impulso reproduz a fungao dotada do deslocamento do
impulso. Assim,

Xolw) = 3 X - k) (72)
k=—00

Concluimos que o sinal resultante da amostragem tem um espectro composto por infinitas réplicas
de X (w) divididas por T e deslocadas de w; entre si.

Uma das conseqiiéncias mais importantes produzidas pela amostragem é:

O espectro do sinal amostrado é periédico com periodo w; = 27/T.

A Figura 7.3 mostra o espectro de um sinal z(t) genérico. A forma triangular de X (w) é mera
conveniéncia grafica. Observe que este espectro tem faixa de freqiiéncia limitada a +wy,.

A Figura 7.4 mostra o espectro de um sinal z,(t) correspondente ao espectro da Figura 7.3.

Podemos colocar as seguintes conclusdes sobre o espectro do sinal amostrado z,(t):

e X,(w) é periédico com periodo ws = 27/T.

e O periodo de X,(w) é inversamente proporcional ao intervalo de amostragem 7'. As-
sim, quanto menor 7', mais préximas entre si as amostras no tempo e mais espagados
os espectros do sinal original z(¢) que foi amostrado. No limite com 7' — oo, o0 sinal
amostrado serd o préprio sinal continuo e o espectro X,(w) serd igual a X (w).

e Os espectros X (w — kws) que compdem X, (w) sdo multiplicados por 1/7T.
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Figura 7.3: Espectro de um sinal genérico z(t).

A

X(w+ ws)

Sl

Figura 7.4: Espectro do sinal z,(t).

Vamos tratar agora da questao da recuperagao do sinal original a partir do sinal amostrado z,(t).
Esta questao serd tratada no dominio da freqiiéncia.

Recuperar o sinal original z(t) significa recuperar o espectro X (w) a partir de X,(w). Observe que
se o espectro do sinal original tem faixa de freqiiéncias limitada a wy,, e se w; — wy, é maior que w,,,
entdo a parcela X (w) na Figura 7.4 néo tem interseccdo com as parcelas X (w — wy,) ¢ X (w +wy,), ou
seja, as posicoes relativas destas parcelas é semelhante aquela mostrada na Figura 7.4. Neste caso,
o espectro X (w) do sinal original estd intacto em X,(w), exceto por uma alteragdo de amplitude.
Assim, se for possivel extrair esta parcela de X, (w), obteremos o sinal original.

Podemos extrair a parcela central de X,(w) usando um filtro passa-baixas analdgico ideal com
freqiiéncia de corte entre w,, € ws — wy, € ganho T, conforme mostra a Figura 7.5.

A Xa (w>

X(w—ws) X(w — 2wy)

I I I I »
t t t t »

—w,  -ws/2 0 ws/2 W 2w, w

Figura 7.5: Espectro de um sinal amostrado e a resposta em freqiiéncia de um filtro passa-baixas
ideal para recuperagao do sinal original.

Na saida do filtro teremos o espectro do X(w) e, portanto, o sinal z(t). Para isto basta que
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o espectro X (w) tenha faixa de freqiiéncias limitada a w,, e que w, seja maior que 2w,,. Porém,
ws = 27/T, o que indica que o intervalo de amostragem T deve ser tal que T < 27/2w,,. De outra
forma, T' < 1/2f,,.

Podemos entao assegurar que o sinal original serd recuperado se duas condigoes forem satisfeitas:

1- se z(t) tem faixa de freqiiéncias limitada a wy, rad/s,
2- se
2 . 1
ws>2w, ou T <— ouainda T < —. (7.3)
Caso a condi¢ao ws > 2w,, nao seja respeitada, os espectros deslocados se sobrepoem conforme
mostra a Figura 7.6. Os tragos pontilhados nesta figura representam os espectros deslocados, enquanto
que a linha cheia representa o espectro resultante. Neste caso nao é possivel recuperar o sinal original
continuo no tempo pois o espectro ao redor de zero sofre distor¢ao pela sobreposigao dos seus vizinhos.
A

X, (w)

X(w+ws) X(was)

1
T

Figura 7.6: Espectro de um sinal amostrado com sobreposicao entre os espectros deslocados.

Os sinais na natureza nao apresentam limitagoes precisas de largura espectral. Esta limitacao é
sempre estabelecida através de filtragem do sinal de acordo com especificagoes padronizadas. Por
exemplo, o sinal de voz de telefonia tem, de acordo com padrao internacional, faixa de freqiiéncias
compreendida entre 300 Hz e 3800 Hz, estabelecida através de filtro com especificagoes padronizadas.
Como conseqiiéncia, a freqiiéncia de amostragem é padronizada em 8000 Hz , isto é, sdo tomadas
8000 amostras por segundo. Da mesma forma, o sinal de dudio tem faixa de freqiiéncias limitada a 20
KHz através de filtragem passa-baixas. A taxa de amostragem padronizada é de 44.100 amostras/s.
Por fim, o sinal de video tem faixa de freqiiéncias entre 4,5 MHz e 5,0 MHz e, em geral, a taxa de
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Figura 7.7: Espectro do sinal z(t) = cos(wyt) sem sobreposigao espectral e com sobreposigao.

Podemos entao enunciar o Teorema da Amostragem da seguinte forma.

Um sinal z(t) continuo no tempo é completamente representado por suas amostras colhidas
a intervalos T desde que o espectro do sinal tenha faiza de fregiiéncia limitada a w,, rad/s e
que o intervalo T seja tal que T < T/wy, ouT < 1/2f,,. As amostras representam o sinal
no sentido de que x(t) pode ser recuperado de forma exata. A recuperagdo se faz com um
filtro passa-baizas ideal com ganho T e freqiéncia de corte w, tal que wy, < we < W5 — Wy,
onde ws =27/ T.

amostragem é de 10 Mamostras/s.

Exemplo 7.1

Vamos considerar a amostragem do sinal (t) = cos(wot). Observe que o sinal senoidal
tem faixa de freq limitada a wy rad/s. Logo, o teorema da amostragem serd respeitado
se a freqiiéncia de amostragem w;, for maior que duas vezes wy. A Figura 7.7 mostra o
resultado da amostragem para dois valores da freqiiéncia de amostragem. O primeiro valor
respeita o teorema da amostragem, enquanto que o segundo nao.

Podemos notar que no primeiro caso temos os impulsos nas freqiiéncias +wy e os
demais impulsos ao redor de multiplos de wy, isto é, estes conjuntos de impulsos estao
claramente separados. J4 no segundo caso, os impulsos nas freqiiéncias +(ws; — wg) estao
mais proximos da origem que aqueles em =+ wp. Assim, & primeira vista pode parecer que
estamos tratando de um sinal senoidal na freqiiéncia ws — wy.

Definigao: Taxa de Nyquist = 2w, amostras/s

Definicao: Feqiiéncia de amostragem de Nyquist = 2wy,

7.2.2 Amostragem com pulsos ou amostrador-segurador (sample-hold)

Vamos empregar os resultados da segao anterior para analisar o processo de amostragem conforme
ele é implementado fisicamente.

A amostragem com os circuitos amostradores-seguradores emprega pulsos retangulares periddi-
cos com periodo 7', cujas amplitudes sao condicionadas pelo valor da amostra do sinal no instante
correspondente, conforme mostra a Figura 7.8

Vamos descrever as conseqiiéncias desta forma de amostragem usando os resultados da segao
anterior. Para isto observe que o sinal amostrado z,s(t) pode ser escrito como

00

xas(t) = Z z(t:nT)p(tfnT),

n=-—00
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x(t)

—1

0 T T 2T 3T t

v

Figura 7.8: Amostragem do sinal z(t) através de pulsos retangulares.

onde p(t) descreve um pulso retangular com amplitude unitdria, inicio em ¢ = 0 e final em ¢t = 7.
Observe que o trem de pulsos retangulares pode ser expresso usando a fungdo or(t) da seguinte

forma.
o0

> opt—nT)=p(t)* »_ ot —nT).

n=-—00 n=-—00

Usando este resultado, o sinal amostrado x,s(t) serd

Tas(t) = p(t) x Y x(nT)6(t — nT).
O fator - -
> a(T)o(t—nT) =x(t) > &t —nT)

é o sinal amostrado com a amostragem ideal. Logo seu espectro é conhecido. O espectro de p(t)
também ¢ conhecido. Entdo podemos calcular a transformada de Fourier de z4,(t) como

. 1 &
_ —jwTt/2
Xos(w) = mSa(wr /2)e™? T E X(w — kwy)

k=—00

ou seja,
Xos(w) = mSa(wr/2)e %72 X (w)

Como X,(w) é o espectro que resultou da amostragem ideal, concluimos que o espectro X s(w) é
igual a X, (w) exceto pelo fator multiplicativo representado pela fungéo Sa, conforme mostra a Figura
7.9. O fator e 77/? representa apenas uma componente linear de fase e, portanto, um atraso no
tempo.

Podemos entao colocar as seguintes observagoes:

1- O espectro X,s(w) possui as versdes deslocadas do espectro do sinal original, porém nao é
periédico.

2- Os espectros deslocados estao multiplicados pelo fator 7Sa(w7/ 2)6’7W/ 2. Logo, como esta curva
varia com a freqiiéncia , estes espectros estdo deformados.

3- A deformacao causada pelo fator multiplicativo pode ser corrigida passando o sinal amostrado
por um equalizador com uma resposta em freqiiéncia igual ao inverso do fator multiplicativo, ou seja,

1

KT

Observe que o fator exponencial e=“7/2 nao precisa ser corrigido por representar apenas um atraso.
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_1Sa(wt/2)

Sl

Figura 7.9: Espectro gerado pela amostragem ideal e o fator multiplicativo devido & amostragem por
pulsos retangulares.

4- O sinal resultante da corregao da distorgao é idéntico aquele que é obtido com a amostragem
ideal. Logo, é regido pelo teorema da amostragem.

O equalizador para corre¢ao da distorgao produzida pelo fato de usarmos pulsos retangulares e
nao impulsos, é conhecido como filtro 1/[sen(x)/x] e faz parte de todos os sistemas de recuperagio
de um sinal continuo no tempo a partir de suas amostras nos sistemas praticos.

Observe, por fim, que, conforme mostra a Figura 7.10, este equalizador atua apenas na faixa
correspondente ao filtro passa-baixas ideal para recuperacao do sinal continuo. Também, é usual
associar o equalizador e filtro ideal em um tnico sistema, resultando na resposta mostrada na Figura
7.10.

Heg(w)

[e=]

~ws/2 ws/2 w

Figura 7.10: Resposta em freqiiéncia de um equalizador para corrigir a distorgao provocada pela
amostragem com pulsos retangulares e simultaneamente filtrar o sinal amostrado para recuperagao
do sinal continuo.

7.2.3 Processo de recuperacao no dominio do tempo

Vamos analisar o processo de recuperagao do sinal continuo usando as ferramentas do dominio do
tempo, reproduzindo o processo elaborado no dominio da freqiiéncia.
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O processo de recuperacao consiste em filtrar o sinal amostrado com um filtro passa-baixas ideal
com freqiiéncia de corte wg/2 e ganho T, ou seja,

X(w) = Xo(w)Hpp(w).

No dominio do tempo temos

Lembrando que

zo(t) =a(t) > ot —nT)= > a(nT)s(t—nT),
e que
wsT wst
h, 1) = s p s i
wlt) = 5 5a (%)
temos -
z(t) = Z x(nT)d(t — nT) * w T Sa wil .
= 2m 2
Lembrando que ws; = 27 /T e realizando a convolugao resulta finalmente
> ws(t —nT)
- T ALY 4
x(t) n;m x(nT) Sa { 5 } (7.4)

Esta expressao mostra que o sinal original z(¢) pode ser expresso como uma combinagdo linear
de fungoes Sa(t) deslocadas e ponderadas pelas amostras de z(t). Esta expressio é conhecida como
férmula de interpolagao de um sinal ¢ tem aplicagoes praticas.

A Figura 7.11 mostra um exemplo do processo de composi¢ao do sinal z(t) através da férmula de
interpolagao.

Observe que as fungdes Sa(t) estdo deslocadas de T entre si e que todas cruzam por zero no ponto
de méximo de cada fungao deslocada. Portanto, todas as fungoes deslocadas nao interferem sobre
estes pontos de méximo. Dado que a amplitude destes maximos sao os valores correspondentes das
amostras do sinal, estes maximos ja apresentam a amplitude correta para a representagao do sinal
continuo nos instantes n7". Fora destes instantes, as amplitudes do sinal continuo sao formadas pela
soma de todas as fungbes Sa(t) deslocadas.

7.3 Seqiiéncias

Vamos definir aqui o conceito de seqiiéncia conforme usualmente empregado no processamento de
sinais discretos.

Neste contexto, uma seqiiéncia representa uma lista ordenada de nimeros. A ordem é indicada
por uma variavel de contagem, como se faz para a representagao de dados armazenados na memoria
de um computador usando uma variavel indexada.

As amostras z(nT') de um sinal z(¢) podem ser representadas por uma seqiiéncia de nimeros x[n].
O intervalo de amostragem 7" nao é explicitado no ambito de uma seqiiéncia, por conveniéncia.

Podemos interpretar os niimeros z[n] como uma varidvel indexada que contém o valor da amostra
correspondente.

Esta notagao para seqiiéncias é adequada para a representagao das amostras em um computador,
como, por exemplo, quando as amostras estdao armazenadas em memoéria. Também, é uma notagao
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Figura 7.11: Iustracao do processo de reconstrugdo de um sinal continuo a partir de suas amostras.

coerente com aquela usada nos capitulos iniciais. Com isto, por exemplo, a operagao de convolugao
entre duas seqiiéncias de amostras x(nT) e h(nT'), que seria escrita como

y(nT) = Z x(KT)h(nT — kT,
k=—o00
passa a ser escrita como
yln) = Y a[khln k).
k=—o00

7.4 A transformada de Fourier dos sinais discretos

A auséncia do parametro T nas expressoes envolvendo seqiiéncias motiva a definigdo de um nova
expressao para a transformada de Fourier a ser utilizada no contexto das seqiiéncias.

Vimos que o sinal resultante da amostragem ideal de um sinal continuo z(¢) com intervalo T" entre
amostras ¢ escrito como

oo

zo(t) =a(t) > d(t—nT)= > x(nT)s(t—nT).

n=-—00 n=—00
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Lembrando que ${d(¢)} =1 e usando a propriedade do deslocamento no tempo temos:

Xo(w) = Z z(nT) exp(—jwTn); para amostras. (7.5)

n=-—oo
Partindo desta expressao definimos a transformada de Fourier para seqiiéncias como

X(Q) £ Z z[n] exp(—jQn); para seqiiéncias, (7.6)
onde
Q=wl ou Q=2rfT. (7.7)

A varidvel continua €2 é igual a freqiiéncia em radianos por segundo normalizada pelo intervalo
de amostragem 7T associado ao processo de amostragem. Quando tratamos com seqiiéncias que nao
decorrem de um processo de amostragem, podemos considerar 7' = 1. Denominamos 2 de freqiiéncia
angular normalizada da representagao discreta no tempo ou, conforme alguns autores, radianos por
amostra.

A condigao suficiente para a convergéncia uniforme da transformada de Fourier X (Q) é dada por:

oo

IX@)=| Y aln]exp(=jQn)| < D |a[n]| < oo,

n=—oo n=-—0oo
o que implica em

o)
S el < o0, (78)
Vimos que a transformada de Fourier X,(w) de um sinal amostrado é periédica com periodo
ws = 27/T. A transformada de Fourier X (2) também ¢ periédica com perfodo 2, = w,T = 27, ou
seja,
X(Q) =X(Q+k27m); K inteiro. (7.9)

A Figura 7.12 mostra a comparagao entre os eixos de freqiiéncia para f, w e Q e a Figura 7.13
mostra a relacao entre os espectros de freqiiéncias de um sinal analdgico, da transformada de Fourier
de suas amostras e da transformada de Fourier da seqiiéncia correspondente. Em geral desenhamos
o espectro X (f2) apenas no intervalo —m < Q < 7 ou 0 < < 27, devido a sua periodicidade com
periodo 2. Adicionalmente, para o caso particular de seqiiéncias reais, onde o espectro de amplitude
possui simetria par e o espectro de fase possui simetria {fmpar, é comum representarmos o espectro
apenas no intervalo 0 < ) < 7.

AT 0 1T f(Hz)
-2n/T 0 2n/T o(rad/s)
-2n 0 2n Q(rad)

Figura 7.12: Comparagao entre eixos de freqiiéncias.
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Por fim ¢é importante perceber que a transformada de Fourier para seqiiéncias ou sinais discretos
é um caso particular da transformada de Fourier estudada no Capitulo 5. Isto porque a expressao
(7.6) descreve a transformada de Fourier usual de um sinal. Neste caso o sinal é composto por uma
seqiiéncia de impulsos e, portanto, é discreto no tempo. Porém, a transformada empregada é aquela
definida no Capitulo 5 e, assim, o resultado desta operacao é o espectro usual de Fourier.

Esta conclusao indica que todas as propriedades estudadas no Capitulo 5 sao vdlidas para
a transformada de Fourier para os sinais discretos.

Portanto, nao estudaremos as propriedades da transformada de Fourier para seqiiéncias.

X
1 (@)
a)
-, ‘0 [0 0)7
F X(0)
b) T
20T 0, |0 o, 20T o
AX
Q
c) 1T @
-2n -o,T |0 o,T 2n Q

Figura 7.13: Comparagao entre espectros de freqiiéncia: a) sinal continuo, eixo w; b) sinal com
amostragem ideal, eixo w; ¢) seqiiéncia correspondente, eixo normalizado €.

7.4.1 Transformada inversa
Vamos mostrar que a transformada inversa de um espectro X (£2) ¢ dada por:

2w
xMz%/X@MMM. (7.10)
0

Para tanto, temos:
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27 27 ..
/X(Q)ej“"dﬂ = / > afkle e man (7.11)
0 0 k=-co

.. 27
> alk] / SR Q.
0

k=—o0c

Mas:

27
(e 0; k#n
J(n—k)Q _ )
/ ¢ d<d { 2m; k=n.
0

Portanto, usando esta dltima igualdade na expressdo (7.11) teremos finalmente a expressdo de
(7.10).

7.5 Calculo da transformada de algumas seqiiéncias

Vamos calcular o espectro de freqiiéncias normalizadas de algumas seqiiéncias importantes.

1- seqiiéncia impulso unitaria

3[n) £ { (1) . 2 gf (7.12)

A transformada de Fourier desta seqiiéncia é calculada como:

oS}

X)) = Z x[n] exp(—jin)

n=-—00

= Z d[n] exp(—jn).

n=-—00

Dali resulta :

X(Q) = 1. (7.13)

A Figura 7.14 apresenta o espectro de freqiiéncias discreto desta seqiiéncia. Este é constante ao
longo do eixo normalizado de freqiiéncias, da mesma forma como o espectro da fungao Delta de Dirac.

2- seqiiéncia degrau unitario

uln] = { 0, n < 0: (7.14)

Dado que:
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b X(Q)

. 0 bis Q

Figura 7.14: Espectro de freqiiéncias da seqiiéncia impulso unitario.

nao existe a transformada de Fourier.

3- seqiiéncia retangular
N ,0<n<N-1;
rwln] = 0, c.c.

A transformada de Fourier de ry[n] é calculada da seguinte forma:

o)

Rn(Q2) = Z rn[n] exp(—jQn)

n=-—00

—_

=3 exp(—jom),

n=|

ou seja, temos a soma de uma progressao geométrica com razao exp(—jQ). Lembrando que tal soma
é dada por:

elementoinicial — elemento final X razao

S = 7.16
1 — razao ’ (7.16)

podemos escrever:

1 — eiNO
RN(Q2) = T (7.17)
Esta expressao pode ainda ser alterada da seguinte forma:
e—iNQ/2 (ejNQ/Q _ e—jNQ/Z)
RN(Q) = G = - 3
€12 (ei%2 — ¢=i9/2)
de onde resulta

Ry (Q) = ¢ /N-1e/2 M (7.18)

sen (Q2/2) °

Os espectros de amplitude e de fase associados a transformada de Fourier desta seqiiéncia para o
caso de N = 7 estao mostrados na Figura 7.15.

Observamos pelo gréifico de magnitude que Ry (€ = 0) = N, o que também pode ser comprovado
aplicando a regra de 1 "Hopital para o célculo do valor de Ry (€2) em © = 0. Observamos ainda que
no intervalo 0 < Q < 27 existem seis cruzamentos por zero nos pontos 2wk/N; k = 1,2, ...,6. Tais
cruzamentos sdo marcados pelas descontinuidades da derivada de |Ry(2)| e pelos saltos da resposta
de fase nos pontos correspondentes, saltos estes com amplitude de 7, indicando, cada um deles, uma
inversdo da polaridade da fun¢ao Ry(€2).
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[P N

[R@)I

T IS

0 /2 m 3n/2 Q

a)

arg{R(Q)}(rad)

/2 T 3n/2 Q
b)

Figura 7.15: Espectro de freqiiéncias da seqiiéncia retangular com N = 7.
4- seqiiéncia exponencial real

z[n] = a"u[n], a = constante real e |a| < 1. (7.19)
Esta seqiiéncia desempenha um papel bastante destacado no processamento de sinais discretos,
em particular na andlise de sistemas lineares.
Com base na expressao (7.16), podemos facilmente deduzir que a transformada de Fourier desta
seqiiéncia é dada por:
B 1
T 1—ae

As Figuras 7.16 e 7.17 apresentam dois exemplos de curvas associadas & fungdo espectral em (7.20).

X(Q) (7.20)
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Figura 7.16: Espectro de freqiiéncias normalizadas para a seqiiéncia x[n] = a™u[n] com a = 0, 8.

6 T T T
S
=
1 T T T
0,5
<
< 0
N
-0,5

0 /2 ™ 3 /2 O 2

Figura 7.17: Espectro de freqiiéncias normalizadas para a seqiiéncia z[n| = a™u[n] com a = —0, 8.
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CALCULO DA TRANSFORMADA DE ALGUMAS SEQUENCIAS

Exemplo 7.2

Vamos tratar da propriedade da convolugao no tempo no contexto da transformada
para seqiiéncias.

Suponha a convolugao
oo

yln] = Y alklhfn — k).

k=—00

Vamos calcular a transformada de Fourier para seqiiéncias desta relagao.

Y@ = Y { > x[k]h[nk]}emn

= Z x[k]{ Z h[n—k]em”}
= > alk]H(Q)e

= H(Q) > alkle’™

= HQ)X(Q).

Este resultado confirma a propriedade da convolugao no tempo.

Exemplo 7.3
Vamos tratar da propriedade da convolucao na freqiiéncia no contexto da transformada
para seqiiéncias.
Suponha o seguinte produto de seqiiéncias
y[n] = x[n]hn].

Vamos calcular a transformada de Fourier para seqiiéncias deste produto.

o)

Y(Q) = Y anlhn]e ™"
= Z {%/0 7rX(oz)ejo””daz} hl[n)e~ 7
= % | wX(oa) {nzooh[n]ej (Q“)”} do
1 2m

=% X(a)H(Q — a)da.
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Este resultado confirma a propriedade do produto no tempo associado a convolucao
em freqiiéncia.

Observe que a convolugao neste caso é realizada apenas em um periodo dos espectros
periddicos. O resultado desta convolugao é periédico com periodo 2.

7.6 Filtros discretos no tempo

As Figuras 7.18 até 7.21 mostram as caracteristicas do filtros discretos ideais. Observe que elas sdo
idénticas aquelas dos sistemas continuos exceto pela periodicidade da resposta em freqiiéncia. Dado
que a resposta ao impulso de um sistema discreto é uma seqiiéncia, sua transformada gera uma fungao
de transferéncia periddica.

Filtro passa-baixas ideal - Figura 7.18

Figura 7.18: Resposta em freqiiéncia de um filtro discreto ideal passa-baixas.

O filtro seleciona as freqiéncias ao redor de 2 = 0, até Q@ = Q.. E importante observar que as
altas freqiiéncias estao ao redor de Q0 = m, uma vez que a periodicidade no eizo Q faz com que ao
redor de Q) = 27 tenhamos o mesmo contetido espectral da regidgo ao redor de £ = 0.

Filtro passa- altas ideal - Figura 7.19

Hpa(Q)

-2n T Qg ‘ 0 T[ 2n Q

Figura 7.19: Resposta em freqiiéncia de um filtro discreto ideal passa-altas.
Neste caso o filtro seleciona as altas fregiiéncias ao redor de Q) = w. Sua freqiiéncia de corte ocorre

em Q = Q..

Filtro passa-faixa ideal - Figura 7.20
O filtro passa-faiza seleciona as freqiiéncias na faiza que vai desde Qn até Q.

Filtro rejeita-faixa ideal - Figura 7.21
O filtro rejeita-faiza elimina as freqiiéncias na faiza que vai desde Qe até Q..
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pr(Q)
-2‘7[ 'T‘t Qo Qg ‘0 Qo Qpp ‘T[ éﬂ Q'

Figura 7.20: Resposta em freqiiéncia de um filtro discreto ideal passa-faixa.

A
HA(Q)

T Qe Qe o Q

el Qco T 2n Q

Figura 7.21: Resposta em freqiiéncia de um filtro discreto ideal rejeita-faixa.

7.7 Processamento discreto de sinais

Vamos analisar um exemplo que ilustra a relacao entre um processamento analdgico e um discreto. A
Figura 7.22 apresenta todos os passos, a nivel de espectros, de um processamento discreto que produz
uma acao equivalente a uma filtragem passa-baixas com um filtro analégico ideal com freqiiéncia de
corte Q.. Portanto, o processamento discreto é equivalente ao processamento realizado por um filtro
analégico com freqiiéncia de corte Q. = w./T.

Podemos observar que esta freqiiéncia de corte equivalente depende da freqiiéncia de corte 2. do
filtro discreto e do intervalo de amostragem 7. Assim, temos dois mecanismos para alterar o valor da
freqiiéncia de corte analégica de modo a poder eventualmente ajusta-la a cada nova situagao pratica:
variando €2, ou variando 7. Como estes dois mecanismos sdo mais simples que reprojetar e reconstruir
um filtro anal6gico, concluimos que o equivalente discreto ainda oferece a vantagem de flexibilidade
de ajuste deste parametro.

Outra questao que decorre do exemplo é que a filtragem passa-baixas permite que aceitemos um
certo grau de sobreposicdo entre os espectros deslocados da Figura 7.22b) sem que isto implique em
deformagao do sinal y,.(t). Basta que o intervalo de amostragem T seja escolhido de forma que

2
% —wm > Q/T.
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X(®)

v

20T T O 0 op T 2T

(b)

A
X(©)
/T

T
-2n -1 o, T 0 o, T = 2n Q

'm

A
H(Q)

(d)

Figura 7.22: Etapas de processamento discreto de um sinal: a) espectro do sinal continuo; b) espectro
do sinal amostrado; ¢) espectro da seqiiéncia correspondente; d) filtro passa-baixas discreto. Continua
na proxima pagina.
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t vy x[n] yin]
e >
T
: : ‘ ‘ > yln-1]
2n -1 -Q, 0 Q b3 2n Q
ay[n-1]
(e)
N Figura 7.23: Representacao de um sistema definido por y[n] = z[n] + ay[n — 1].
Y, (@), H(w)
T
UT A resposta impulsiva é dada por
woooe eessse h[n}:anu[n]7
| ! | > ou seja, é a seqiiéncia exponencial.
-2n/T wWT T 0 QT T 2n/T © A transformada de Fourier de h[n] é a fungdo de transferéncia do sistema discreto
e tem o formato ilustrado nas Figuras 7.16 e 7.17. Podemos observar que o sistema se
® comporta como um filtro passa-baixas discreto quando adotamos a = 0, 8, , enquanto que
4 Y.0) para a = —0, 8 o sistema se comporta como um filtro passa-altas.
T (0]
1
-Q/T |0 QJT o
(&

Figura 7.22: Etapas de processamento discreto de um sinal: a) espectro do sinal continuo; b) espec-
tro do sinal amostrado; c) espectro da seqiiéncia correspondente; d) filtro passa-baixas discreto; e)
espectro da seqiiéncia apés o filtro passa-baixas; f) filtragem para recuperacao do sinal continuo; g)
espectro do sinal continuo recuperado.

Exemplo 7.4

Vamos considerar a equagao a diferencas linear com coeficientes constantes

y[n] = z[n] + ayln — 1], a = real

a qual pode ser associada a um sistema com a seqiiéncia de célculos ilustrada na Figura

7.23.

Observe que este sistema tem uma realimentac¢ao com ganho a.

Vamos calcular a saida para o caso particular em que z[n] = d[n], ou seja, vamos
calcular a resposta ao impulso deste sistema. Neste caso, a saida y[n] = h[n]. Vamos

supor que o sistema estd no estado inicial nulo, isto é, sua meméria esté zerada. Com isto
temos h[n] =0 ,n < 0.
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7.8 Exercicios

1. Um sinal z(¢), continuo no tempo e real, é univocamente determinado por suas amostras quando
a freqiiéncia de amostragem é w, = 10.0007. Para quais valores de w o espectro de z(t) é, com
certeza, nulo? Justifique.

2. Suponha que um sinal continuo s(t) é filtrado por um filtro passa-baixas ideal com freqiiéncia
de corte w, = 10007, gerando um sinal z(¢) na sua saida. Suponha que z(t) serd amostrado
com intervalo T entre amostras. Quais dos seguintes valores de T garantem que z(¢) podera ser
recuperado sem erros a partir das amostras?

a)T=05x10"3 b)T=2x10"% ¢ T=10"

3. A freqiiéncia minima de amostragem de um dado sinal que garante a recuperacao sem erros é
denominada de freqiiéncia de Nyquist. Determine a freqiiéncia de Nyquist para os seguintes
sinais:

a) z(t) = 1+c0s(2.000mt) +sen(4.000mt),  b) x(t) = sen(4.000mt)/xt,  c) (sen(4.0007t)/wt)?

4. Um sinal z(t) tem freqiiéncia de Nyquist igual a wp. Determine a freqiiéncia de Nyquist dos
sinais a seguir.

a) y(t) = =(t) +=(t = 1), Db)y(t) = » Q) =22(t),  d)y(t) = 2(t) cos(wot).

5. Seja um sinal z(t) com freqiiéncia de Nyquist igual a wp. Seja y(t) = z(t)p(t — 1), onde

o]

p(t) = Z (t—nT), eT < 2m/wy.

n=-—00

Especifique as restri¢oes para as respostas de amplitude e de fase de um filtro que ao receber o
sinal y(t) na entrada, fornece z(t) na saida.

6. Dois sinais continuos no tempo z;(t) e x2(t) sdo multiplicados entre si como mostra a Figura
7.24, produzindo o sinal y(t).

x(t) ﬁ p(t)
y(®) )

Xz(t)

Figura 7.24: Sistema de amostragem.

O sinal y(t) ¢ multiplicado pelo sinal p(t) = > 72 8(¢t — kT) resultando no sinal s(t). Suponha
que z1(t) e z2(t) tém faixa de freqiiéncia limitada a w; e wy, respectivamente. Determine o valor
méximo para 7' de forma que y(t) possa ser completamente recuperado a partir de s(t).
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7. Demonstre quais das afirmacgoes a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas.

a) O sinal z(t) = u(t+Tp) —u(t—Tp) pode ser amostrado sem que ocorra superposi¢do espectral
desde que o intervalo de amostragem 7' < 27j.

b) O sinal z(t) com transformada de Fourier X (w) = u(w +wp) — u(w — wp) pode ser amostrado
sem que ocorra superposicao espectral desde que o intervalo de amostragem T < 7 /wy.

¢) O sinal z(t) com transformada de Fourier X (w) = u(w) — u(w — wp) pode ser amostrado sem
que ocorra superposigao espectral desde que o intervalo de amostragem T < 27 /wy.

8. Dois sistemas S; e Sy foram propostos para implementar um filtro passa-baixas ideal com
freqiiéncia de corte w. = /4. O sistema S; estd especificado na Figura 7.25a), onde S, provoca
a insercao de uma amostra nula apds cada amostra de sinal e S, elimina uma amostra a cada
duas amostras de sinal. O sistema Sy estd especificado na Figura 7.25b).

Demonstre se os dois sistemas propostos implementam o filtro desejado.

FPB discreto ideal
x[n] ——»| S, » com freq. de corte » S, > y[n]
n/8

a)

FPB discreto ideal FPB discreto ideal
x[n] —»| S » com freq. de corte » S, » com freq. decorte | ——» y[n]
/2 /2
b)

Figura 7.25: Dois sistemas propostos para a implementacao de um filtro discreto ideal passa-baixas.

9. Um sinal z(t) sofre uma amostragem ideal e gera o sinal discreto z,(t) = > oo x(nT)d(t —

n=—00
nT), T =10"%. Demonstre para cada caso a seguir, se o sinal z(t) pode ser recuperado sem
erros.

a) X(w) =0, |w|> 50007.

b) X(w) =0, |w| > 150007

¢) Re{X(w)} =0, |w|>50007.

d) z(t) real e X(w) =0, |w| > 50007.
e) z(t ) real e X(w) =0, w < —150007.
f) X(w)* X(w) =0, |w| > 150007

g) | X (w )|—0 w > 50007.
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10. Seja y(t) = z1(t) * 22(¢) onde X (w) =0, |w| > 10007 ¢ Xo(w) =0, |w| > 20007. O sinal y(t)
é amostrado com perfodo T. Especifique a faixa de valores de T' que asseguram que y(t) pode
ser recuperado sem erros.

11. Um sinal z(t) com faixa de freqiiéncias limitada a wy, rad/s é multiplicado por um trem de
pulsos retangulares p(t) = > oo r.(t —nT), r,(t) = u(t) — u(t — 7), gerando um sinal y(t).

Calcule e esboce o espectro do sinal y(¢). Demonstre quais as condi¢des para que o sinal x(t)
possa ser recuperado a partir de y(t).

12. Um sinal z(t) complexo e continuo no tempo tem o espectro mostrado na Figura 7.26. Este
sinal ¢ amostrado produzindo z[n] = z(nT).

X(w)

‘ 0 [} ®, [0)

Figura 7.26: Espectro de um sinal genérico complexo.

a) Esboce X (Q) para T = 7/ws.

b) Supondo que wy = 2wi, qual é a menor freqiiéncia de amostragem sob a restri¢ao que x(t)
possa ser recuperado de x[n]?

¢) Desenhe um diagrama de blocos de um sistema que recupera z(t) nas condigoes do item b).

13. O sinal z(¢), com o espectro mostrado na Figura 7.27, é amostrado com T = 27 /w;, gerando

X(w)

20, ,

Figura 7.27: Espectro de um sinal genérico.

a) Esboce X ().

b) Desenhe um diagrama de blocos de um sistema que recupera z(t) a partir de z[n].

14. Um sinal z(t) com faixa de freqiiéncias limitada a 10 KHz é amostrado a uma taxa de 40.000
amostras/s gerando a seqiiéncia xz[n].

a) Esboce X (Q).

15.
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b) Esboce a resposta de amplitude de um filtro discreto passa-baixas ideal que, atuando sobre
z[n], produza uma limitagao de faixa equivalente & de um filtro analégico passa-baixas ideal
com freqiiéncia de corte igual a 8KHz.

c¢) Esboce Y(€) na saida do filtro do item b).

O sistema padronizado pela ITU para a avaliagao objetiva de qualidade de dudio realiza um
processamento que se inicia com uma amostragem do sinal continuo a ser analisado. Suponha
que a taxa de amostragem é 45 Kamostras/s.

a) Supondo que o sinal de dudio tem faixa limitada a 20 KHz, esboce o espectro de freqiiéncias
do sinal amostrado (eixo w) e da seqiiéncia resultante (eixo Q).

b) O sinal amostrado é submetido a um filtro discreto passa-baixas ideal que limita o espectro
em uma freqiiéncia correspondente a 18 KHz. Especifique este filtro passa-baixas no eixo €2,
fornecendo a freqiiéncia de corte. Esboce o espectro da seqiiéncia resultante.

¢) O espectro da seqiiéncia resultante da filtragem passa-baixas do item anterior é dividido em
40 faixas de freqiiéncias através de filtros discretos passa-faixa cobrindo o espectro na regiao
correspondente a faixa de zero até 18 kHz. Suponha que os filtros sao ideais e que as faixas sao
de mesma largura. Esboce a resposta de amplitude dos filtros, especificando as freqiiéncias de
corte.




Capitulo 8
A Transformada Z

8.1 Introdugao

8.2 Transformada Laplace

Seja s = 0 + jw, uma varidvel complexa definida no plano complexo s.

Definigao: a transformada de Laplace unilateral de uma fungéo z(t) é definida como

L{z(t)} = X(s) 2 /000 x(t)e " dt. (8.1)

para valores de s onde a integral converge.

A varidvel s = 0 4+ jw, quando tomada no eixo vertical ¢ = 0, se torna semelhante a varidvel da
transformada de Fourier. Também, a integral da transformada de Laplace para ¢ = 0 se torna igual
a de Fourier. Porém, a transformada de Laplace se aplica apenas ao intervalo 0 < ¢t < oo. Assim, por
exemplo, ela nao pode calcular a transformada de cos(wpt), uma vez que esta funcgdo seria tratada
como se fosse cos(wot)u(t).

Enquanto que a transformada de Fourier se mostra mais apropriada para a andlise de sinais e da
resposta de sistemas em regime estacionario, a transformada de Laplace é mais interessante para a
andlise do comportamento dos sistemas lineares e para a sua sintese.

Exemplo 7.1

Vamos calcular a transformada de Laplace de z(t) = e~ “u(t).

X(s) = / e~ e st ds
0

00
/ 6—(a+s)t ds
0

Re(s +a) > 0.
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Observe que a transformada do exemplo s6 existe para os valores de s onde Re(s) >
Re(—a). Dizemos entdo que a a Regido de Convergéncia da transformada de z(t) =
e %u(t) é o > Re(—a).

O conceito de regiao de convergéncia é importante para a transformada e uma trans-
formada somente estard completamente especificada se fornecermos o funcional em s e sua
regiao de convergéncia.

Exemplo 7.2

Vamos calcular a transformada de Laplace de x(t) = cos(wot)u(t).

o]
X(s) = / cos(wot) e~ ds
0
o0 00
= 0,5/ e’(s’j“’O)”ds+O,5/ e~ (W)t g
0 0
0,5 0,5 s

- — = — 53 o0>0.
§—Jwy S+ Jwo ST+ wp
Observe que este resultado quando particularizado para o = 0, ndo é igual a transfor-
mada de Fourier de z(t) = cos(wot)u(t). Logo, nao é vélido dizer que a transformada de
Fourier é um caso particular da transformada de Laplace.

8.2.1 Propriedades

1. Linearidade

L{ay(t) + 2o(t)} = L{za(t)} + L{xa(t)}

2.
L{z(t)e ™} = X(s+a)
3. IX(s
L{tafr)) = 220
Portanto,
_a X (s)

4. Se y(t) = dx(t)/dt, entdao Y (s) = sX(s) — z(0).
5. y(t) = z(t) * h(t) — Y (s) = X (s)H(s)

6. x(t —7) — X(s)e™*"
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8.3 A transformada Z

Sabemos que a transformada de Fourier transforma uma seqiiéncia z[n] em uma fungao continua X (£2)
periddica com periodo 27 e que normalmente é representada no eixo €2 das freqiiéncias normalizadas,
conforme ilustrado na Figura 8.1a.

Vamos agora tomar o plano complexo com a varidvel independente z conforme mostrado na Figura
8.1b.

4 Im(z)

(b)

Figura 8.1: Espagos de representagio de transformadas: a) Fourier no eixo linear Q; b) Fourier na
circunferéncia de raio unitario do plano complexo Z.

Neste plano destacamos a circunferéncia de raio unitdrio (CRU) e denominamos seus pontos de
z = exp(j§?). Podemos interpretar esta circunferéncia como uma versdo circular do eixo normali-
zado de freqiiéncias para a representagao da transformada de Fourier. Com isto, cada periodo 27 é
representado por uma volta na circunferéncia. Podemos entao escrever

e} oo

S{afnl} = Dzl = Y ap" (8.2)

n=-—00 n=-—o0 z = ejQ.

A expressdo (8.2) permite interpretar a transformada de Fourier como um caso particular de uma
transformada envolvendo a varidvel z, a qual toma valores em todo o plano complexo. Definimos
entdo a transformada Z de uma seqiiéncia x[n] como

X(2)=Z{z[n)} £ > zln]z " (8.3)

E evidente que podemos interpretar a transformada de Fourier como um caso particular da trans-
formada Z, fazendo z = exp(j§2). Porém, podemos ainda estabelecer outra relagao entre estas trans-
formadas. Fazendo z = rexp(j{2) na expressao (8.3), obtemos

oo

X(z) = Z z[n)r eI =

n=-—00

= S{znlr},
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ou seja, a transformada de z[n] pode ser interpretada como a transformada de Fourier da seqiiéncia
x[n] multiplicada por r~" onde r = |z|.

8.3.1 Regioes de convergéncia da transformada Z
A transformada Z de uma seqiiéncia z[n] ¢ definida apenas para os valores de z tais que

o0
Z |z[n]z""] < oo,

n=—00

ou seja, onde

Z lzln]z] = Z |z[n)r—e %] = (8.4)

n=-—o00 n=-—00

oo

Z [zn)r™] < oo .

n=-—00

Dizemos entao que a transformada existe nos pontos z onde a série x[n]z"" converge de forma
uniforme. Os pontos onde ocorre a convergéncia definem a Regido de Convergéncia (RC) da trans-
formada.

Como a regiao de convergéncia depende apenas de r = |z, se existe a convergéncia para z = z1,
entdo haverd a convergéncia para todos os pontos z tais que |z| = r, ou seja, haverd a convergéncia
numa circunferéncia de raio r centrada na origem do plano Z. Como, por defini¢ao, ndo pode haver
pontos de divergéncia no interior de uma regiao de convergéncia, podemos afirmar que as regioes
de convergéncia sao delimitadas por circunferéncias, ou seja, sdo sempre o exterior ou o interior de
uma circunferéncia, ou ainda, um anel definido por duas circunferéncias. A Figura 8.2 ilustra estas
situagoes.

4 Im(z)

pontos de
_w divergéncia

A
|

Figura 8.2: Exemplos de regioes de convergéncia.

Como decorréncia da definigdo da transformada Z, podemos ainda extrair duas outras proprieda-
des.

Sabemos que a transformada de Fourier de uma seqiiéncia é igual a transformada Z desta seqiiéncia
calculada na CRU. Por outro lado, a transformada Z sé existe na regiao de convergéncia correspon-
dente. Logo:




8.3. A TRANSFORMADA Z 159

A transformada de Fourier de uma seqiiéncia existe se e somente se a regiao
de convergeéncia da transformada Z correspondente contiver a CRU

A série de poténcias na defini¢ao da transformada é uma série de Laurent, a qual apresenta uma
série de propriedades importantes. Uma delas é que a fungéo resultante X (z) é analitica, ou seja, é
continua e possui todas derivadas também continuas. Portanto, como decorréncia desta propriedade,
a transformada de Fourier X (§2) de uma seqiiéncia, se existir, é continua com derivada continuas.

Vamos agora analisar alguns exemplos de calculo da transformada Z:

Exemplo 7.3

Seja x[n] = cos(nfly), —oo < n < co.

Nao existe a transformada Z desta seqiiéncia pois nenhum valor de r em (8.4) assegura
a convergencia uniforme da série associada. Se tomarmos r < 1, a soma divergird para
n — 00. Da mesma forma, se r > 1 a soma divergird para n — —oo. Logo, nao existe a
transformada de seqiiéncias senoidais. Pelo mesmo motivo nao existe a transformada da
seqiiéncia exponencial complexa.

Exemplo 7.4

Seja z[n] = u[n].

Il
7

a qual é uma soma de infinitos termos de uma progressao geométrica. Lembrando que
tal soma converge somente quando a razao tem valor absoluto inferior a 1, isto é, quando
|271] < 1, podemos escrever:

=1 |z| > 1, (8.5)

ou

X(z) = ; z| > 1. 8.6
(=22 (3.6)

Podemos notar que X(z) tem um zero em z = 0 e um pélo em z = 1, conforme
ilustrado na Figura 8.3. Também, a regiao de convergéncia é o exterior da CRU. Assim,
nao existe a transformada de Fourier de u[n].
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Im(z)

regido de
convergéncia

Figura 8.3: Pdlos, zeros e regiao de convergéncia para X (z) = z/(z—1); |z] > 1; “07 — zero;“x” —
polo.

As transformadas mais importantes para o processamento digital de sinais sdo aquelas descritas
pela relagao entre polindomios, ou seja, descritas por fungoes racionais:

P(z)
Q(2)
Tais fungoes estao associadas a sistemas lineares invariantes com o deslocamento descritos por equa-
¢oes a diferencgas lineares e com coeficientes constantes.

As raizes de P(z) e Q(z) sdo os zeros e os pdlos, respectivamente, da transformada. Sabemos
que a série associada a transformada Z nao converge nos pélos. Logo, a regido de convergéncia nao
contém pdlos e, na verdade, é delimitada pelos pdlos.

X(z) = ; P(2) e Q(#) polinémios em z.

Exemplo 7.5

Seja z[n] = a™u[n] ; |a| = constante.
(o)

Z z[n|z™"

n=-—o00

o0

E a"z ",
n=0

de onde resulta, apds somarmos os termos da progressao geométrica,

X(2)

1
X(z) = Ppp— L |z] > |a] . (8.7)

1—

Neste caso temos um zero em z = 0 e um pdlo em z = a. A regido de convergéncia é
o exterior da circunferéncia de raio |a] .

Podemos perceber que a situacao do Exemplo 4.2 é um caso particular deste, quando
fazemos a = 1. Dependendo do valor de a, poderemos calcular a transformada de Fourier
da seqiiéncia z[n] = a"u[n]. Esta transformada existird se a regido de convergéncia de X (z)
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contiver a CRU. Assim, a transformada de Fourier existird para |a| < 1 e serd descrita

como
X(Q) = ! ; 1
@)=t <1
Exemplo 7.6
Seja agora x[n] = —a™u[—n — 1] , |a] = constante.
X(z) = Z xz[n]z™"
n=—00
-1
—_ Z anz—n;
n=-—o0

de onde obtemos, apds a soma dos temos da progressao geométrica,

1
X(z) = {1 bara |z] < |a] . (8.8)

Comparando as expressoes (8.7) e(8.8), podemos perceber que a expressao algébrica para X (z) é
a mesma nos dois casos e que as transformadas se diferenciam apenas quanto as regices de conver-
géncia. Os Exemplos 4.3 e 4.4 sdo classicos pela importancia das seqiiéncias envolvidas e também por
evidenciar a importancia da definigao e explicitagao da regiao de convergéncia de uma transformada
7.

Exemplo 7.7
. 1 -1\"
Sejam x1[n] = (?"u[n] e xa[n] = = uln].
1 1
Xi(2) = 177%2,1 para [z| > 5
1 —1
Xo(z) = @ para |z| > ?‘

Seja agora y[n] = x1[n] + za[n] = (3)"u[n] + (%l)nu[n].
Como a transformada Z ¢é linear em termos da seqiiéncia a ser transformada, temos

Y() = Xi() + Xa(2)

1 1
= T + T para |z| > =.
L—352z7t 143271 2
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Observe que a regiao de convergéncia é a intersecao entre as regides originais, uma
vez que deve atender simultaneamente as duas transformadas. Assim, ela é determinada
pelo pélo de maior raio. A Figura 8.4 ilustra as posi¢oes dos pdlos e a regiao resultante.
Mostra também que existem duas outras regides de convergéncia possiveis: uma formada
pelo anel delimitado pelas circunferéncias que passam pelos pélos e outra no interior
da circunferéncia pelo pélo em z = —1/3. Estas regides alternativas estao associadas a
seqiiéncias distintas daquela y[n] antes obtida. Iniciando pelo anel, podemos observar que
esta regiao ¢ formada pela interse¢io de uma regiao |z| > 1/3 com outra |z| < 1/2. Assim,
associada a |z| > —1/3 temos a seqiiéncia xs[n], enquanto que associada a |z| < 1/2
temos, segundo o Exemplo 4.4, a seqiiéncia z3[n] = —(1/2)"u[—n — 1]. Logo, a seqiiéncia
resultante associada ao anel sera

yoln] = —(1/2)"u[—n — 1] + (=1/3)"u[n],

com transformada

1 1 1 1
Y5 = , ra - < |z| < =.
2(2) = 1= Ty Py 2l <3
4 Im(z)
|z[>1/2
1/3<|z|<1/2
/’ ‘
Re(z)
<
z=1/2
Figura 8.4: Regides de convergéncia delimitadas pelos pélos em z =1/2 e z = —1/3.

Para a tltima alternativa temos a interse¢ao das regides |z| < 1/2 com |z] < 1/3, as
quais estao associadas as seqiiéncias

x4ln] = = (=1/3)"u[—n — 1]

z3[n] = —(1/2)"u[—n — 1],
respectivamente. Assim, a seqiiéncia resultante serd
ys[n] = —(1/2)"u[-n — 1] = (=1/3)"u[-n — 1],

com transformada

! L ara H<1
ara |z < =.
17%2*1 1+%z*1 P 3

+
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Concluimos que uma dada fungao racional no plano Z pode ser a transformada Z de
varias seqiiéncias distintas, uma para cada possivel regiao de convergéncia, onde estas
possibilidades sao definidas pelos pélos associados a funcao racional. Esta conclusao es-
tende o conceito estabelecido no Exemplo 4.4, evidenciando a importancia da definicao
da regiao de convergéncia associada a uma dada transformada no plano Z.

Exemplo 7.8

Vamos agora considerar uma seqiiéncia com comprimento finito z[n] = a"ry[n], com
|a| = um nimero finito. Sua transformada é dada por

N-1
X(z) = az™"
n=0
1= aVz N
T 1—az '
de onde obtemos finalmente
1 2N —aV
X(z) = —  para z # 0.
()= Fa——, P #

A regiao de convergéncia associada a esta transformada é todo o plano exceto z = 0,
uma vez que z[n| é uma seqiiéncia de comprimento finito cujas amostras se localizam
em n > 0, isto é, é uma seqiiéncia causal. Assim, a transformada Z envolve apenas um
numero finito de poténcias negativas de z, convergindo, portanto, para qualquer valor de
z diferente de zero.

Vamos agora calcular os pélos e zeros de X (z). Temos um pélo em z = a e (N — 1)
pélos em z = 0. Por outro lado, os zeros sao dados por

que pOdeOS escrever como

N = aVeI* k= inteiro.

Supondo que a = |a| exp(j0) , podemos calcular os zeros

2, = |alexp [j(0 4+ 2k7/N)], 0 <k <N —1,

onde os valores de k foram restringidos de modo a contarmos apenas as solugoes distintas.
A Figura 8.5 ilustra estas solugdes para o caso em que N =4 e § = 7/6.

Os zeros se situam sobre uma circunferéncia de raio |a| e estdo uniformemente distri-
buidos. Também, o zero definido por k = 0, 2y = a, coincide com o pélo na mesma posicao.
Assim, a transformada apresenta apenas um pélo efetivo com multiplicidade (N — 1) na
origem do plano Z. Logo, a regiao de convergéncia pode ser todo o plano Z com excegao
de z = 0.
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'
7Im(z) O = zero; x=polo

=Y
Zv
2
&

k=3

Figura 8.5: Zeros e pélos para a seqiiéncia do Eexemplo 4.6.

8.4 Propriedades da regiao de convergéncia

Apresentamos aqui um resumo das propriedades da regiao de convergéncia ja enunciadas na segao
anterior e algumas propriedades adicionais.

1- A RC ¢ um anel ou um disco com centro na origem do plano Z.

2- A RC nao contém pdlos. E delimitada pelos pélos da transformada correspondente.

3- A transformada de Fourier de z[n] existe se e somente se a regiao de convergéncia
de X () inclue a CRU.

4- Se z[n] tem duragio finita entdo a RC é todo o plano Z com exceciao de z = 0 e/ou
z — 00. Seja

N
X(z) = Z z[n]z™" ; Ny e N, finitos.
n=N1

Se N7 < 0, nao hé convergéncia para z — 00, pois teremos poténcias positivas de z
na série que define X (z). Por outro lado , se Ny > 0, ndo hd convergéncia para z = 0 pois
teremos poténcias negativas de z.

5- Se a RC de X (z) é o exterior de uma circunferéncia, entdo xz[n] é uma seqiiéncia a
direita, isto é, x[n] = 0 para n < Ny, Ny finito (N; < 0 exclui a condi¢ao z — o) .

6- Se a RC de X(z) ¢é o interior de uma circunferéncia, entdo z[n] ¢ uma seqiiéncia a
esquerda, isto ¢, z[n] = 0 para n > N, N» finito (N2 > 0 exclui a condi¢do z = 0).

7- Se a RC de X (z) for um anel, entao x[n] é uma seqiiéncia bilateral, isto é, se estende
indefinidamente em ambas as diregoes do eixo n.

8.5 Transformada Z inversa

Vamos mostrar que a expressao geral da transformada inversa é

z[n] = % j{X(Z)Z"’le; (8.9)
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onde a integral é realizada sobre um contorno ¢ fechado, anti-horario e ao redor da origem do plano
z.
Para atingir este resultado, da teoria de fungdes complexas temos:

_7{'2 dzi{ 2nj s k=1,

onde k é um inteiro e ¢ é um contorno fechado, anti-horario ao redor da origem do plano z. Este
resultado é obtido fazendo ¢ = rexp(j0) , r = constante e 0 < 6 < 27. Com isto, teremos no
contorno c,

z = ref
dz jre’?do .

Assim, podemos escrever

27

%z’kdz = /r’ke’jkejrejgd@

=)

27
_ T—k+1j/e—j(k—l)¢9d9
0
0; k#1
{ 2y k=1

Vamos agora aplicar este resultado no célculo da seguinte integral

y{X(z)z"_ldz

com o contorno ¢ contido na regiao de convergéncia de X (z). Usando a defini¢ao da transformada Z
para substituir X (z) teremos

oo

%X(z)z’“ldz = Z I[k]]{zf(kﬂ”l)dz

c k=—00 c

= 0; k#n
Z I[k]{ 2wy k=n.

k=—oc0

Portanto, obtemos a expressao (8.9) desejada.

Escolhendo o contorno ¢ como a CRU teremos z = exp(j2) e a expressdo em (8.9) dé lugar &
expressao da transformada inversa de Fourier.

Embora a expressdo (8.9) permita obter a transformada inversa, em geral sua utilizagdo néo
é simples. Entretanto, existem varios métodos alternativos que simplificam esta tarefa. Vamos
apresentar os mais importantes para o processamento digital de sinais.

1- Métodos dos residuos

Este ¢ um método de célculo da transformada através da expressao (8.9) baseado no conceito de
residuos de uma fungao racional complexa em seus pélos. Embora nao se enquadre na categoria das
alternativas mais simples, serd apresentado para uso eventual.
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Da teoria de fungoes racionais complexas, sabemos que

1
e g X(2)2"dz = Z residuos de X (2)2"~! nos pélos z; situados no inteior de c,
onde
1 dN
residuo de X (z)2" 'em 2; de ordem N = mdzT(j) .
e

2- Método da inspegao

Consiste em usar pares transformados conhecidos.

Exemplo 7.9

Sabemos que

1
a"uln] —— 1T go-1 Pare |z| > |a],

1
—a"u[-n—1] «—— T a1 Para |z] < |al .

1—
Com isto podemos deduzir por inspegao

1

R

|2| > 0,5 «— z[n] = (0,5)" u[n].

3- Expansao em fragoes parciais e inspegao

Este se aplica ao célculo da anti-transformada de fungoes racionais. Apds a expansiao em fragoes
parciais, aplicamos o método da inspegao.
Seja

M
Z bkz’k
k=0

N
> agzF
k=0

M

bo H (1 — ck,z’l)

k=1

N )
ap H (1 — dk,zfl)
k=1
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onde ¢y, e dj, sdo, respectivamente, os zeros e os pélos néo nulos de X (z).
A expansao de X (z) em fragdes parciais segue as regras a seguir.
a) para M < N e todos os pélos de primeira ordem:

)

N
Ay _
X(Z) :Zﬁ onde Ak = (1—dk2’ 1),XV(Z)
k=1

1— z = dk
b) para M > N e todos os p6los de primeira ordem:
M-N N A
_ —r k _ -1 .
X(Z)frz:;Brz +;W0ndeflk7(l—dkz ) X(z) s—d

e o primeira somatoria é obtida através da divisao polinomial entre o numerador e o denominador de
X(2);

¢) para M > N e com pdlos de ordem maior que a unidade:

Supondo que o pdlo em z = d; é de ordem P temos

M—-N N A P C
_ —r k m
K= 3 B D e Y e
r=0 k=1 m=1
onde
1 dem P
= 1 —dw)" X(w™!
Cn = i di)P,m{dwp,m (@ = x|, _ g

Note que em todos os casos sdo geradas parcelas que podem ser anti-transformadas pelo método
da inspegao.

Exemplo 7.10
Seja

1422714272

X _ .
G =195 7052 |

z| > 1,
a qual apresenta pélos simples em z =0,5¢ z = 1.

Como M > N, devemos realizar a divisdo entre o numerador e o denominador de X (z)
até que o grau do numerador resultante seja inferior a N. Obtemos

1422714 272 _ 1—5z71
1-1,52"140,52=2 1—1,52"140,5z2
A A
- 924+ 1 2

1-0,5z71 + 1—271

Expandindo o segundo termo da divisao em fragoes parciais resulta
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—1+45271

A = (1-0,527" =-9
v = 0 s a ’
z2=20,5
—1+5z71
Ay = (1- 27 — — =38.
(1-0,527"1)(1—271) L1
Portanto,
9 8
X(z)=2- ; 1,
(2) 1—0,5z71 +1fz*1 PlE >

0 que permite escrever

z[n] = 26[n] — 9(0,5)"u[n] + 8u[n].

4- Expansao em séries de poténcias

Este método faz uso da expressdo que define a transformada Z para obter a anti-transformada
por comparagao entre termos. Para isto exige a expansao de X (z) em série de poténcias. Assim,
lembrando que

e}

Z x[n]z™"

n=-—00

= o[22 Fa[-1z 4+ 20 + 2[1)zF + 22272 4.,

X(z)

ao expandirmos X (z) em série de poténcias de z, por comparagao termo a termo podemos identificar
os valores das amostras z[n].

Exemplo 7.11
Seja

X(2)=2*(1-0,52"H(1+2z7H(1 - 27h).
Desenvolvendo os produtos temos

X(2)=2>—0,52—140,527",

a qual nos permite escrever

zln] =dn+2] —0,50[n + 1] — 6[n] + 0,5[n — 1].




8.6. PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA Z 169

Este método pode ainda ser aplicado para a obtengao da anti-transformada de algumas fungdes
nao-racionais.

Exemplo 7.12
Seja

X(z) =In(1+az7Y); |z| > a.

Lembrando que

x? 3

In(l+z) = v——+ —— ...
n(l+z) T + 3

s (71)7L+1',L,n

Z ’
n
temos

5]
-1 n+l,n
In(l+az™") = Z ()711,2’"; |z| > a,
n
n=1

a qual nos permite escrever

M» n>0
=0 hzo '

8.6 Propriedades da transformada Z

Vamos agora explicitar algumas propriedades da transformada Z. Verificaremos que vérias delas sao
extensoes de propriedades da transformada de Fourier.
Ao longo desta segao, usaremos o seguinte conjunto de seqiiéncias e transformadas:

z1[n] «— Xi(2) com RC Rxy,
x9[n] «—— Xs(2) com RC Rxa.

Propriedade 1 - Linearidade

az1[n] + bra[n] «— aXi(z) + bX5(2)

e a regido de convergéncia resultante é pelo menos a interse¢do de Rx; com Rxy (pode ser maior se
na soma aparecerem zeros que cancelem pélos).
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Demonstra¢ao:

Z {az1[n] + bxa[n]} 2" = «a Z [z +b Z xa[n)z™"

n=—o00 n=-—00

aXi(z) + bXs(2)

n=-—00

c.q.d.

Exemplo 7.13

1
Xi(z) = 1,1 baa |2 > |al
az!
Xo(z) = 1ot para |z| > |al

Portanto,

No outro dominio, temos
z1[n] = a™uln],

Za[n] = a"ul[n — 1]

e, portanto,

x1[n] — z2[n] = 0[n).

)

(8.10)

Propriedade 2 - Deslocamento no eixo n

x[n —ng) «— 27" X(2)

e a regiao de convergéncia resultante ¢ igual a regido inicial exceto
e z — 00, provocadas pelo termo 27",

Demonstra¢ao:

pela adicao ou exclusao de z = 0

Z z[n —nolz™ = Z a[k]z~k=m0)

n=—oo k=—o00

= 27X (z)

c.q.d.
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Exemplo 7.14

zn]=0n] — X(z)=1;Vz

Entao

y

On—mng) «— 27" ; V¥ z, exceto z =0 se ng > 0 ou exceto z — 00 se ng < 0.

Propriedade 3 - Multiplicagao por exponencial

a"z[n] «— X(z/a) ; RC = |a|Rx.

A regido de convergéncia fica alterada pois, dado que X (z) existe em Rx tal que Rx: R_ < |z| <
R, entdo X (z/a) existe em R_ < |z/a| < Ry, ou seja, existe em |a| R— < |z| < |a| R;.

Demonstra¢ao:

> aanlz = Y afnl(z/a)
= X(z/a) c.q.d.

Propriedade 4 - Diferenciacao de X (z)

dX(z)
dz
e a regiao de convergéncia é Rx, exceto pela adigdo ou exclusao de z = 0 ou z — o0.

nxn] «— —z

Demonstracio:
X(:) = ni}@x[n]z*n
x6 —ni fnafal} =
- <—1/z>n§m{m[nnz-“,
ou seja, e

c.q.d. (8.11)
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Propriedade 5 - Reversao no eixo n

x[-n] «— X(1/2) ; RC=1/Rx.
A regiao de convergéncia fica alterada pois X (1/z) existe em R_ < |1/z] < Ry .

Demonstracao:
Sooalenlz = > alk(x)
= > ak/)*

X(1/z) c.q.d.

Propriedade 6 - Convolugao no eixo n
x1[n] * x3n] — X (2)Xa(2).
RC sera pelo menos a intersecao das regioes de convergéncias

Demonstragao:

oo

x1[n] * xa[n] = Z x1[k] 22[n — KJ.

k=—o00

> A{zin] xaafn]} 2" SN k] aafn — ke

n=-—00 n=-—00 k=—oo
oo oo

= Z 21 (k] Z xan — klz7"

k=—o00 n=-—00
o0

= Xs(2) Z x[k]27F

k=—00

= Xi1(2)X2(2) c.q.d.

Propriedade 7 - Produto no eixo n

x1[n] xa[n] — % le(v)Xg(z/v)v’ldv.

RC serd pelo menos a intersecao das regides de convergéncias.

Demonstragdo:
- —n - 1 n—1 —-n
Z z1[n] xa[n]z™ = Z e Xi(v)o" " dvu| xa[n]z

1 0 1
- W?{Xl(”)[z s[n)(z/v) ]v dv =

n=-—00

1
= ﬁjin(v)XQ(z/v)v_ldv c.q.d.
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Propriedade 8 - Teorema do valor inicial

Se z[n] = 0 para n < 0, entdo z[0] = lim X(z).

Z2—00

Demonstra¢do:
X(z) = Zx[n] 2=
n=0
= 2[0] + 21z + 22277 + ...
Portanto,

lim X(z) =z[0] cq.d.

z2—00

Propriedade 9 - Teorema de Parseval

oo

Z x1[n] x[n] = % j{Xl(v)X;(l/v*)v’ldv. (8.12)
Demonstragdo:
; x1[n] z3[n] = ; {%‘j]{Xl(v)U”’ldv} x3[n]
1 - ®[, P I
= e CXl(v) LZOO x3[n](1/v) :| v ldv
= % C‘Xl(v) Lim m[n](l/v*)"} v ldv

= L.%Xl(v)X;(l/v*)v_ldv c.q.d.
2rj J.

Este teorema generaliza o Teorema de Parseval do capitulo 2, o qual apresenta a energia de uma
seqiiéncia em termos do espectro correspondente. Observe que para xs[n| = z1[n] e z = exp(jQ), o
Teorema de Parseval desta segao apresenta a mesma relagao expressa no capitulo 2.

Propriedade 10 - Pdlos e zeros de fungoes racionais

Seja X (z) = P(2)/Q(z); P(z) e Q(z) fungdes racionais e zop um pélo (zero) de X (z). Se x[n] ¢é real
entao os polos (zeros) de X (z) ocorrem em pares complexos conjugados.
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Demonstra¢ao:

Se x[n] ¢ real entdo os coeficientes do numerador e do denominador de X (z) sdo reais,
uma vez que as amostras de x[n] sdo os coeficientes das poténcias de z~™ na expressao da
transformada. Logo, os coeficientes dos polinémios P(z) e Q(z) sao fungao das amostras
de z[n] e, portanto, sdo reais.

Se zg é uma raiz de um polinémio P(z) em uma varidvel complexa z e com coeficientes
reais ¢,, entdo z; também serd uma raiz, pois se P(zp) = 0 entdo

o)

P(z) = Y el )™
n=0

Z Cn (zO)n:|

n=0

P*(z) =0 c.q.d.

Como conseqiiéncia desta propriedade, é facil verificar que se A, é o coeficiente da fracdo parcial de
X (z) com coeficientes reais, referente ao pdlo z,, entdo o coeficiente da fragao parcial referente a 2
serd Ay .
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8.7 Exercicios

1. Determine a transformada Z e a regiao de convergéncia para cada uma das seguintes seqiiéncias:

a) ( ) uln]; b) —(l)"u[—n —1]; ¢ (%)nu[—n]; d) d[n]; e) dn—1]; f) dn+1]; 9)
(%) (u[n] — uln —10]).

2. Determine a transformada Z, a regiao de convergéncia e esboce o diagrama de pélos e zeros
para cada uma das seguintes seqiiéncias:

n; 0<n<N
a) al”l; b) x[n] =uln] —uln— N];c) x[n] =4 2N —n; N+1<n<2N .
0; c.c.

3. Considere uma transformada X (z) com os seguintes pélos: py = 1/3; ps = 2; ps = 3; e com o
zero z; = —1.

a) Determine a regido de convergéncia de X (z) para o caso em que existe a transformada de
Fourier. Determine se a seqiiéncia z[n] é a direita ou & esquerda ou bilateral.

b) Quantas seqiiéncias bilaterais podem ser associadas aos pélos e zeros acima?

4. Determine a seqiiéncia z[n] cuja transformada Z ¢ X(2) = (14 22)(1 +3z71)(1 — z71).

5. Determine a transformada Z inversa para as fungoes a seguir e indique, em cada caso, se existe
a transformada de Fourier.

1
X(2) = ——, |2| > 1/2;
W X6 = e B> 1
b) X(2) = —— |l < 172
Z2)= ————, |® N
1+%z*1’ ’
1— 1,71
_ 2 .
) X(:) = e > 12
1 1
d)X(z):l_if 2| > 1/2;
4
1—az!
&) X(:) = 5 |2l > 1/l

6. A entrada de uma sistema LID causal é z[n] = u[-n—1]+ (3)"u[n]. A transformada Z da saida
correspondente é

1Z—1

E) a5

Y(z) =

a) Determine H(z) e indique a regido de convergéncia.

b) Qual a regido de convergéncia de Y (z) ?
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. Determine a regiao de convergéncia da transformada Z de cada uma das seqiiéncias a seguir,

sem calcular X (z), mas apenas por inspegao. Determine se a transformada de Fourier converge
em cada caso.

a) z[n] = [(3)" + (3)"] u[n — 10;

1, -10<n<10
ol = { g ;

¢) z[n] = 2"u[—n];

. Determine quais das transformadas abaixo poderia ser a transformada de uma seqiiéncia a

direita em n > 0. Vocé deve resolver apenas por inspecao e nao calcular a transformada
inversa.

2
(1-z1
a) X(z) = ———;
) X(2) 1—0,52"17

b) X(z) = E= U

z—0,5’
_ -1/
) X() = il
_ (-1
d) X(Z) - (2_075)57

. Calcule a transformada inversa a direita em n > 0 de X(2) =1/ (1 —127%).

Considere um sistema LID com resposta ao impulso h[n] = a™u[n] e entrada z[n] = u[n] —u[n —
NJ.

a) Obtenha a resposta y[n] calculando a convolugao entre h[n] e z[n).

b) Obtenha y[n| usando a transformada Z.

Calcule a transformada inversa para:

1— 327!
a) X(z) = ng’l; x[n] & direita; b) X(z) = %—éz’l; a CRU pertence a R.C;
LI -1, -z
O X() = o H @7 X6 - e > 0s
1—272
) X(:) = g 1> 0.5




