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Terminologia basica

1. Certos termos utilizados para descrever variaveis e configuracdes relacionadas a
sistemas de controle tornaram-se padrdes com o passar do tempo. Apresentamos a
seguir alguns termos basicos. Termos mais especificos surgirdo no transcorrer do
curso.

Sistema. O termo sistema designa um arranjo, conjunto ou cole¢do de compo-
nentes conectados ou relacionados de maneira a formar ou agir como uma uni-
dade. Um sistema ndo é algo necessariamente fisico. O termo pode ser usado em
referéncia a sistemas econdmicos, biolégicos ou mecanicos, entre outros;

Controle. O termo controle & usualmente empregado no sentido de regulagdo,
direcionamento ou comando. Um sistema de controle seria um arranjo de com-
ponentes conectados ou relacionados de maneira a se auto-regular (direcionar, co-
mandar), ou regular (direcionar, comandar) um outro sistema.

2. As defini¢Oes acima sdo suficientemente gerais para que, num sentido mais abs-
trato, qualquer objeto fisico possa ser considerado um sistema de controle. Uma
simples superficie refletora controla raios de luz, refletindo-os de acordo com os
seus angulos de incidéncia. Qualquer coisa controla o ambiente a sua volta, pas-
siva ou ativamente. Em Engenharia, sistema de controle adquire um sentido mais
restrito, designando sistemas utilizados para controlar (ativamente) variaveis como
temperatura, pressao e vazdo em processos quimicos, tensao e frequiéncia em sis-
temas de geracéo e distribuicdo de energia, posicdo e velocidade angulares de mo-
tores, trajetoria de veiculos, etc.

Planta. O termo planta (ou processo, ou sistema controlado) é usado para de-
signar o sistema que é objeto da agd@o do sistema de controle.
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3. Planta & uma traducdo da palavra inglésa plant, que também poderia ser tra-
duzida como fabrica ou instalagdo industrial, ambiente onde muitos sistemas de
controle tiveram origem. Geralmente utilizamos os termos planta e processo, sem
distin¢do, para designar aquilo que queremos controlar, embora o termo controle
de processos esteja mais frequentemente associado ao controle de sistemas que
envolvam variaveis como temperatura, pressdo e vazao, presentes em industrias
quimicas, por exemplo. Neste curso adotamos o termo planta para designar o ob-
jeto da acdo de controle. A planta é representada como um bloco relacionando uma
variavel de entrada a uma variavel de saida (Figura 1.1).

Entrada Saida
Planta I,

Figura 1.1: Planta.

4. Definimos a seguir alguns termos relativos a quantidades presentes em sistemas
de controle. Os valores dessas quantidades geralmente sdo fungGes da variavel
independente tempo.

Variavel de referéncia. A variavel de referéncia (ou comandada) serve de re-
feréncia (no sentido de comportamento desejado) para a variavel controlada;

Variavel controlada. A variavel controlada (ou regulada) é qualquer variavel
que se deseja controlar. A variavel controlada & geralmente representada pela
variavel de saida do sistema de controle;

Variavel de controle. A variavel de controle (ou manipulada) é a quantidade
determinada pela acdo de um controlador. A variavel de controle é geralmente
identificada como a variavel de entrada da planta;

Controlador. Um controlador (ou compensador) é qualquer sistema conectado
a planta no sentido de fazer a variavel controlada responder de acordo com o espe-
cificado pela variavel de referéncia.

5. Exemplos. No controle de posi¢cdo do eixo de um motor DC (planta), as
variaveis de controle e controlada sdo, respectivamente, a tensdo aplicada nos ter-
minais de entrada do motor e a posicdo angular resultante do eixo. O controla-



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 4

dor poderia ser simplesmente um transdutor, que converteria a posicdo desejada
(variavel de referéncia) em radianos ou graus na tensao necessaria para produzi-la.
Num tanque para aquecimento de agua (planta), as variaveis de controle e con-
trolada sdo, respectivamente, a quantidade de calor transferida ao tanque e a tem-
peratura resultante da agua. Um controlador converteria a temperatura desejada
(variavel de referéncia) na quantidade de calor necessaria para atingi -la.

6. Se as variaveis de referéncia, de controle e de saida forem denotadas por r, v € ¥,
respectivamente, entdo é possivel representar um sistema de controle em malha
aberta como na Figura 1.2.

.| Controlador Planta | — -

Figura 1.2: Sistema em malha aberta.

7. Os blocos (sistemas) Controlador e Planta s&o vistos agora como subsistemas de
um sistema mais complexo. A principal caracteristica do sistema em malha aberta
da Figura 1.2 é inexisténcia de realimentacdo: os valores assumidos pela variavel
de controle ndo dependem dos valores da variavel de saida. A acdo de controle é
funcdo apenas do processamento da variavel de referéncia pelo controlador. Por
simplicidade, os termos variavel de referéncia, variavel de entrada e variavel de
saida serdo abreviados para referéncia, entrada e saida do sistema, respectivamente.

—={ Comparador Controlador Planta

Sensor

Figura 1.3: Sistema em malha fechada.

8. Em contraste com o sistema de controle em malha aberta da Figura 1.2, a Figura
1.3 ilustra um sistema de controle em malha fechada, realimentado, no sentido
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de que a saida y € medida e comparada com a saida desejada, indicada através da
referéncia r, para processamento através do controlador e a consequente defini¢ao
da acdo de controle w.

9. Dois novos componentes sdo introduzidos na Figura 1.3. A saida do sistema
é medida através do componente representado no bloco Sensor. Em seguida, a
referéncia é comparada com o valor medido, no bloco Comparador. A saida do
comparador sera denotada por e. Em geral, a saida do comparador & simplesmente
o erro entre a referéncia e o valor medido, isto &, e = r — y.

10. Exemplos. No controle de posi¢cdo do motor DC mencionado anteriormente,
0 sistema de controle encontra-se em malha aberta, uma vez que a tensdo definida
pelo controlador ndo depende da posi¢do angular do eixo. O mesmo ocorre no con-
trole de temperatura do tanque: a quantidade de calor definida pelo controlador ndo
depende da temperatura da agua. Nas versdes em malha fechada desses sistemas,
as variaveis de saida seriam medidas através de sensores apropriados e compara-
das com os valores desejados. Os erros resultantes seriam entdo processados pelos
respectivos controladores para os ajustes necessarios (realimentagao).

11. As vezes torna-se conveniente explicitar a parte do sistema de controle res-
ponsavel pela atua¢do na planta, como na Figura 1.4, através do bloco Atuador.
Em sistemas fisicos, o atuador é o componente que gera a poténcia necessaria para
produzir a saida do sistema. A descricdo do atuador pode ser incorporada a do
controlador ou a da planta. Neste curso, optamos por designar de controlador ape-
nas a parte do sistema que é efetivamente projetavel, sendo o atuador geralmente
considerado como parte integrante da planta.

)]

Sensor

Figura 1.4: Sistema explicitando o atuador.
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12. Idealmente, se fosse possivel representar a planta, o controlador e o ambiente
no qual o sistema de controle esta inserido com precisao infinita, nao seria ne-
cessario utilizar sistemas de controle em malha fechada; sistemas em malha aberta
seriam suficientes. A principal razdo para a utilizagdo de um sistema de controle
em malha fechada é a eventual presenca de distUrbios agindo sobre o sistema.

Distarbio. O termo distUrbio designa genericamente qualquer evento que tenda
a afetar o funcionamento do sistema de controle de forma adversa. Pode ser gerado
internamente ou externamente ao sistema de controle.

13. Exemplos. Um sensor descalibrado ou sujeito a ruidos gera medidas que nao
refletem os valores da saida, gerando um distlrbio interno. Os valores medi-
dos incorretamente serdo realimentados, afetando o funcionamento do sistema. Se
parte da descri¢do da planta é omitida na etapa de modelagem do sistema, a parte
ndo-modelada pode agir como dist(rbio interno. A velocidade do vento representa
um distarbio externo para os sistemas de controle de trajetoria de veiculos. A
forca e a amplitude das ondas representam distlrbios externos para os sistemas de
estabilizacdo de plataformas maritimas.

>+

Controlador Planta

Sensor

Figura 1.5: Sistema em malha fechada sujeito a distdrbios.

14. A traducdo de distlrbios em termos de variaveis esta diretamente ligada as
caracteristicas da planta, do sensor e do ambiente no qual o sistema em malha fe-
chada opera. A Figura 1.5 ilustra um sistema de controle em malha fechada no
qual variaveis de distUrbio agindo na planta e no sensor sao explicitamente con-
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sideradas. O diagrama da Figura 1.5 involve dois grupos de trés variaveis com
caracteristicas distintas. As variaveis r, w e v sd0 entradas externas (independen-
tes), no sentido de que afetam, mas ndo sdo afetadas pelas variaveis e, u e y. As
variaveis e, u e y representam saidas controladas (dependentes).

15. Do ponto de vista de implementacao fisica, classificamos um sistema de con-
trole em malha fechada como manual ou automatico.

Controle manual. Tipo de controle em malha fechada no qual a realimentagdo
é implementada através de um operador humano, que realiza uma ou mais das
fungdes de comparador, controlador ou sensor.

Controle automaético. Tipo de controle em malha fechada no qual as funcdes
de comparador, controlador e sensor sdo executadas sem a intervencdo humana,
através de sistemas eletrnicos, hidraulicos ou pneumaticos, por exemplo.

16. Uma caracteristica inerente ao desenvolvimento da area de sistemas de con-
trole & a progressiva substituicdo de sistemas de controle manuais por sistemas
automaticos, particularmente em atividades que demandem assisténcia constante,
acles repetitivas ou que possam ser potencialmente perigosas para a integridade
fisica dos operadores. Sistemas de controle automaticos sdo geralmente capazes de
executar suas funcdes com maior precisao e rapidez do que seria possivel através
de controle manual.

17. Do ponto de vista da fungdo a ser executada, classificamos um sistema de
controle em malha fechada como sendo do tipo servomecanismo ou regulagéo.

Servomecanismo. O termo servomecanismo surgiu no contexto do desenvolvi-
mento de certos mecanismos de controle de posi¢do. O termo problema do servo-
mecanismo serve atualmente para designar o problema de fazer a saida do sistema
seguir (acompanhar, rastrear) uma referéncia especificada.

Regulagdo. O termo regulacdo é empregado para designar a fungcao de controle
gue visa manter a saida do sistema razoavelmente proxima a uma referéncia espe-
cificada. O termo problema da regulacdo designa o problema de regular a saida
do sistema.

18. Exemplo. No controle em malha fechada do motor DC, o problema de levar o
eixo do motor da sua posic¢do inicial até a posicdo desejada (isto é, fazer a posi¢cdo
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do eixo comecar a seguir uma fungdo tipo degrau, de amplitude igual a posi¢do
desejada) constitui um problema de servomecanismo. Manter a posi¢do do eixo
suficentemente proxima a posicao desejada, a despeito de possiveis distUrbios que
possam afetar o sistema, constitui um problema de regulacéo.

19. O objetivo num problema de regulacdo & manter uma certa condicdo nomi-
nal de operacdo, caracterizada pelos valores nominais das variaveis presentes no
sistema. Quando a saida se desvia do seu valor nominal por influéncia de algum
distarbio, as demais variaveis devem também sofrer desvios no sentido de restau-
rar a condicdo anterior ao dist(rbio. Podemos representar o problema da regulagédo
através do diagrama da Figura 1.5, substituindo cada variavel pelo respectivo des-
vio em relacdo ao seu valor nominal. A referéncia seria o valor constante zero,
uma vez que o objetivo agora seria levar o desvio da saida para zero, restaurando-
se desta forma a condi¢do nominal de operagdo do sistema.

Malha aberta x malha fechada

20. Sistemas de controle em malha aberta sdo de implementacdo e manutencéo
mais simples e sdo mais baratos - possuem menos componentes - do que 0s corres-
pondentes sistemas de controle em malha fechada. Sistemas de controle em malha
aberta podem ser a Gnica alternativa quando a medicao da saida é técnica ou econo-
micamente inviavel. Eletrodomésticos como maquinas de lavar convencionais sdo
exemplos tipicos. Por ser ainda economicamente inviavel medir grau de limpeza
da roupa para compara¢do com o grau de limpeza desejado, funcionam a base de
ciclos (referéncias pré-programadas) controlados por timers.

21. Se adequadamente projetados, sistemas de controle em malha fechada tornam
a saida do sistema relativamente insensivel a distlrbios externos ou internos. Em
principio sao mais caros - possuem mais componentes - mas por terem a capacidade
de compensar distlrbios internos, podem ser implementados com componentes de
menor qualidade e custo, sem prejuizo significativo em termos de desempenho
global. Por outro lado, a realimentacdo pode produzir instabilidade. A questdo
da estabilidade da malha de controle deve ser cuidadosamente tratada ao se imple-
mentar sistemas realimentados.

Exemplos ilustrativos

22. Sistemas de controle foram originalmente introduzidos para solucionar proble-
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mas de regulacdo de sistemas mecanicos. A partir da compreensao e do dominio do
principio basico da realimentacgdo, passaram a ser utilizados em diferentes campos
da tecnologia e da ciéncia.

Eletromecanica

23. Atualmente uma parcela expressiva das aplicagBes de sistemas de controle
envolvem sistemas eletromecanicos, como motores e rob6s. Um exemplo nesta
area & o controle de uma unidade de leitura de discos magnéticos, ilustrado na
Figura 1.6. Um disco magnético & um dispositivo para armazenamento de dados e
consiste de uma superficie circular coberta por material magnético. Os dados sdo
armazenados numa série de circulos concéntricos, chamados de trilhas. Existem
milhares de trilhas num disco magnético.

“ trilha

Figura 1.6: Unidade de leitura de disco magnético.

24. O objetivo no sistema ilustrado na Figura 1.6 & posicionar a cabeca da unidade
de leitura de forma a ler os dados armazenados numa trilha qualquer do disco.
A cabeca de leitura, construida com material do tipo filme fino, € montada num
dispositivo deslizante conectado na extremidade de um braco mecénico e paira a
uma distancia de 100 nm da superficie do disco. A velocidade de rotacdo do disco,
constante, encontra-se entre 1800 e 7800 rpm.

25. Um sistema de controle em malha fechada para o posicionamento da cabeca
de leitura de um disco magnético é ilustrado na Figura 1.7. Cada trilha do disco
possui um indice que pré-registra a sua posi¢ao. A cabeca de leitura 1€ a posicao
(indice) da trilha corrente, a qual & comparada com a posi¢do (indice) desejada.
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O sinal de erro de posicdo é transmitido ao amplificador, o qual por sua vez gera
uma entrada de controle para um motor DC de ima permanente, responsavel pelo
posicionamento do brago da leitora.

Posicéo Posicéo

_|_
L) Amplificador Motor e Brago
Desejada — Leitura

Sensor

Figura 1.7: Sistema de controle da posi¢do de leitura.

26. As especificacBes de desempenho para o sistema de controle em malha fechada
sa0 bastante rigidas: o erro entre a posi¢ao desejada e a posicao final da cabeca de
leitura deve ser da ordem de +1 pum; a cabeca deve mover-se entre duas trilhas
quaisquer do disco num intervalo de 50 ms.

Biomedicina

27. O uso de conceitos e técnicas de controle automético na area de biomedicina
pode ser ilustrado através da discussao de um sistema automatico para administragdo
de insulina, um hormonio produzido no pancreas.

28. A maioria dos alimentos que ingerimos é transformada em glicose, uma forma
de agicar que é transformada pelo corpo humano em energia. A insulina ajuda a
glicose de origem alimentar a penetrar nas células, de forma a que estas produzam
energia. Na auséncia de insulina, a glicose se acumula no corpo ao invés de ser ab-
sorvida pelas células. O diabetes se manifesta quando o corpo ndo produz insulina
suficiente ou é incapaz de utilizar eficientemente a insulina que produz.

29. A Figura 1.8 ilustra os perfis de producéo de glicose e insulina de uma pessoa
saudavel, os quais servem de referéncia para um sistema automatico para adminis-
tracdo de insulina a ser implantado num paciente diabético. O sistema de controle
representado na Figura 1.9 & do tipo malha aberta porque a tecnologia atual ainda
ndo permite miniaturarizar um sensor para niveis de glicose. Um sistema composto
por um reservatorio de insulina, motor, bomba e valvula administra uma taxa de
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insulina como pré-programado num gerador de sinal.

Concentracdo

M Glicose

T~ 7~ nsulina

Café Almogo Jantar €mMpo

Figura 1.8: Perfis normais de glicose e insulina.

v(t u(t
Gerador de Sinal ® Motor, Bomba ®
Programado % e Vavula
(Frog : (tensdo) Taxa de
Insullina

Figura 1.9: Controle em malha aberta de glicose.

30. Avancgos na area de miniaturarizacdo de sensores deverdo viabilizar sistemas
em malha fechada implantados para controle do nivel de glicose no sangue, pressao
sanguinea e taxa de batimento cardiaco, entre outros.

Economia

31. Tentativas no sentido de modelar alguns processos no campo das ciéncias so-
ciais como sistemas de controle tém sido realizadas com relativo sucesso. Embora
a Sociedade, como um sistema, possua inimeros componentes e muitas malhas
de controle, certas relagBes de causa-e-efeito basicas em Economia, por exemplo,
podem ser representadas de forma simplificada.

32. O Produto Interno Bruto (PIB) anualizado de um pais é a soma dos va-
lores de todos os produtos e servigos produzidos no pais no periodo de um ano.
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Um dos objetivos da acdo governamental & promover e controlar o crescimento do
PIB, nos moldes de um sistema de controle como o ilustrado na Figura 1.10. A
principal variavel de controle do governo, oriunda da coleta de impostos, sdo seus
investimentos na atividade econdmica, a qual também recebe entradas na forma de
investimentos privados e gastos dos consumidores.

Investimentos Privados

PIB + PIB

+
) Governo TN Atividade
Desejado N N 4 Econdmica

Consumidores

(% Impostos

Medida

Figura 1.10: PIB como um sistema realimentado.

33. Embora bastante simplificado, o diagrama de blocos ajuda a entender os meca-
nismos basicos do comportamento do PIB numa economia nacional (capitalista).
Dentre as malhas de controle ndo-evidenciadas, encontra-se a responsavel pelo
controle de deficit, isto &, da diferenca entre o que € investido e o que é arrecadado
pelo governo.
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Revisao 1

Resposta Temporal

Funcdo de transferéncia
Ganho DC

Sistemas de primeira ordem
Sistemas de segunda ordem

Funcao de transferéncia

1. Sistemas lineares invariantes no tempo podem ser genericamente representados
por uma equagao diferencial linear ordinéria:

v + a1y + o+ arg + agy =
bmu(m) + bm_lu(mil) + -+ biu + bou (m < n)7

na qual y e u s@o as variaveis de saida e de entrada do sistema e ag, a1, ..., a,_1,
bo, b1 ..., by, sdo coeficientes constantes. A saida y fica completamente caracte-
rizada a partir do conhecimento da entrada u, e das condig¢des iniciais y(0), ¢(0),

.., y™=1(0). Aplicando a Transformada de Laplace (£) a ambos os lados da
equacdo diferencial supondo condi¢@es iniciais nulas e dividindo Y (s) = L[y(t)]
por U(s) = L[u(t)], obtemos a fun¢do de transferéncia do sistema:

Y(5)  bps™ 4 bpo18™ 4o 4 bys + by
Ul(s) "+ ap_1s" T+t as+ag

2. Através do conceito de fungdo de transferéncia é possivel representar um sistema
dinamico através de uma funcgdo algébrica racional (razao de dois polinémios) na
frequéncia complexa s. Se a maior poténcia de s do denominador de G(s) for n,
dizemos que a ordem do sistema é n. A forma fatorada de G(s) &

k(s —z1)(s—z2) - (s — 2zm)

S PR TR By PR

na qual £ & uma constante, z1, 29, ..., 2, S0 as raizes do numerador e p1, po,
.., Pn, 580 as raizes do denominador de G(s). Se a funcdo de transferéncia for
irredutivel, isto &, se z; # p; para todo ¢ e todo j, dizemos que z1, 22, ..., 2y, S30
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0S zeros e que py, P2, - - ., Pn, 5S40 0s polos de G(s). Ao lidarmos com sistemas re-
presentados pelas suas fungdes de transferéncia devemos atentar para as seguintes
propriedades basicas:

e A funcdo de transferéncia independe da entrada aplicada ao sistema. A saida
do sistema depende da entrada pois y(t) = L7 }[G(s)U(s)]. A fungdo de
transferéncia depende apenas dos coeficientes (que também definem a or-
dem) da equacdo diferencial,

e A funcdo de transferéncia é a transformada de Laplace da saida do sistema
quando a entrada é a func@o impulso §(t). De fato, se g & a saida do sistema
devida a entrada u(t) = 6(¢) (U(s) = 1), isto &, se g & a reposta do sistema
ao impulso, entdo G(s) = L[g(t)].

3. A resposta temporal de um sistema linear invariante no tempo nada mais é
do que a saida do sistema y para uma dada entrada «. Podemos obter a resposta
temporal de um sistema representado pela sua fungd@o de transferéncia através do
seguinte procedimento:

Passo 1: Obtenha a Transformada de Laplace da entrada: U(s) = L[u(t)];
Passo 2: Calcule Y(s) = G(s)U(s). Expresse Y (s) como soma de fracdes par-
ciais:
Y(s) = Y1(s) + Ya(s) + - + Ya(s);

Passo 3: Obtenha as anti-transformadas de Laplace das fracdes de Y (s). A soma
dos termos resultantes é a reposta temporal do sistema:

y(t) = L7HYA()] + L7 Ya(s)] + -+ LT Ya(s)],  t2>0.

Os Passos 1 e 3 sdo normalmente executados com o auxilio de uma Tabela de
Transformadas de Laplace. O Passo 2 envolve o calculo dos residuos associados
as fracOes parciais de Y'(s), através de regras dependentes da natureza dos polos
de G(s) (distintos, mltiplos, complexos).

Ganho DC

4. Podemos calcular o valor final da resposta y de um sistema linear invariante
no tempo descrito pela funcdo de transferéncia G(s) a uma entrada particular «
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através do chamado Teorema do Valor Final:

tlim y(t) = lin% sY (s),
= hH(l) sG(s)U(s).

Supomos implicitamente que y possui um valor final, isto é, que y converge
para algum nGmero real quando ¢ tende para o infinito. Se u(t) = A, t > 0
(degrau unitério de amplitude A), entdo U(s) = A/se

. . A
Jm y(t) = lim sG(s)—,
= lin% G(s)A.

Se y possui um valor final, o limite indicado existe e o valor final de y &€ G(0) A.
Entretanto, o limite pode existir, sem significado fisico, mesmo que y ndo possua
valor final. O valor G(0) é chamado de ganho DC ou ganho de regime do sistema
para uma entrada constante, em analogia ao termo utilizado para descrever sinais
elétricos constantes.

Sistemas de primeira ordem

5. Modelos de primeira ordem sdo utilizados para descrever um grande nimero de
processos simples, como a velocidade de uma massa, a temperatura de um reator, o
nivel de um tanque ou a tens@o num circuito RC série. Sistemas de primeira ordem
assumem a seguinte forma padrao:

Y(s) k

Gls) = U(s) 71s+1’

1)
na qual £ e 7 sdo 0 ganho e a constante de tempo do sistema, respectivamente.

6. Resposta ao degrau unitario. Se U(s) = 1/s, entdo

V) = GOU6) = g = s(s]i/i/f)’

k__ &k
s s+ (/7))

A anti-transformada de Y (s) (resposta ao degrau) é

y(t) =k —ke /T =k(1—e7), t>0. @)
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O termo k da resposta ao degrau unitario (2) & devido ao p6lo na origem de
U (s), e € chamado de resposta for¢ada ou resposta em regime do sistema, porque
0 termo permanece quando ¢ tende ao infinito. O termo ke /7 & devido ao polo
de G(s), e & chamado por sua vez de resposta transitoria ou resposta natural
do sistema, porque o termo desaparece quando ¢ tende ao infinito. A Figura R1.1
ilustra a resposta tipica de um sistema de primeira ordem a entrada degrau unitario.
Para obter a resposta a um degrau de amplitude A, basta multiplicar a saida por A.

Step Response
From: (1)
T

Amplitude

0 ; . ; . .
] 05 1 15 2 25 3
Time (sec.)

Figura R1.1: Resposta ao degrau unitario (k = 1, 7 = 0.5 5).

7. A tabela abaixo indica como a exponencial e /7 decai em func&o de maltiplos
da constante de tempo 7. Observamos que ap6s quatro constantes de tempo o valor
da exponencial & inferior a 2% do valor inicial. Consequentemente, ap0s ¢ = 47 s
(qualquer que seja 7) o valor da resposta & superior a 98% do seu valor final, k.

t e—ﬂT
0 1

T 03679
2t 0.1353
37 0.0498
4t 0.0183
57 0.0067

8. O ganho DC do sistema de primeira ordem é G(0) = k. Se a amplitude do
degrau for A, entdo o valor final da saida sera kA. O valor DC de um sistema pode
ser calculado mesmo que a entrada nao seja constante. Na pratica, se a entrada
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permanecer igual a A por um periodo superior a 47 s, 0 valor da saida tendera a
constante G(0) A.

9. Resposta a rampa unitaria. Se U(s) = 1/s%, entdo

_ ko (k/7)
Yis) = s2(rs+1)  s2(s+1/7)
kt k kT

s et s+ (1/7)
A anti-transformada de Y'(s) (resposta a rampa) &
y(t) =kt +kre /T —kr, t>0.

O fator que multiplica a exponencial agora depende de . Quanto maior 7,
mais prolongada sera a resposta transitoria do sistema. A resposta em regime a
rampa unitéria, isto &, a parte da resposta a rampa que permanece quando ¢ tende ao
infinito, & y(t)re = kt — k7 (t — o). Observamos que a resposta a rampa tende a
uma reta de inclinagdo k. A Figura R1.2 ilustra a resposta tipica de um sistema de
primeira ordem a entrada rampa unitaria. Do mesmo modo, para obter a resposta a
uma rampa de inclinagdo A (s~!), basta multiplicar a saida por A.

T L L L L L L
0 1 2 3 4 7 8 9 10

t(s)

Figura R1.2: Resposta do sistema a rampa unitaria (k = 1, 7 = 0.5 s).

Sistemas de segunda ordem
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10. Modelos de segunda ordem sdo também representativos de um grande nimero
de processos de interesse, como a posi¢cdo de uma massa num sistema massa-mola-
atrito, o deslocamento angular do eixo de um motor DC (modelo simplificado) ou
a carga no capacitor de um circuito RLC série. A forma padrao de um sistema de
segunda ordem é

Y(s) w2

Gls) = U(s) 8%+ 26wns + w2’

na qual £ é o fator de amortecimento e w, € a freqUéncia natural (em rad/s)
do sistema. Um sistema de segunda ordem & completamente caracterizado pelos
valores de £ e w,. A frequéncia natural & também chamada de frequiéncia nao-
amortecida. Seria a freqtiéncia de oscilacdo do sistema caso ¢ = 0. O ganho DC
do sistema de segunda ordem na forma padrdo é G(0) = 1. O valor final da saida
é igual a qualquer valor de entrada constante.

11. Resposta ao degrau unitario. Se U(s) = 1/s, entdo
w
s(s% + 28wps + w2)’

Y(s) =

A natureza das raizes de s? + 2¢w,s + w? = 0,

51,2 = —Ewn £ wpy 52 -1,
varia de acordo com o valor de £ > 0:

€ >1 :raizes reais distintas;
£ =1 :raizes reais miltiplas;
& <1 :raizes complexas conjulgadas.

Resposta sub-amortecida. Se £ < 1, dizemos qua a resposta é sub-amortecida e
representamos as raizes s; o na forma

51,2 = _fwn iijb
na qual wy = w,+/1 — &2 é a freqliéncia de oscilagdo forcada do sistema, depen-

dente do fator de amortecimento &. Para obter a reposta do sistema sub-amortecido,
expressamos Y (s) em fracBes parciais:
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1 s+ 28w
Y(S) - - — ) “ 2
5 524 2lwps + wi

1 s + &wn Swn,

s (s+E&wn)?+w2 (54 Ewn)?+w?

Anti-transformando Y (s) com o auxilio de uma Tabela de Transformadas, ob-
temos entdo

y(t) = 1-— e swnt <cos wyt + L sen wﬂ) )

-2
e—twnt Ji @

= 1— ——sen (wdtthg_li), t>0.

V1-—¢€2 3
A resposta oscila com freqiiéncia amortecida wy € tende a 1 (amplitude do
degrau unitario) quando ¢ tende ao infinito. Se £ = 0 (wg = wy,), Obtemos
y(t) =1—coswpt, t>0.

A resposta oscila sem amortecimento em torno de 1 na fregiiéncia natural w,,.
Dizemos neste caso que a resposta é ndo-amortecida.

Resposta criticamente amortecida. Se £ = 1, entdo

§% 4 2bwns + w2 = (5 + wy)?

e as raizes sdo reais e multiplas. A resposta correspondente, ndo-oscilatoria, é
y(t) =1 —e (1 4+wyt), t>0,

sendo chamada de criticamente amortecida.

Resposta super-amortecida. Se £ > 1, entdo

s + 2ws + w2 = (—éwn + wn\/§2——1) (—fwn — wn\/§2——1)

e as raizes sao reais e distintas. A resposta correspondente, nao-oscilatoria,
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y(t) =1

Wn, eslt eSQt
S1 52

_i_i
2,/ — 1

na qual s; o = —&wy + wyy/&2 — 1, sendo chamada de super-amortecida. Se
|s1] << |s2|, entdo 2! decai muito mais rapido do que e** e a resposta pode ser
aproximada por

Wn, estt

2,/ -1 81~

Dizemos que a raiz s; &€ dominante em relagdo a s;. A resposta obtida é
tipicamente a de um sistema de primeira ordem.

y(t) ~ 1+ t>0.
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Revisao 2

Resposta Temporal

Sistemas de segunda ordem
Caracteristicas da resposta ao degrau
Ganho DC ndo-unitério

Efeito da adi¢cdo de um zero

Sistemas de segunda ordem

1. Dado um sistema de segunda ordem na forma padrao,
Y(s) _ wa

U(s) 82+ 26wps + w?’
seus polos complexos conjulgados (¢ < 1),

s12 = —fwy £ jwg, wg=wn\/1—E2

podem ser localizados no plano s como ilustra a Figura R2.1.

G(s) =

Ims
S1
>< ********* +wy
3 ~ Wn
6,
—Ewn f ””””” = 0 Re s
- Swn
Kemmmmmooo —wq
52

Figura R2.1: Localizagdo dos p6los no plano s.

Relacgdes trigonométricas simples mostram que

1] = [s2] = \/(fwn)Q + <Wn\/ 1- 52)2 = Wn,
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isto &, que a distancia de s1 (s2) a origem do plano s é igual a freqiiéncia natural
do sistema. Além disso, o angulo @ indicado é tal que

implicando que £ tende a 1 (w, tende a 0) quando 6 tende a 0, e que & tende a 0 (wq
tende a w,,) quando 6 tende a 7/2. A freqliéncia de oscilacdo forcada w, aumenta
com a diminuicdo de £ ou com 0 aumento de wy,.

Caracteristicas da resposta ao degrau

2. Respostas ao degrau unitério tipicas de sistemas de segunda ordem sub-amor-
tecidos (£ < 1), criticamente amortecidos (¢ = 1) e super-amortecidos (¢ > 1)
sdo ilustradas na Figura R2.2. Dentre as respostas ndo-oscilatérias (¢ > 1), a
gue mais rapido se aproxima da referéncia degrau unitario é a correspondente ao
caso criticamente amortecido. Excetuando-se casos onde oscilagdes ndo possam
ser toleradas, como em determinadas aplicacBes em Robotica, & desejavel que a
resposta transitoria seja suficientemente rapida e amortecida, o que implica em
fatores de amortecimento entre 0.4 e 0.8.

Step Response
From: U(1)

2
18 1 é-: O
16 2
ol 3
12
b
2 g
Pl
E [
08
1
06
0.4 2
02

I I
0 5 10 15
Time (sec.)

Figura R2.2: Respostas ao degrau em funcédo de ¢ (w,, = 1).

3. A resposta sub-amortecida de um sistema de segunda ordem pode ser expressa
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na forma
e—Ewnt J1i-&
t)=1— ———sen|wgt +tg7 1 X—— |, t>0. 3

A constante de tempo do sistema de segunda ordem é 7 = 1/(&wy,), sendo
assim inversamente proporcional ao valor absoluto da parte real dos p6los de G(s).

4. Varias caracteristicas da resposta sub-amortecida de um sistema de segunda
ordem podem ser expressas através dos parametros £ e w,. A resposta ilustrada
na Figura R2.3 indica alguns dos indices que utilizamos para avaliar a qualidade
da resposta. Todos os indices discutidos a seguir sdo calculados, alguns de forma
aproximada, a partir da resposta sub-amortecida do sistema de segunda ordem,
dada por (3).

Step Response
From: U(1)
T

14

Amplitude

0.4r-

0.2

t,r tp Time (sec.)
Figura R2.3: Resposta ao degrau unitario (£ = 0.5, w,, = 2).

Tempo de subida, .. Intervalo de tempo necessario para que a resposta va de
0% a 100%, como na Figura R2.3, ou, como sera assumido, de 10% a 90% do
seu valor final. Matematicamente, ¢, = to — ¢1, onde ¢1 e to S80 tempos tais que
y(t1) = 0.1 e y(t2) = 0.9. O tempo de subida possui uma pequena dependéncia
do fator de amortecimento, como ilustra a Figura R2.2. Entretanto admitindo o
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valor médio ¢ = 0.5, podemos aproximar o tempo de subida por
1.8
==

ty )
Wn
O fator determinante do tempo de subida € a frequiéncia natural do sistema.
Maxima sobre-elevagdo, M. Maximo valor da resposta medida a partir do seu
valor final. A méaxima sobre-elevagdo é obtida resolvendo-se ¢(t¢,,) = 0 (condi¢do
de inclinagdo nula para um ponto de maximo de y(t)) para 0 menor tempo ¢,
possivel, chamado de tempo de pico, ¢,. Apos as operagdes necessarias,

_ g2 7'l'
M= C/VI=Em - — T (s)
wd
E usual representarmos a maxima sobre-elevagdo em termos percentuais: M, =

M x100. A sobre-elevacdo depende apenas do fator de amortecimento do sistema;
o0 tempo de pico depende também da freqiiéncia natural.

Tempo de acomodagdo, t;. Tempo necessario para que a resposta alcance e
permaneca dentro de uma faixa percentual do seu valor final. Se utilizarmos uma
faixa de 2%, o tempo de acomodacao sera de aproximadamente quatro constantes
de tempo:

Q-M-é;(@

O tempo de acomodacdo depende simultaneamente do fator de amortecimento
e da freqliéncia natural.

5. Exemplo. Considere o sistema de segunda ordem

Y (s) 4 B 22
U(s) s2+2s+4 s2+2x0.5x2s+22

O sistema exibe £ = 0.5 e w, = 2 rad/s.
Tempo de subida:

1.8
t, = — =0.90s;
5 0.90

Méxima sobre-elevagao:

M, = e~ (O5/VI=059 5 100 = 16.30 %;
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Tempo de pico:

s
t, = —= = 1.81s;
P13 ’
Tempo de acomodagao:
4
ts = =4.00s.
T 05x%x2

6. Em Controle estamos frequentemente interessados em sintetizar um sistema
de segunda ordem, isto &, construir um sistema de segunda ordem que apresente
caracteristicas desejadas de resposta ao degrau, especificadas através de ¢, ts e
M, principalmente. Construir o sistema significa, & claro, determinar os valores
de ¢ e wy, que satisfazem as especifica¢des formuladas.

7. Exemplo. Considere o problema de sintetizar um sistema de segunda ordem, ou
seja, determinar & e wy,, tal que

M, < 10%,
ty < 1s,
ts < 3s.

Graficos M, x & sdo apresentados na maioria dos livros introdutorios de Con-
trole. Veja, por exemplo, Ogata, pg. 155. Para que M,, < 10%, devemos impor
& > 0.6. O tempo de subida imp8e uma restri¢do a freqiiéncia natural:

tr=—"—-<1 = w,>1.8radls.

O tempo de acomodacdo impde uma restricdo adicional, agora sobre o valor de
Ewn:

ts — g%n < 3 = fwn > %
Os valores minimos £ = 0.6 e w,, = 1.8 rad/s ndo satisfazem a especificacao
relativa ao tempo de acomodacdo. A solucdo mais simples & aumentar w,,. Se
wy = 2.3 rdfs, entdo s = 2.9 s. O sistema que sintetiza a resposta desejada €

w2 5.29

G(s) = - = .
() s2 + 28wps + w2 s?+2.765 4+ 5.29

8. A dependéncia da resposta de um sistema de segunda ordem ao degrau em
relacdo aos parametros £ e w,, sugere ser possivel delimitar regides do plano s
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que caracterizem determinados tipos de resposta. Em outras palavras, uma dada
localizagdo de pdlos — alocacdo de p6los no problema de sintese — implica numa
resposta ao degrau descrita em termos de ¢,., t, e My, como ilustra a Figura R2.4.
Em particular,

e Uma sobre-elevacdo maxima M, implica um fator de amortecimento mini-
mo & e um consequente angulo maximo ¢, o que cria um setor no semi-plano
esquerdo;

e Um tempo de subida maximo ¢, implica uma freqiiéncia natural minima wy,
0 que exclui o interior de um semi-circulo de raio wy;

e Um tempo de acomodagdo maximo ¢, implica uma parte real dos polos £w,
minima £w,,, 0 que exclui a regido a esquerda de &w,,.

Um sistema de segunda ordem com p6los complexos conjulgados pertencentes
a intersecdo das trés regiGes acima (regido hachurada na Figura R2.4) sera tal que
M, < My, t, <trets <t

Res

Regido
de
alocacdo

= 15 < 7?s
Figura R2.4: EspecificacBes em termos de regides no plano s.

Ganho DC néao-unitario

9. Pode ocorrer do sistema de segunda ordem se apresentar na forma

Y (s) kw?

n

U(s) 82+ 26wns + w2’
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na qual £ € um ganho qualquer, ndo necessariamente unitario. Neste caso, 0
ganho DC do sistema passa a valer G(0) = k e a resposta ao degrau do sis-
tema é simplesmente multiplicada por k. Em particular, o valor final de y sera
y(oo) = limy—,o y(t) = k. Uma modificacdo conveniente para maxima sobre-
elevacdo quando y(oo) # 1 €

Efeito da adicdo de um zero

10. O sistema de segunda ordem

Y(s)  (wi/a)(s+a)
U(s)  s2+28wps +w?

G(s) =

possui um zero adicional em s = —a. Observamos que o ganho k¥ = w2 /a foi
definido de tal maneira que G(0) = 1 qualquer que seja a, facilitando a anélise
a seguir, no sentido de que todas as respostas tenderdo ao valor final 1. Para uma
analise do comportamento tipico do sistema ap6s a introdu¢do do zero, suponha
& = 0.7, w, = 2 rad/s e 0s seguintes valores para a: 5, 2, 1 e 0.5. As respostas ao
degrau correspondentes sdo apresentadas na Figura R2.5.

Step Response
From: U(1)
T

25

Amplitude

I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Time (sec.)

Figura R2.5: Efeito da introdugdo de um zero.
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11. A parte real do par de polos complexos conjulgados é —¢w,, = —0.7 x 2 =
—1.4; o zero encontra-se em s = —a. Quando o zero esta relativamente distante
do pblos (a = 5), seu efeito sobre 0 amortecimento do sistema é desprezivel. O
sistema se comporta como se ndo houvesse o zero. A medida que o zero se desloca
na direcdo do eixo imaginario, passando pelo pélos, produz um efeito equivalente
ao de reduzir o amortecimento do sistema, aumentando assim a sua maxima sobre-
elevacéo.
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Revisao 3

Resposta em Freqliéncia

Resposta a entrada senoidal
Diagramas de Bode

Resposta a entrada senoidal

1. Considere um sistema linear invariante no tempo qualquer modelado pela fun¢éo
de transferéncia G(s). Desejamos obter a resposta em regime do sistema, isto
é, y(t) parat — oo, quando a entrada r & um sinal senoidal de amplitude A e
freqiiéncia w dadas: r(t) = Asenwt, ¢ > 0. No dominio da Transformada de

Laplace,
Aw

2 +w?’

Y(s) = G(s)R(s), R(s)=

2.E sempre possivel expressar a transformada de Laplace da saida como
Y(s) = Ya(s) + Yr(s),

na qual Y (s) e Yr(s) representam as parcelas da expansdo em fragdes parciais de
Y (s) que envolvem exclusivamente os polos de G(s) e de R(s), respectivamente.
A resposta temporal da saida pode entdo ser vista como

Y (s)],
= L7'Ya(s)] + L7 [YR(s)],
= yg(t) +yr(t), t>0.

y(t) =

r-
r-

3. Assumindo que G(s) possui apenas polos com partes reais estritamente nega-
tivas (pblos reais, distintos ou maltiplos, p6los complexos conjulgados), a anti-
transformada y(t) contera apenas termos do tipo =%, tPe=9t ou e~ senwyt,
em que p e o representam genericamente um inteiro e uma constante positivas.
Assim sendo, y;(t) — 0 quando ¢ — oo (devido as exponenciais negativas) e a
resposta em regime do sistema se reduz a
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4. Para obter yr(t) & necessario anti-transformar a expressdo

Yr(s) = = 4+ =

s—jw s+ jw’
na qual « e & (complexo conjulgado de «) sdo os residuos associados aos polos de

R(s) (s = jw, s = —jw). Observamos que os residuos de Yx(s) dependem de
G(s). De fato,

a = (s+jw)G(8)R(S)|s=—jw,
= G(jw)%a
—AG(jw)
2j '

Podemos expressar o nimero complexo G (jw) na forma exponencial
G(jw) = |G (jw)|e??V), (4)
na qual |G(jw)| é a magnitude (ganho) e ¢(jw) é a fase (a4ngulo) de G(jw) na

freqliéncia w. Representamos alternativamente a fase como /G(jw). O fato de
G (jw) ser uma funcdo racional em jw garante as seguintes propriedades:

Gjw)| = |G(=jw)l, (5)
P(—jw) = —o(jw). (6)
A resposta em regime do sistema é
y(t) = !t + ae=Ivt,
_ AG(jw) eIt _ AG(_jw)efjwt
2j 2j '

Usando a representacdo (4), as propriedades (5)-(6) e denotando por simplici-
dade ¢ = ¢(jw), obtemos



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 31

A , A -
- X ; Jjwt+e) _ 2 —j(wt+p)
yo) = 516Gl 571G (=g)le 70,
. ej (wt"’(b) — e_j (Wt+¢)
= AG(w)] [ 5 ] .

Finalmente,
y(t) = A|G(jw)|sen (wt + ¢) (t — o). (7

A resposta em regime do sistema G(s) auma entrada senoidal »(t) = Asenwt,
t > 0, € também senoidal, da mesma freqiiéncia w da entrada, porém defasada de
¢ (dependente de w) em relagdo a entrada. A amplitude da resposta senoidal é
A|G(jw)|, sendo a quantidade |G (jw)| chamada de ganho de regime do sistema
na freqiiéncia w. Dizemos que o sistema G(s) amplifica ou atenua a entrada
r(t) = Asenwt, t > 0, quando |G(jw)| > 1 ou |G(jw)| < 1, respectivamente.

5. Exemplo. Considere o sistema de primeira ordem

5
G(s) = ponsE r(t) =T7sen3t (A =7, w=3radls).
Na freqliéncia w = 3 rad/s,
5 : . o
Gs)lomis = 35> 1G(3)| =139, /G(j3) = —56.3"

A resposta em regime do sistema é

y(t) = AlG(jw)[sen (wt + ¢),
= 7 x1.39 x sen (3t — 56.3),
= 9.71sen (3t —56.3%) (t — o0).

Diagramas de Bode

6. Suponha que os valores de |G(jw)| e /G(jw) sejam conhecidos para toda
freqiiéncia w no intervalo 0 < w < oco. Como |G(jw)| e ZG(jw) caracterizam
completemente G(jw), dizemos conhecer a resposta em frequéncia do sistema
modelado por G(s). Os diagramas (graficos)

IG(jw)| xw e /[G(jw) xXw
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sdo chamados de diagrama de magnitude e diagrama de fase de G(jw), respec-
tivamente. Quando os diagramas sdo apresentados na forma log |G (jw)| x logw
e /G(jw)| x logw, recebem a denominacdo particular de diagramas de Bode.
Normalmente a magnitude é representada em dB (decibél):

|G(jw)lgs = 201og |G(jw)l,
na qual log significa logaritmo na base 10. A fase /G (jw) € representada em graus.

Utilizamos escalas lineares para representar a magnitude e a fase de G (jw) e escala
logaritmica para representar a freqiiéncia w.

7. A obtencdo dos diagramas de Bode de uma dada funcdo G(jw) seria uma ta-
refa mais ardua nao fosse a possibilidade de construirmos diagramas assintoticos
para G(jw) a partir da sua decomposicdo em fatores mais simples. O procedi-
mento geral para se obter os diagramas assintéticos de uma dada funcdo G(jw)
sera discutido através de um exemplo. Considere

10(s + 3)
s(s+2)(s2+s+2)

G(s) =

Fazendo s = jw, obtemos

i) 10(jw + 3)

" joGw + 2)[Gw)? +jw + 2

Os diversos fatores de G(jw) s&o colocados na forma padréo ou forma de
Bode, na qual os coeficientes constantes s&o todos iguais a 1:

7.5 (% + 1>
U= NG e ]
] — 41 — 41
]w<2 + > [ 5 + 5 + ]
e As frequéncias de corte de G(jw) s@0o w = 3 (zeroem s = —3), w =

2 (poloem —2) e w = w, = V2 (w, & a freqiiéncia natural dos polos
complexos conjulgados);

Magnitude de G(jw) em dB:

|G(jw)|gg = 20log |G (jw)| = 201og 7.5+

w2 w\ 2
+ 201log (§> +1—20log w — 201log (5) +1—

2 2\ 2
— 20log \/(g) +<1—%> :
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e Fase de G(jw) em graus:

| €

/G(jw)|graus = tan* % R
w
1— 2
(-%)
Obtemos a magnitude (em dB) e a fase (em graus) de G(jw) subtraindo a

soma das parcelas referentes aos fatores do numerador da soma das parcelas
referentes aos fatores do denominador de G(jw);

e Fatores assintoticos:

Ganho constante:

Magnitude: 20log7.5dB, 0<w < o0
Fase: 0° O<w< o

Zeroems = —3:

Maanitude: 0dB sew << 3
9 ' 20 dB/dec se w >> 3
Fase: 0° sew<<3
’ 90° sew >>3

Poloem s = O:

Magnitude: —20log w, 0 < w < ©

Fase: —90% 0 <w < o0
— Poloem s = —2:
_ 0dB sew << 2
Magnitude: { —20dB/dec sew >>2

Fase: 0° sew<<?2
' —90° sew >>2

Pblos complexos
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Magnitude:

Se w << wy, = V2, entdo

—201og \/(%)24— <1— %2>2 ~ (0 dB

Se w >> w, = /2, entdo

—201log \/(%)2—1— (1 - %2>2 ~

2
~ —20log % dB = —401log % dB

7

As assintotas de baixa e alta freqiiéncias se interceptam em w =
wy, = V2. Paraw >> /2, 0 ganho cai com —40 dB/dec.

Fase:
0° sew << w, =2
—180° sew >> w, = V2

8. Quando w << we, sendo w, a freqiiéncia de corte de um zero ou polo real,
obtemos 0 dB de magnitude. Por outro lado, quando w >> w,, a magnitude & dada
por (+ para zero, — para p6lo)

+20log = = +(20logw — 20log w). 8)
We

Uma década (dec) acima da freqiiéncia de corte (w = 10w.) a magnitude tera
variado 420 dB, duas décadas (w = 10%w,.) acima, +40 dB, etc. Dizemos ent&o
que a inclinacdo da curva de magnitude do zero ou polo real é de +20 db/dec.
As assintotas de baixa (w << w,, inclinagdo 0 dB/dec) e de alta (w >> w,)
freqliéncias se cruzam em w = w,.. O erro maximo introduzido pelo diagrama
assint6tico em relagdo ao diagrama real ocorre em w = w, € é dado por

2
+201og 1/ <i> 4+ 1=420log V2~ +3dB.
We

As fases de zeros e polos reais nas suas frequiéncias de corte valem +45°,
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9. Uma analise similar revela que a inclinac@o da assintota de alta freqiiéncia de um
fator de segunda ordem (zeros ou p6los complexos conjulgados) é de +40 dB/dec.
A Figura R3.1 apresenta os fatores assint6ticos (linhas tracejadas), o diagrama as-
sint6tico (linha trago-ponto) e o diagrama de magnitude exato (linha sélida) de
G(s) = 10(s+3)/[s(s+2)(s®+s+2)]. Obtemos o diagrama assintotico somando
ao fator constante as inclinacdes dos fatores assintoticos nas suas freqiiéncias de
corte, 0 que é possivel devido a representacdo logaritmica da magnitude.

60

40 1~

20+ s IR s

—60 - A\ <

-80

-100 L L L
107 107" 10° 10" 10°

Figura R3.1: Diagramas de magnitude de G(jw) - assintoticos e exato.

10. A magnitude exata do fator de segunda ordem na intersecdo das assintotas de
baixa (inclinacdo 0 dB/dec) e alta freqiiéncias, em w = w,,, depende de £. De fato,
a magnitude de um fator de segunda ordem genérico seria

w \2 w2\ 2
+20log <2§—> + (1 — —2> .
wWn, w?

No exemplo ilustrativo, £ ~ 0.35. Os diagramas da Figura R3.2 s&o relativos
ao fator de segunda ordem com w,, = v/2 e ¢ igualmente espagado de 0.1 a 1.0. A
medida que o fator de amortecimento £ diminui, o pico da magnitude do fator de
segunda ordem aumenta, assim com a rapidez com que a fase varia. Emw = w, a
fase & sempre igual a —90° (ndo depende de &).
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Mayg. (dB)

Fase (graus)
15 —— T 0 T

—T

<+

10 -20

-60

-80
-10
-100
-15
-120
-20
-140
-25
-30 -160
-35 -1 ‘0 1 -180 -1 ‘U 1
10 10 10 10 10 10

Figura R3.2: Magnitude e fase do fator de segunda ordem em func&o de &.

11. A freqliéncia na qual |G(jw)| apresenta seu pico, chamada de frequéncia de
ressonancia, w,., € a magnitude correspondente, chamada de pico de ressonancia,
M,., sdo, respectivamente,

Wr:WnV1_252 € MT_|G(ij)‘_ﬁ7 ngg\/i/Q

Nao ocorre ressonancia se & > \/5/2 ~ (.71. Quando ¢ tende a zero, a
frequiéncia de ressonancia tende a w,, e M, tende ao infinito. Se um sistema G(jw)
tal que & = 0 for excitado na freqliéncia w,,, a magnitude |G (jw,, )| torna-se infinita.
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Aula 2

Representacao de Sistemas

Modelagem
Linearizacdo

Funcdo de transferéncia
Diagrama de blocos

Modelagem

1. Os métodos tradicionais de analise e projeto de sistemas de controle partem da
representacdo os componentes do sistema através de modelos matematicos. A mo-
delagem quase sempre & baseada em leis fisicas aplicaveis ao sistema de interesse.

2. Considere o problema de modelar a velocidade de um automovel, representado
na Figura 2.1. O automovel, de massa total m, trafega a uma velocidade v = v(t)
movido pela for¢ca v = u(t) produzida pelo motor. Assuma que o automovel é um
corpo rigido e que no seu movimento retilineo ndo sofre forcas de reacdo. Neste
caso, a segunda lei de Newton determina que

mo = u. )

@) C)

7
Figura 2.1: Modelo linear do automovel.

3. Obtemos a velocidade do automovel em qualquer instante ¢ > 0 (¢t = 0 é
o instante inicial de referéncia) resolvendo a equagdo diferencial linear de pri-
meira ordem a coeficientes constantes (9), uma vez especificada a condicdo inicial
v(0) = vg. Em Controle dizemos que o modelo obtido é linear (equacéo diferen-
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cial linear) e invariante no tempo (coeficientes ndo dependem do tempo). Entre-
tanto, o modelo a ser adotado deve refletir todos os fatores julgados relevantes para
descrever como a velocidade do automovel se comporta em condicdes realistas.
Alguns desses fatores sdo discutidos a seguir.

Atrito de rolagem. A superficie sob as rodas do automovel introduz uma forca
de atrito de rolagem igual a i fx, na qual x € uma constante que depende das
caracteristicas de contato entre as rodas e superficie de rolagem e fy é a forca
normal atuando na superficie;

Resisténcia do ar. O ar op0e resisténcia ao movimento na forma de uma forca
de reacdo igual a kv?, em que k & uma constante que depende das dimensdes e da
geometria do automovel,

Inclinacdo da pista. A superficie de rolagem & normalmente uma sucessao de
aclives e declives, as quais tém influéncia significativa na velocidade resultante
do automovel. A inclinagdo da superficie, w = w(t), age como um distUrbio
externo;

Massa variavel. Paraproduzir a forga propulsora do seu movimento, o automovel
consome combustivel e portanto sua massa total varia no tempo (m = m(t)). A
variagao de massa age como um distUrbio interno (se nao for modelada).

/U/
m o\ %
mgse/“
> w
\ mg cosw
mg

Figura 2.2: Modelo ndo-linear do automovel.

4. Assumindo que a variacdo da massa do automovel devida ao consumo de com-
bustivel tem pouca influéncia sobre o comportamento da velocidade, obtemos o
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seguinte modelo ndo-linear (invariante no tempo) para descrever a velocidade do
automovel:
mo = —kv? — ppmg cosw — mgsen w + u. (10)

5. O lado direito de (10) é a soma das forgas que atuam na dire¢cdo do movimento
do automovel, como ilustra a Figura 2.2. Observe v, u e w dependem de ¢.

Linearizacéao

6. Os métodos de analise e projeto discutidos em cursos introdutérios de Controle
sdo validos apenas para sistemas lineares invariantes no tempo (LIT’s). Tendo
chegado ao modelo mais simples que representa a planta a ser controlada, devemos
proceder a linearizagdo do modelo, caso este seja ndao-linear.

7. Parece um contra-senso obter um modelo ndo-linear para depois linearizé-lo,
mas existem boas razdes para fazermos isso.

a) A linearizacao é feita em torno de uma condi¢ao nominal (ponto de equilibrio)
do modelo. Uma condi¢do nominal seria, por exemplo, um automével tra-
fegando com velocidade constante de v+° = 80 km/h numa superficie de
inclinagdo constante de w® = 0°;

b) Se o sistema de controle de velocidade for adequadamente projetado, a ve-
locidade do automovel face as forcas externas e distUrbios sera regulada
proxima a velocidade desejada. Se a inclinagdo da superficie ndo sofrer
grandes variacdes e a velocidade for mantida proxima a nominal, o compor-
tamento do modelo linearizado sera aproximadamente igual ao do modelo
ndo-linear;

c) Apobs a utilizacdo de métodos classicos de analise e projeto para sistemas LIT’s,
0 modelo ndo-linear completo pode servir para validar, via simulacdo com
Matlab/Simulink, por exemplo, os resultados obtidos através do modelo li-
nearizado, antes da efetiva implementacdo de um sistema automatico para
controle de velocidade;

d) Eventualmente a modelagem/lineariza¢do pode levar a resultados insatisfatorios
do ponto de vista de controle. Devemos entdo rever a modelagem, incorpo-
rando fatores deixados de fora numa primeira etapa, ou adotando métodos
mais adequados a modelos ndo-lineares.
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8. A linearizacdo & geralmente baseada na expansdo do modelo ndo-linear em
Série de Taylor. Os dois primeiros termos (aproximagado linear) de uma fungéo f
qualquer de v, w e v em torno do ponto (v°, w®, u") seria

fo,u,w) = F(°,u®, w®) + £, (0%, u®, w?) (v —v°)+

fw(vo> uO’ wO)(w - wO) + fu(U07 UO, wo)(u - uo)‘

na qual f,. representa a derivada parcial de f em relagdo a uma variavel genérica
x. Representando o lado direito de (10) como f(v,w,u), computamos o valor
nominal u° correspondente a v° e w" resolvendo a equago 0 = f(v°, w", u), pois
na condicdo nominal, © = 0. Obtemos assim a entrada nominal de controle

u® = k(v°)? + pmg cosw® + mgsen w®,
e consequentemente f(v°, w®, u%) = 0. Introduzindo as variaveis de desvio (em
relagdo aos valores nominais) dv = v —v°, dw = w—w° e éu = v —u°, chegamos
entdo ao seguinte modelo linearizado para a velocidade do automovel (observe que
b = dv):

ov = —adv + b1du + badw, (11)

naqual a = 2kv°/m, by = 1/me by = ugsenw’ — gcosw’.

Funcao de transferéncia

9. Modelos lineares invariantes no tempo podem ser representados no dominio
da freqliécia complexa s através do conceito de funcédo de transferéncia. Uma
funcdo de transferéncia & obtida quando se divide a transformada de Laplace (£)
de uma variavel de saida pela transformada de Laplace de uma variavel de entrada.

10. Num sistema de controle em malha fechada para regular a velocidade do au-
tomovel, a variavel de saida é a velocidade do automével, y = v, e as variaveis de
entrada (variaveis independentes) sdo a forca produzida pelo motor, u, e o distlrbio
externo introduzido pela inclinagdo da superficie, w.

11. O modelo linearizado (11) relaciona a variagdo da saida as varia¢des na entrada
controlada e na entrada de distUrbio relativamente aos seus valores nominais. To-
mando a transformada de Laplace de (11) com condigdo inicial y(0) = 0 (variagdo
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inicial zero), obtemos
sAY (s) = —aAY(s) + bjAU(s) + by AW (s), (12)

em que AY (s) = L[dy(t)] e assim por diante. A equacdo (12) pode ser rearran-
jada de forma a se explicitar a variagdo da saida 6y como uma soma de variagdes
produzidas pelas entradas du e dw:

b1

AY(s) = S+aAU(s)+S

= Pyuu(s)AU(s) + Pyu(s)AW (s),

= AY,(s) + AY,(s),

na qual P, (s) e Py.,(s) sdo as fungdes de transferéncia das entradas du e jw para
a saida dy, respectivamente. Pelo Principio da Superposicao, se dy, € dy,, Sao
as saidas devidas as ag¢Oes das entradas éu (com dw = 0) e dw (com du = 0),
respectivamente, entdo a saida devida a agdo conjunta das entradas du e dw € dy =
Yy + Y.

12. Num sistema de controle em malha fechada para regulacdo de velocidade, a
variagdo de velocidade medida, oy, & comparada com a referéncia r = 0 (r(t) =
0, t > 0), pois deseja-se variagdo nula (velocidade nominal) em regime (isto &,
guando ¢ — oo). O erro resultante serve de entrada para um controlador represen-
tado pela funcdo de transferéncia C'(s). A saida de C/(s) é a variacdo da entrada,
du, necessaria para compensar a variagdo da saida do sistema, dy.

13. A Figura 2.3 apresenta o diagrama de blocos de um sistema de controle em
malha fechada que poderia ser utilizado para resolver o problema da regulacéo de
velocidade do automével. O esquema de controle deve ser entendido da seguinte
forma: numa primeira etapa, o automovel & levado a condi¢do nominal desejada
(v°, w?), quando entfo o controle assume o valor «°. Em seguida o sistema da
Figura 2.3 passa a funcionar para manter a velocidade em °. Observemos que 0s
valores efetivos da saida, do controle e do disttrbio sao y° + 6y, u®+du e w + dw,
respectivamente.

14. Num diagrama de blocos como a da Figura 2.3 indicamos as variaveis no
dominio do tempo, deixando implicito que du(t) = L 1[C(s)E(s)]. Uma das
principais funcbes do controlador C'(s) no sistema de controle em malha fechada
representado na Figura 2.3 € a de rejeicdo de distUrbios: a variagdo de velocidade
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(6y) eventualmente produzida pela variagdo na inclinacdo da superficie (0w) deve
teder a zero (em regime) pela acdo da variacdo no controle (du).

r=0 + e 5u /L"' b oy
() C(s) ‘ 1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Planta

Figura 2.3: Regulacdo de velocidade do automovel.

15. Projetamos controladores para atender a especificaces de desempenho como
a rejeicdo de distlrbios. Outras especifica¢cBes poderiam restringir o0 comporta-
mento transitorio da saida apbs a ocorréncia de distlrbios, como ao se especificar
um intervalo de tempo maximo para o retorno da saida ao seu valor nominal.

16. Na pratica, projetar um controlador significa determinar os coeficientes da
funcdo de transferéncia C(s) de forma a que todas as especificacdes de desempe-
nho sejam atendidas. Mostraremos mais tarde que um distdrbio do tipo degrau na
velocidade do automovel, produzido, por exemplo, quando a inclinagdo w muda
subitamente de valor, um controlador do tipo PI (Proporcional + Integral), dado

por
k; k, + k;
C(S)ka-l-;zu,

S
seria adequado. Projetar o controlador, neste caso, significaria determinar os ga-
nhos k, (proporcional) e k; (integral) necessarios para rejeitar o distGrbio e ao
mesmo tempo atender outras eventuais especificacfes de desempenho.
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Aula 3

Representacao de Sistemas

Controle de motores DC

Instabilidade: péndulo invertido
Representacdes por variaveis de estado
LimitacOes dos modelos matematicos

Controle de motores DC

1. Motores DC (do inglés, direct-current, isto é, corrente direta) sao um dos dis-
positivos mais utilizados pela industria como fonte primaria de movimento. S&o
as vézes chamados de servomotores DC quando empregados em aplicagdes de
controle. Exibem diversas caracteristicas favoraveis como controlabilidade, porta-
bilidade, baixos custos de aquisicao e manutencdo e adaptabilidade a varios tipos
de sistemas de controle.

2. Motores DC de média a elevada poténcia sao usados no controle de esteiras,
servovalvulas, maquinas-ferramentas e sistemas robo6ticos, entre outras aplicagdes.
Alguns motores DC possuem constantes de tempo extremamente pequenas, sendo
ideais para aplicacOes de (relativamente) baixa poténcia, como no controle de dis-
cos e fitas magnéticas, impressoras e plotters.

R, L,
_|_
lg
B
Vg J
0

Figura 3.1: Motor DC controlado pela armadura (campo constante).
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3. Modelagem. Basicamente, um motor DC converte energia elétrica em energia
mecanica. Em alguns motores DC, 0 campo magnético é produzido por um ima
permanente e, portanto, o fluxo magnético & constante. Neste caso, o torque de-
senvolvido no eixo do motor pode ser controlado através do chamado circuito de
armadura, como ilustra a Figura 3.1. As quantidades presentes no esquema da
Figura 3.1 s@o as seguintes:

R, : resisténcia da armadura;

L, :indutancia da armadura;

v, . tensdo aplicada aos terminais da armadura;
i, . corrente circulando na armadura;

T . torque desenvolvido no eixo do motor;

J : momento de inércia equivalente;

B coeficiente de atrito viscoso equivalente;

# : deslocamento angular do eixo do motor.

As constantes J e B representam 0 momento de inércia e o coeficiente de
atrito viscoso equivalente do motor, da carga (uma antena, por exemplo) e das
engrenagens utilizadas, referidas ao eixo do motor.

4. O torque desenvolvido no eixo do motor é proporcional a corrente de campo:
T =kt iq4.

A constante de torque k; depende de caracteristicas construtivas do motor. A
rotacdo do eixo do motor induz uma forca contra-eletromotriz, a qual provoca
uma queda de tensdo no circuito de armadura, proporcional a velocidade angular

do eixo:
db

v =kf—,
em que k¢ & a constante de forca contra-eletromotriz. A equagéo elétrica do motor
DC assume entdo a forma
di do

Lad—§+Raz‘a:ua—vf, vp = ky— (13)

Por sua vez, a equacdo mecanica do motor DC & dada por

d*0 do
J——= +B— =T = kyi,. 14
eI tta (14)
Tomando as transformadas de Laplace de (13) e (14) com condi¢Bes iniciais
nulas, obtemos, respectivamente,
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(Las + Ra)la(s) = Va(s) = Vy(s), Vi(s) = kysO(s), (15)
(Js* + Bs)O(s) = T(s) = k¢ Io(s). (16)

5. No diagrama de blocos apresentado na Figura 3.2, correspondente as equacdes
(15) e (16), o sistema eletromecanico é visto como composto por dois subsistemas:
elétrico (circuito de armadura) e mecanico (motor, carga e engrenagens). Observa-
mos também a existéncia de uma realimentacdo interna (natural) no motor DC.
Podemos simplificar o diagrama da Figura 3.2 e apresentar a relacéo entre a tenséo
de armadura e o deslocamento angular do eixo como na Figura 3.3.

Va + 7 T 0
1 1

R - “ ky -

L,s+ R, Js? + Bs

S. Elétrico S. Mecénico

vf
ks
Figura 3.2: Diagrama de blocos do motor DC.

Va kt 0

JLgs3 4+ (LB + Ry J)s? + (RoB + kykyt)s

Figura 3.3: Diagrama simplificado do motor DC.

A funcdo de transferéncia entre v, e 6 & de terceira ordem. (Notamos que
a funcdo de transferéncia entre v, e 6, a velocidade angular do motor, & de se-
gunda ordem.) Em alguns motores DC, a indutancia de armadura & muito pequena.
Quando a indutancia é desprezada (L, ~ 0), obtemos um modelo reduzido de
segunda ordem, na forma
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sendo k e 7, respectivamente, o ganho e a constante de tempo do motor, 0s quais
sdo completamente caracterizados pelos parametros do modelo:

ke ____RJ
~ RuB+ kiky’ ~ RuB+ kiky

6. Suponha que uma referéncia angular a ser seguida pelo eixo do motor é conver-
tida de radianos em volts através de um potencidmetro de ganho k&, (V/rad), e que
outro potenciémetro com a mesma escala se encontra conectado ao eixo do motor,
fornecendo uma tensdo proporcional ao deslocamento produzido. Neste caso, um
sistema de controle com realimentagao unitaria para a posi¢cdo angular do eixo do
motor DC poderia assumir a estrutura apresentada na Figura 3.4.

r (rad) + ) Amplificador kk 0 (rad)
g k., s(ts+1)
Controlador Motor DC

Figura 3.4: Sistema de controle em malha fechada.

Podemos mostrar que a a¢do proporcional produzida pelo amplificador (con-
trolador), combinada com a ag&o integral produzida pelo p6lo do motor na origem,
é suficiente para que a saida passe a seguir qualquer referéncia constante.

Instabilidade: péndulo invertido

7. Uma das principais aplicacbes de sistemas de controle é na estabilizacdo de
sistemas naturalmente instaveis em malha aberta. A Figura 3.5 ilustra um sistema
composto por um péndulo invertido montado sobre um carro, o qual pode ser
movimentado em linha reta através de um motor DC. O objetivo do sistema de
controle seria manter o péndulo na posi¢do vertical. O péndulo invertido modela
problemas de controle importantes em Engenharia, como o controle de atitude
(posicdo) de um veiculo langador de satélites. Um problema com caracteristicas
similares é o da levitacdo magnética, presente em aplicagcGes como o controle de
trens de alta velocidade.
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— = M

OO

Figura 3.5: Péndulo invertido.

8. Modelagem. O sistema da Figura 3.5 & instavel, no sentido de que o péndulo
tende a se afastar da posicao vertical por menor que seja a forga aplicada ao carro.
O modelo linearizado do péndulo invertido em torno da posicdao de equilibrio
instavel (# = 0, z = 0) é

d*x d*0
d?0 d*z
2

Os pardmetros e variaveis presentes no esquema da Figura 3.5 encontram-se
definidos a seguir.

: angulo formado pelo péndulo com a vertical;

: comprimento do péndulo;

: massa do péndulo (concentrada na extremidade);
: massa do carro;

. forca aplicada ao carro;

: deslocamento linear do carro;

. aceleracdo da gravidade.

@823~

Adotando a notagdo compacta para derivadas e eliminando a derivada segunda
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em relacdo a = na equagdo (17) (i = g6 — 16, equagdo (18)), obtemos
Ml — (M +m)gh = —u,

cuja transformada de Laplace com condi¢Ges iniciais nulas conduz a fungdo de
transferéncia entre a forca « aplicada ao carro (variavel de controle) e o angulo 6
formado pelo péndulo com a vertical (variavel de saida):

O(s) -1

Pls) = U(s) T Mis? — (M +m)g

O sinal menos na funcdo de transferéncia do péndulo reflete o fato de que o
péndulo sempre se move na dire¢do contraria a da forca aplicada. Os p6los (reais)
da funcdo de transferéncia sao

(M +m)g . (M +m)g

pr =+ Ml p2 = — Ml )

e a origem da instabilidade do péndulo é o p6lo real positivo. De fato, a resposta
temporal do péndulo a qualquer entrada limitada (um degrau unitario, por exemplo)
& uma soma de termos que inclui as exponenciais eP'? e eP2!, A instabilidade do
péndulo se traduz no crescimento ilimitado da exponencial eP'?, p; > 0, quando o
tempo tende para infinito.

9. Um sistema de controle em malha fechada como o da Figura 3.6 pode estabi-
lizar o péndulo invertido, na medida em que, sob hip6teses relativamente fracas,
os polos da fungdo de transferéncia de malha fechada entre a referéncia » = 0
(posicdo angular desejada) e 6 (posi¢do angular do péndulo) podem ser arbitraria-
mente escolhidos, e entdo impostos por um controlador dindmico C(s). P6los com
partes reais negativas sdo uma escolha obrigatoria para a estabilidade do sistema
em malha fechada.

r=20

Mls? — (M +m)g

* 1
R C(s) _

Péndulo Invertido

Figura 3.6: Controle em malha fechada do péndulo invertido.
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Representacdes por variaveis de estado

10. As representacOes de sistemas dindmicos por fun¢des de transferéncia sdo do
tipo entrada-saida, isto é, evidenciam a relagdo de transferéncia entre uma dada
entrada e uma dada saida. Variaveis internas, como a corrente de armadura no
modelo do motor DC ou o deslocamento linear do carro no modelo do péndulo
invertido, ndo sdo explicitamente indicadas. Podemos obter uma representacdo
alternativa, na qual as variaveis internas do sistema sdo explicitadas, através do
conceito de estado.

11. Estado. O estado de um sistema dindmico pode ser definido como um conjunto
de n variaveis, denotadas por x1, xo, ..., x,, € chamadas de variaveis de estado,
cujo conhecimento num dado instante de tempo ¢ = tg, aliado ao conhecimento
da entrada do sistema para todo ¢ > ¢, permite determinar z1, xs, ..., 2, para
qualquer t > tg.

12. Exemplos. Considere inicialmente o modelo do motor DC controlado pela
armadura. Para mostrar que 6, 0 e i, constituem o estado do sistema, definimos
21 =0, 29 = 0 € x5 =iy (n = 3). A entrada e a saida do sistema sdo u = v,
e y = 6, respectivamente. Escrevendo as derivadas de =1, z2 € x3 em relagdo ao
tempo em termos de x1, x2 € x3, obtemos

j:l = T2,
T2 —azxy — frs,
T3 —Yyx2 — pT3 + NU,
y = I
em que
B ky k¢ o 1
= —, = -, - =, = — e —_ —.
a=7 P=7 =1 P =TI,

Assumindo que as quantidades x1(tg), x2(to) € z3(t9) sdo conhecidas, assim
como a entrada u(t), t > to, podemos resolver o sistema de equacdes lineares de
primeira ordem acima e obter x1, x» € x3 para qualquer ¢ > ¢y, isto & o compor-
tamento futuro do sistema. Um nimero menor de variaveis (apenas x; € xs, por
exemplo) ndo apresentaria a mesma propriedade.

As variaveis de estado naturais no modelo do péndulo invertido sao x; = 6,
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Ty = 0, r3 = x e x4 = . Com essas defini¢cdes, obtemos

T = T,
To = —ax1 — Pu,
T3 = T4,
Ty = —yx1+ pu,
y = I,
em que Y X .
+m m
R S R L

13. As equagdes diferenciais envolvendo os estados sdo chamadas de equagdes de
estado. A equagdo algébrica envolvendo a saida é chamada de equacgdo de saida.
Um importante subproduto da representacdo de sistemas por variaveis de estado é
a possibilidade de empregarmos uma poderosa notagcdo matricial para as equacgdes
de estado e de saida. Como exemplo, o0 modelo do péndulo invertido poderia ser
descrito em termos matriciais da seguinte forma:

@ 0100 T 0
5'62 . —a 0 0 0 T2 —,8
s | =1 o000 1| las || o™
Ty —y 0 0 0 T4 P
1
_ L2
y=[1 0 0 0] s
T4

Se a saida tivesse sido definida como sendo a aceleracdo angular, 5 = 6, entdo
a equacao de saida assumiria a forma

1
x2
y=-ar1—fu=[—-a 0 0 0] s + [—fu,
x4
e obteriamos também D = [— (3] (escalar). Definindo
I 331 01 0 0 0
o X9 . .fQ 0 00 _ _ﬁ
S R 0 o0 1| BT ol

T4 Ty - 000 P
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C=[-a 00 0] e D=I[-4],

podemaos representar o péndulo invertido (e qualquer outro sistema linear invariante
no tempo) na forma matricial compacta

i = Ax + Bu,
y = Cx + Du.

Uma representacdo ainda mais geral &

= Az + Bu + Byw,
y = Cx + Du+ Dyv.

na qual as matrizes B,, € D,, (escalar) indicam como os dist(rbios w e v afetam as
variaveis de estado e de saida do sistema. Exemplo: no modelo do péndulo inver-
tido, uma forcga de distlrbio w contraria a0 movimento do carro seria transmitida
aos estados através de

Limitacbes dos modelos matematicos

14. Qualquer modelo matematico, independentemente da representac@o adotada,
& uma aproximagdo do sistema dinamico de interesse. Em principio, a validade
dos modelos lineares invariantes no tempo (LIT’s) utilizados neste curso é ques-
tionavel, se considerarmos que todo sistema dindmico €, em geral, ndo-linear e
variante no tempo. A validade dos modelos LIT’s no contexto de sistemas de con-
trole & em grande parte conseqiiéncia da realimentag¢do, como argumentado abaixo.

Nao-linearidade. O modelo ndo-linear, mais fiel a planta, pode ser linearizado
num ponto de operagdo desejado, como 6 = 0, x = 0, no caso do péndulo inver-
tido. O modelo linearizado é valido apenas no entorno desse ponto. Entretanto, se
convenientemente projetado, o sistema de controle em malha fechada faz com que
a planta (e seus modelos ndo-linear e linear) ndo se afaste do ponto de operacéo,
assegurando desta forma a validade do modelo linear;
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Variacdo no tempo. Os valores dos pardmetros de um sistema dinamico ge-
ralmente sofrem variagdes ao longo do tempo devido aos efeitos de envelheci-
mento e desgaste. Um sistema de controle em malha fechada é capaz de compen-
sar variagdes paramétricas se essas variagdes forem muito mais lentas do que a
dindmica do sistema de controle. A maioria dos sistemas dindmicos industriais sa-
tisfaz essa premissa e tudo se passa, na pratica, como se o sistema fosse invariante
no tempo.

14. Duas outras possiveis fontes de problemas para a operagcdo de sistemas de
controle sdo dindmicas ndo-modeladas e incertezas paramétricas.

Dinadmica ndo-modelada. Ao desprezarmos a indutancia de armadura no modelo
do motor DC para passar de um modelo de terceira ordem para um de segunda
ordem, estamos também desprezando a dindmica do circuito de armadura. Admi-
timos implicitamente que o modelo de segunda ordem & valido porque o sinal de
entrada do circuito de armadura (Figura 3.2) ndo consegue excitar o modo elétrico
do sistema, cuja constante de tempo (fregiiéncia de corte) & muito menor (maior) do
gue a contante de tempo (freqiiéncia de corte) do modo mecanico. Desde que 0s
sinais presentes no sistema de controle em malha fechada nao excitem dinamicas
ndo-modeladas, podemos deixar essas dindmicas fora do modelo;

Incerteza paramétrica. Mesmo admitindo que os pardmetros do sistema nao va-
riam com o tempo, podemos ter um conhecimento apenas aproximado dos seus
valores. Em alguns casos, conhecemos os valores nominais e as tolerancias em
relagdo aos valores nominais dos parametros. Quando dizemos que a resisténcia
de armadura de um motor é R, com tolerancia de -=10%, estamos querendo dizer
gue qualquer valor de resisténcia entre 0.9R, e 1.1R,, & possivel. Mais uma vez, a
realimentacdo pode compensar nossa incerteza com relacdo aos parametros, desde
gue o sistema de controle em malha fechada seja projetado para ser robusto, isto
g, para produzir o desempenho desejado independentemente dos valores reais dos
parametros.
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Aula 4

Estabilidade Entrada-Saida

Atributos de um sistema de controle
Sistema um-grau-de-liberdade
Estabilidade entrada-saida

Atributos de um sistema de controle

1. Entre os atributos que todo sistema de controle deve apresentar, destacamos as
seguintes:

Garantir estabilidade. O atributo primordial de um sistema de controle, sem o
qual nenhum outro pode existir, & assegurar a estabilidade do sistema. Sistemas de
controle sao usados para estabilizar plantas instaveis ou para melhorar as condi¢des
de estabilidade de plantas estaveis, mas muito oscilatérias;

Controlar erros de regime. Sistemas de controle sdo normalmente projetados
para que a saida do sistema passe a rastrear determinadas entradas de referéncia,
isto &, para que erro entre 0 valor de uma dada referéncia e o valor medido da saida
tenda a zero quando o tempo tender ao infinito (regime);

Reduzir sensibilidade a variagdes de parametros. Sistemas de controle sdo pro-
jetados a partir de modelos matematicos que aproximam o comportamento dos
componentes fisicos do sistema. Sistemas de controle devem ser relativamente
insensiveis as aproximages e as variagdes dos parametros dos modelos adotados;

Rejeitar a acdo de distUrbios. Sistemas de controle devem rejeitar (fazer desa-
parecer com o tempo) a acdo de entradas externas indesejaveis que possam agir
sobre os componentes do sistema. Idealmente, sistemas de controle ndo deveriam
responder a essas entradas externas;

Controlar a resposta transitoria. A forma como um sistema de controle atinge
a condi¢do de regime & muito importante. Controlar a resposta transitoria signi-
fica moldar o comportamento de uma variavel, geralmente a saida do sistema, em
termos de tempo de subida, sobre-elevacdo, tempo de acomodacdo, etc..



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 54

Controlar a resposta em frequiéncia. Sistemas de controle podem ser vistos como
filtros: devem deixar passar apenas as componentes de freqiiéncia do sinal de en-
trada que desejamos reproduzir (rastrear). Sinais fora da faixa de passagem do
sistema, como ruidos aos quais o sistema de controle possa estar sujeito, devem ser
suficientemente atenuados.

Sistema um-grau-de-liberdade

2. Passamos a analisar mais detalhadamente as caracteristicas de sistemas de con-
trole em malha fechada através do diagrama de blocos da Figura 4.1, que representa
um sistema de controle conhecido como um-grau-de-liberdade pelas razdes ex-
posta a seguir. O sistema ilustrado na Figura 4.1 possui trés variaveis de entrada
—r (referéncia), w (distrbio na planta) e v (distlrbio no sensor) — e trés variaveis
de saida — e (erro), u (controle) e y (saida medida). As variaveis de entrada sao
independentes: afetam, mas n&o sdo afetadas pelas variaveis de saida.

r +f\ e U * Y
K/_ C(s) - P(s)
+
_|_

Figura 4.1: Sistema de controle em malha fechada.

3. A funcdo de transferéncia de malha fechada de qualquer entrada para qualquer
saida pode ser determinada a partir das fun¢des de transferéncia de malha aberta
C(s) (controlador), P(s) (planta) e F(s) (sensor). Como cada entrada gera trés
fungdes de transferéncia de malha fechada, existem nove func¢des deste tipo no
diagrama de blocos da Figura 4.1. Cada uma delas fornece um tipo de informacéo
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a respeito do funcionamento do sistema.

4. Cada variavel de saida € uma fungdo simultdnea das trés variaveis de entrada.
Denotando uma funcdo de malha fechada genérica como 7,(s), sendo = a en-
trada e z a saida, e aplicando o Principio da Superposi¢do ao diagrama da Figura
4.1, obtemos as saidas como fungdes das entradas no dominio da transformada de
Laplace:

E(s) = Te(s)R(S) + Tew(s)W(s) + Tey(s)V (s), (29)
U(s) = Tu(8)R(S) 4+ Tuw(s)W(s) + Tuw(s)V(s), (20)
Y(S) - TyT(S)R(S) + Tyw(S>W(S) + Tyv(s)v<3)' (21)

5. Anélise e projeto. Cada fungao de transferéncia de malha fechada é escrita em
termos das funcdes de malha aberta C(s), P(s) e F(s). Se estas Ultimas s&o co-
nhecidas, assim como R(s), W (s) e V(s) (as transformadas de r, w e v), podemos
obter E(s), U(s) e Y(s), e em seguida e, u e y através de anti-transfomada de La-
place. Podemos assim analisar o desempenho do sistema de controle em relacdo a
determinadas entradas quando um dado controlador C/(s) € utilizado. Se podemos
analisar, podemos também projetar um sistema de controle, definindo um con-
trolador C'(s) que atenda a certas especificacdes de desempenho associadas aos
atributos discutidos anteriormente.

6. Um dos objetivos do sistema de controle em malha fechada da Figura 4.1 & fazer
a saida da planta rastrear uma dada entrada de referéncia. A resposta da planta a
entrada de referéncia pode ser analisada a partir da fungdo de transferéncia 7y, (s).
Do diagrama de blocos da Fig. 4.1 e das transformadas de Laplace dos sinais r, ¢, u
e y, obtemos sucessivamente

E(s) = R(s) = F(s)Y(s),
= R(s) = P(s)F(s)U(s),
= R(s)—C(s)P(s)F(s)E(s).
A funcdo de tranferéncia de malha fechada entre a entrada de referéncia e o
erro de rastreio é entdo dada por
E(s) 1
R(s) 1+ C(s)P(s)F(s)’
A funcdo de transferéncia de malha fechada entre a entrada de referéncia e a
entrada de controle pode ser obtida da seguinte forma:

Ty~ V) _E®UE) O
T R(s) T R BGs) 1+ C)P(S)F(s)

Ter(s) =
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Finalmente, a funcdo de transferéncia de malha fechada entre a entrada de re-
feréncia e a saida da planta & dada por
Y(s) U(s)Y(s) C(s)P(s)
" R(s) R(s)U(s) 14+C(s)P(s)F(s)

7. As demais funcBes de malha fechada podem ser obtidas de maneira analoga,
manipulando o diagrama de blocos da Figura 4.1 de forma a eliminar variaveis in-
termediarias entre a entrada e a saida desejadas. Os numeradores das funcdes de
malha fechada sdo variaveis — dependem de C'(s), P(s) e F'(s) de formas diferen-
tes — mas o denominador & sempre o mesmo: 1 + C(s)P(s)F(s). Neste sentido,
dizemos que o sistema de controle da Figura 4.1 é do tipo um-grau-de-liberdade,
pois uma vez definida a fungéo de transferéncia do controlador C'(s), todas as de-
mais fun¢Bes ficam automaticamente caracterizadas.

Estabilidade entrada-saida

8. O comportamento do sistema de controle em malha fechada da Figura 4.1 é
enormemente influenciado pela fungéo 1 + C(s)P(s)F'(s). Definimos a equagéo
caracteristica do sistema em malha fechada como

1+ C(s)P(s)F(s) =0. (22)

As raizes da equacdo caracteristica determinam muito do comportamento dina-
mico do sistema em malha fechada e serdo melhor explicitadas através das repre-
sentacOes de C(s), P(s) e F'(s) na forma polinomial:

_ Ne(s)
l)c(s)7

_ Ne(s)
l)p(s)7

_ Ne(s)
DF(S)

Os graus do numerador (V) e do denominador (D) de uma fung¢do de trans-
feréncia qualquer serdo denotados por m e n, respectivamente. Assumimos que
m < n, e que, sem perda de generalidade, o coeficiente de grau n do denominador
€ unitario. Na discussdo a seguir tomamos uma fung¢do de malha fechada genérica
T'(s). Na notacdo polinomial,

_ Nr(s) Nr(s) (23)
Dr(s)  Dc(s)Dp(s)Dp(s) + Ne(s)Np(s)Np(s)’

na qual Np(s) é qualquer dos numeradores das funcdes de malha fechada. Exem-

plo: se T'(s) = Tyy(s), entdo N7 (s) = Nc(s)Np(s)Dp(s) (verifique). A ordem

C(s) P(s) F(s)

T(s)
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deT'(s)é
nr =nc +np+nr.

e a equagdo caracteristica (22) é equivalente a equacdo polinomial
DT(S) = Dc(S)DP(s)DF(S) + Nc(S)NP(S)NF(S) = 0. (24)

Se ndo houver cancelamentos entre as m raizes de Np(s) = 0 e as np raizes
de Dr(s) = 0, entdo as primeiras s30 0s zeros e as segundas os polos da funcdo
de transferéncia de malha fechada 7'(s).

9. Dizemos que um sinal qualquer 2 é limitado se existe uma constante M > 0 tal
que |x(t)] < M paratodo ¢t > 0. O degrau de amplitude A & um exemplo de sinal
limitado. Um sinal do tipo rampa de inclinagdo A s—' & ilimitado, pois qualquer
que seja M > 0, sempre existird um tempo ¢ > 0 tal que |A¢| > M. Observamos
gue a soma de sinais limitados & também um sinal limitado.

10. Recordemos que um sistema dindmico é estavel do ponto de vista entrada-
saida, ou BIBO-estavel (do inglés, Bounded-Input-Bounded-Output), se a res-
posta do sistema a qualquer entrada limitada é também limitada. Supondo que x
(transformada X (s)) é qualquer entrada limitada, desejamos estabelecer as condi¢coes
sob as quais a saida z (transformada Z(s)) do sistema modelado por T'(s) sera
também limitada. No presente contexto, x representa genericamente r, w ou v,
enquanto que z representa genericamente e, u ou y.

11. Passamos entdo a analisar a anti-transformada de Z(s) = T'(s) X (s), isto &,
a resposta de 7T'(s) a entrada X (s). Para obter a expansdo em fracGes parciais de
Z(s) & necessario determinar os polos de T'(s) e de X (s). Os polos de T'(s) sdo
as raizes de Dp(s) = 0; os polos de X (s) = Nx(s)/Dx(s) sdo as raizes de
Dx(s)=0.

12. Exemplo. Considere z(t) = sent, ¢ > 0 (entrada senoidal, limitada). Entdo

NX(S) 1
X = =
)= Dx(e) ~ 241
e os polos de X (s) sdo as raizes de s> +1 = 0, iguaisaz; = jexy = —j. A

expansdo em fracBes parciais de X (s) é
« a

-+ )
s—) s+

X(s) =

na qual o e & sdo os resiiduos complexos conjulgados de ;1 e x5.
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13. Em termos genéricos,

2(s) = T(5)X(s) = 2rONx(s) _ Nr(9Nx(s) g
Dr(s)Dx(s) 1% as
[1Gs—p) [J(s =)
=1 =1
em que p1,p2, ..., Pny € T1,22, ..., Ty, 540 0S pOlos de T'(s) e de X (s), respec-

tivamente. Assumindo por simplicidade que os p6los de Z(s) (unido dos polos de
T'(s) e X (s)) sdo todos distintos, obtemos a expansdo em fracdes parciais

[0 [0 «
Z(s) = —— e e T
S—p1 s$—DnN § = Pnyp
4 Onp+1 i QOnp42 NI O‘nT-I-nx,
s— I S — Ty S — Tnyx
naqual ;, i = 1,2,...,np + ny sao 0s residuos associados aos poélos de Z(s)
(si = pi OU 5; = ;).
NT S NX S .
O = ()nx<) (s—si), i=1,2,...,nr+nx.
[1Gs—po) [I(s =)
=1 =1
A saida Z(s) pode ser representada como a soma
Z(s) = Zp(s) + Zx(s), (26)

em que Zr(s) e Zx(s) contém apenas termos relativos aos poélos de 7'(s) e de
X (s), respectivamente. Em particular, observamos que Z x (s) tem uma expansao
em fracBes parciais igual & de X(s), exceto por novos residuos calculados em
funcdo de T'(s) e X (s). Assim sendo, se = for uma entrada limitada, entdo zx, a
anti-transformada de Zx (s), sera também limitada. A anti-transformada de Z(s)
é

z2(t) = zp(t) + 2x(t), t>0,

na qual z representa a resposta natural (transitoria) e zx € a resposta forcada (ou
de regime) do sistema modelado por T'(s). Como zx sera sempre limitada para
qualquer entrada limitada x, a resposta total z serad limitada ou ilimitada devido
apenas a resposta natural z7. Especificamente,

z(t) = 2r(t) +2x(t),
= 1P+ ageP?t 4. 4 oznTep"Tt +zx(t), t=>0.
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Critério de estabilidade. O sistema 7'(s) é estavel no sentido entrada-saida se e
somente se Re{p;} < O paratodoi=1,2,...,ny, emque Re{p;} denota a parte
real do i-ésimo p6lo de T'(s).

14. A anélise de estabilidade de T'(s) pode ser associada a regides do plano com-
plexo s onde se localizam seus polos.

a) Se Re{p;} < 0 paratodo i (todos os pdlos no semi-plano esquerdo) as expo-
nenciais sdo todas amortecidas, fazendo com que zr tenda a zero (z tenda
a zx) quando t tende ao infinito (resposta limitada). Dizemos entdo que o
sistema é estavel;

b) SeRe{p;} > 0para algum i (pelo menos um p6lo no semi-plano direito), a ex-
ponencial correspondente tende ao infinito (assim como z7) quando ¢ tende
ao infinito (resposta ilimitada). Dizemos entdo que o sistema é instavel;

c) Se Re{p;} < 0 paratodo i (nenhum polo no semi-plano direito, um ou mais
p6los sobre o eixo imaginario), a resposta pode ser limitada ou ilimitada
dependendo da entrada (limitada). Dizemos neste caso que o sistema é mar-
ginalmente estavel.

15. Exemplo. Considere o sistema

Z(s) 1
X(s) s(s+1)

O sistema é marginalmente estavel de acordo com a classificagdo acima. Os
polos do sistema sdo p; = 0 e po = —1. A resposta z € limitada se a entrada
limitada for x(¢t) = sent, t > 0. Entretanto, se a entrada limitada for x(t) =
1, t > 0(X(s) = 1/s), aresposta seré ilimitada (verifique):

T(s) =

) =t+e V-7, t>0.

Se T'(s) possuir um par de p6los imaginarios de freqiiéncia natural w,, (todos os
demais p6los no semi-plano esquerdo) e for submetido a entrada limitada x(t) =
senwy,t, t > 0, aresposta de 7'(s) seré ilimitada devido ao efeito de ressonancia.

16. Retomamos agora o sistema de controle da Figura 4.1, lembrando que as nove
fungdes de malha fechada indicadas em (19)-(21) possuem o0 mesmo denominador
e portanto os mesmos polos p;, 7 = 1,2,...,np. Suponha que v, w e v sejam
entradas limitadas e que Re{p;} < 0 paratodoi = 1,2,...,np. Neste caso, as
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repostas individuais nas expressdes (19)-(21) sdo todas limitadas, assim como as
somas que definem e, u e y. Logo, as saidas e, u e y serdo também limitadas.
Dizemos entdo que o sistema de controle da Figura 4.1 é internamente estavel.

17. Como os polos do sistema em malha fechada sdo as raizes da equagdo carac-
teristica 1 + C'(s)P(s)F(s) = 0, as quais por sua vez dependem da escolha do
controlador C/(s) para P(s) e F(s) dadas, devemos antes de tudo escolher o con-
trolador de forma que Re{p;} < O paratodoi = 1,2,...,np, 0 que garante que o
sistema em malha fechada sera (internamente) estéavel.

18. Exemplo. Considere a fungédo de transferéncia do motor DC controlado pela
armadura,

Y(s) k

U(s) s(rs+1)’

em que &k e 7 sd0 0 ganho e a constante de tempo do motor, respectivamente. A
planta & marginalmente estavel, pois uma entrada (tensdo de armadura) do tipo
degrau unitario, por exemplo, torna a saida (posi¢do angular do eixo) ilimitada.
Supondo C(s) = k. (controle proporcional) e F'(s) = ks (V/rad), obtemos a
equacgdo caracteristica (verifique)

P(s) =

782+ s+ kcksk =0,

cujas raizes (pdlos do sistema em malha fechada) sdo sempre reais negativas ou
complexas conjulgadas com parte real negativa, quaisquer que sejam k., ks, k e
T positivos. Conseqlientemente, o sistema de controle em malha fechada é sem-
pre estavel e a saida permanece limitada, mesmo que existam distdrbios limitados
agindo no sistema.
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Aula 5

Erros de Regime

Realimentagdo unitaria
Tipos de sistemas de controle
Erros de regime: entradas degrau, rampa e parabola

Realimentacao unitéaria

1. Considere o diagrama de blocos de um sistema de controle em malha fechada da
Figura 5.1, no qual eventuais distirbios agindo no sistema n&o sdo explicitamente
representados. A entrada r serve de referéncia para a saida da planta, y. As fungdes
de transferéncia (malha aberta) do controlador, da planta e do sensor sdo C'(s),
P(s) e F(s), respectivamente.

+ e U
) O(s) P(s) !

F(s)

Figura 5.1: Sistema de controle em malha fechada.

2. Em muitas situagOes praticas, a resposta do sensor € muito mais rapida do que as
respostas dos demais componentes do sistema. Nestes casos podemos desprezar a
dindmica do sensor, aproximar F'(s) por um ganho constante e obter um diagrama
de blocos equivalente ao da Figura 5.1, mas com realimentacdo unitaria. Para
efeito de exposicdo, suponha que F'(s) mede temperatura e que F'(s) = ks, em
que k, transforma °C em volts. Observamos que unidade da variavel de referéncia
deve ser volts para que o erro entre a referéncia e a saida faca sentido.

3. Assuma que a saida do sistema deva rastrear a temperatura de 100 °C. Em
principio, r(¢) = 100, ¢ > 0 (°C) (degrau de amplitude 100). Na pratica, para dar
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sentido ao erro, a referéncia deve ser especificada em volts: (t) = 100k, !, ¢ >
0 (V). O diagrama de blocos da Figura 5.2 & equivalente ao diagrama de Figura
5.1, na medida em que a relagdo entre » e y permanece inalterada. Entretanto,
no diagrama da Figura 5.2, a referéncia na entrada do somador possui a mesma
unidade da saida do sistema, °C.

r (V) r (°C)

—

— ! ks C(s) P(s)

Figura 5.2: Diagrama de blocos equivalente (F'(s) = k).

4. Se a referéncia for especificada em graus e 0 ganho do sensor for incorporado
ao controlador ou a planta, obtemos o sistema de controle com realimentacao
unitaria representado na Figura 5.3. Sistemas de controle com realimentagao
unitéaria sdo mais simples de analisar e projetar.

D o P(s) !

Figura 5.3: Sistema de controle com realimentac@o unitaria.

5. Assumimos que o sistema de controle em malha fechada da Figura 5.3 & estavel.
A transformada de Laplace do erro entre a referéncia r e a saida y €
E(s) = R(s)=Y(s),
R(s)
1+ C(s)P(s)

O erro de regime (ou de estado estacionario) do sistema, pode ser calculado
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através do Teorema do Valor Final:

es = lim e(t) = lim sE(s).
t—o0 s—0
Observamos que o erro de regime depende da entrada de referéncia e da funcéo
de transferéncia do controlador, variaveis, e da funcdo de tranferéncia da planta,
dada. Um dos objetivos do projeto de sistemas de controle é limitar e eventual-
mente anular os erros de regime do sistema para determinadas entradas padrdes, o
que pode ser feito através de uma escolha apropriada do controlador.

Tipos de sistemas de controle

6. Considere a funcdo de transferéncia de malha aberta C'(s)P(s) na forma

_ Nc(s) Np(s) _ Nep(s) — Nep(s)
C(S)P(S) = DC(S) Dp(s) - DCP(S) - SNECP(S)’

na qual eventuais N polos na origem de C'(s) P(s) estdo explicitamente indicados.
Supde-se que Nop(s) e Deop(s) ndo possuem zeros em s = 0. O nimero inteiro
N define o tipo do sistema de controle. Fisicamente, o tipo do sistema € igual ao
nimero de integradores (1/s) no caminho direto entre a referéncia r e a saida y.
O tipo do sistema de controle determina fundamentalmente os valores dos erros de
estado estacionario do sistema, como sera visto a seguir.

Erros de regime: entradas degrau, rampa e parabola

7. Os erros de regime para entradas degrau, rampa e parabola unitarias podem ser
calculados a partir da expressao geral para erro de estado estacionario:

. . R(s)
es = limsB(s) = I s = S Py

Erros para entrada degrau. Se R(s) = 1/s, obtemos

1 1
AT C(5)P(s) 1+ lim C(s)P(s) ~ 1+k,’

em que
ky = liH(l] C(s)P(s),
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denota a chamada constante de posicao do sistema. O termo posicao refere-se ao
fato de que estamos interessados em posicionar (colocar) a saida do sistema num
valor constante. O valor de k,, depende do tipo do sistema de controle. Se N = 0,
entdo k, & uma constante, assim como e;. Se N > 1, entdo k, = coeeqg = 0. O
erro de regime de um sistema do tipo 1 ou superior para entrada degrau é zero.

Y tipo 2

t

Figura 5.4: Erros de regime para entrada rampa.

Erros para entrada rampa. Se R(s) = 1/s%, obtemos

) 1 1
r = il_r% s+ sC(s)P(s) limsC(s)P(s) ky’

s—0

em que
ky, = lin% sC(s)P(s) (s71),
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denota a chamada constante velocidade do sistema, pois estamos interessados em
controlar a variacdo da saida do sistema. Se N = 0, entdo k, = 0 e e, = co. Se
N = 1, entdo k, € uma constante, assim como e,. Se N > 2, entdo k, = oo e
e, = 0. O erro de regime de um sistema do tipo 2 ou superior para entrada rampa
€ zero. A Figura 5.4 ilustra os erros de regime para entrada rampa em fungdo do
tipo do sistema.

Erros para entrada parabola. Se R(s) = 1/s3, obtemos

1 1 1

ep = lim

s—0 2 + s2C(s)P(s) ~ lims—o s2C(s)P(s) kg’
em que
kq = liII(l) s2C(s)P(s) (s7?)

denota a chamada constante de aceleragdo do sistema, pois agora estamos inte-
ressados em controlar a aceleragdo da saida do sistema. Se N < 1,entdo k, =0e
ep = 00. Se N = 2, entdo k, € uma constante, assim como e,. Se N > 3, entdo
ko = oo e e, = 0. O erro de regime de um sistema do tipo 3 ou superior para
entrada parabdlica é zero.

8. A tabela abaixo resume os valores dos erros de regime e das contantes de

posicdo, velocidade e aceleragdo para as entradas degrau, rampa e parabola em
funcdo do tipo do sistema.

N 1/s 1/s* 1/s* Constantes

1
0 T+ k) 00 oo k= ll_)n% C(s)P(s)
1 .
1 0 = ook, = hH(l) sC(s)P(s)
2 0 0 o ko = 1111(1]5 C(s)P(s)

Genericamente, para que os erros de regime devidos a entradas R(s) = 1/s™
de ordens m = 1,2, ..., n sejam nulos, é necessario que N > m. Se a amplitude
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da entrada for A, o erro de regime & simplesmente multiplicado por A. (Note que
R(s) = 1/s3 & atransformada de Laplace de (t) = ¢2/2, t > 0.)

9. Se um sistema de controle responde bem a entradas simples como degrau,
rampa, parabola, etc., entdo é razoavel imaginar que o sistema também respondera
bem a entradas mais gerais que possam ser escritas como combinagdes dos termos
1, t, t2/2,.... Todo sinal de entrada » bem comportado pode ser aproximado por
um polindmio na forma

63t2
r(t) :cl—l—CQt—l—T—l—--- , t>0,
0 que justifica ainda mais nosso interesse pelos erros de regime para entradas de-
grau, rampa e parabola.

10. Como o tipo do sistema é funcdo do nimero de polos de C'(s)P(s) na origem
e a funcdo de transferéncia da planta & dada, o tipo do sistema varia de acordo
com a escolha do controlador. Suponha, por exemplo, que P(s) ndo tenha polos
na origem. Ainda assim o erro de regime para entrada degrau sera nulo se o con-
trolador tiver pelo menos um polo na origem (sistema tipo 1), como os chamados

controladores PI’s:
B kps+ kg

S
nos quais kp e k; sao os ganhos (ajustaveis) proporcional e integral, respectiva-
mente. Parece entdo natural incorporar a C'(s) tantos integradores quantos sejam
necessarios para anular erros de regime. Essa pratica, entretanto, torna a estabiliza-
¢ao do sistema em malha fechada muito dificil, como sera constatado futuramente.

C(s)

s(0.1s + 1)

Figura 5.5: Controle de posi¢do de um motor DC.

11. Exemplo. Considere o diagrama de blocos da Figura 5.5, que representa
0 sistema de controle de posicdo de um motor DC. Como a constante de tempo
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do motor & 7 = 0.1 s, a velocidade do motor atinge seu valor de regime ap6s
aproximadamente 47 = 0.4 s, quando operado em malha aberta. Como

10k,

CPEs) = m1 1y

o tipo do sistema é N = 1. As constantes e erros de regime para as diferentes
entradas sdo:

By i 10k, 1 .
= Jim—— = eq = =
P s—0 5(0.1s + 1) ’ T 1Yk,
10k, 1 1
ky = lims——< =10k ==
v S0 1s 1) S T
10k 1
ke = lim s? Ok =0 ep = — = 0.

s—»OS 8(0.13 + 1) ’

Se a unidade da saida for radiano e k. = 10, por exemplo, entdo o erro de
regime para entrada rampa seria de 0.01 rad/s. Nada se pode dizer a priori sobre o
tempo necessario para o sistema chegar a situagdo de regime.

12. Exemplo. O diagrama de blocos da Figura 5.6 representa um sistema de
controle de temperatura.

/\ C

0.05

Figura 5.6: Sistema de controle de temperatura.

Como o sistema ndo se encontra na configuragao de realimentag¢do unitaria,
ndo é possivel calcular diretamente os erros de estado estacionario. Incorporando
0 ganho do sensor (ks = 0.05 V/°C) a planta, chegamos ao sistema de controle
com realimentacdo unitéria da Figura 5.7. Supondo C'(s) = k.., obtemos

0.25k,
Cls)P(s) = Lo
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e o tipo do sistema &€ N = 0. O erro de regime para entrada degrau é constante e
para as demais entradas € infinito.

r (°C) + 0.25 y (°C)
s+ 0.1

Figura 5.7: Sistema com realimentag&o unitaria.

A constante de posicdo e o erro de regime para a entrada degrau sdo

. 0.25k, 1,
hp = lim 7 =25k & ea= 570

O erro de regime é inversamente proporcional ao ganho do controlador, mas
restricbes de ordem préatica impedem que k. seja muito grande. Se a referéncia
degrau for de 100 °C e k. = 10, entdo

100

=——————=4°C
142.5x10

€d

A temperatura de regime seria de 96 °C.
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Aula 6

Faixa de Passagem e Sensibilidade

Faixa de passagem

Sensibilidade

Sensibilidade do sistema em malha aberta
Sensibilidade do sistema em malha fechada

Faixa de passagem

1. A faixa de passagem ou largura de banda de um sistema dindmico pode
ser definida genericamente como sendo a faixa de freqtiéncias dentro da qual o
sistema responde satisfatoriamente ao sinal de entrada. O conceito tem origem na
area de Comunicagbes. Amplificadores de audio, por exemplo, sdo normalmente
comparados a um amplificador ideal, no sentido do amplificador apresentar uma
resposta em freqiiéncia plana na faixa de 20 a 20000 Hz. A faixa de passagem
do amplificador ideal, 20000 Hz — 20 Hz = 19980 Hz, coincidiria com a faixa de
passagem do sistema auditivo do ser humano.

2. Resposta plana significa que a razao entre as amplitudes da saida e da entrada é
essencialmente constante ao longo da faixa de passagem do amplificador. A Figura
6.1 ilustra o diagrama de magnitude de um amplificador de audio representado pela
funcdo de transferéncia G(s). A variagdo no ganho (magnitude) do amplificador &
de no méaximo 1/+/2 (3 dB) dentro da faixa 20 Hz — 20000 Hz. O ganho cai 3 dB
nas frequéncias de corte 20 Hz e 20000 Hz.

|G(jw)ldB

20 20000 f, Hz
Figura 6.1: Resposta de um amplificador de audio ideal.
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3. Para efeito de interpretacdo em termos dos contelidos espectrais dos sinais en-
volvidos, considere o sistema T'(s) = Y (s)/R(s). A energia do sinal de entrada
na freqliéncia w é dada por

Er() = —|RGw)P,

e como todo sinal fisico Fr(w) tende a zero quando w tende ao infinito. A energia
do sinal de saida é

By(w) = —¥(w)P = Z|RG)T(G),

_ %|R(jw)l2\T(jw)\2~

A energia do sinal de entrada na freqliéncia w é transmitida para a saida apenas
se a magnitude do sistema na freqiiéncia w é significativa. Se a magnitude |7'(jw)|
for significativa na faixa de freqiiéncias na qual a energia do sinal de entrada se
concentra, o sinal de entrada sera satisfatoriamente transmitido para a saida do
sistema. Na terminologia propria da area de sistemas de controle, diz-se que a
saida rastreia (segue, acompanha) a entrada.

4. A faixa de passagem de um sistema de controle 7'(s) pode ser definida como
a faixa de freqliéncias dentro da qual a magnitude |7'(jw)| ndo cai mais do que
3 dB em relagéo ao valor |7'(j0)| (valor DC). E possivel definir a fregiiéncia de
referéncia w = 0 porque sistemas de controle sdo essencialmente filtros passa-
baixas.

T(w)ldB

Figura 6.2: Resposta tipica de um sistema de controle.
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A faixa de passagem do sistema ilustrado na Figura 6.2 & numericamente igual
a freqiénciawrp tal que [T (jwrp)|gg = |7(70)|gg — 3 dB. Geralmente exige-se
que |T'(j0)|gg = 0 (|7°(40)| = 1), de forma que o sistema de controle seja capaz
de rastrear entradas constantes sem erros de regime.

5. Um dos objetivos do projeto de sistemas de controle € limitar a faixa de passa-
gem do sistema a faixa de freqiiéncias necessaria para que a saida rastreie a entrada.
Desta forma, ruidos (energia esplria, ndo-desejada) fora da faixa delimitada pela
faixa de passagem serdo substancialmente atenuados pelo sistema de controle. Ou-
tro efeito importante da limitacdo da faixa de passagem é impedir que determinadas
dindmicas ndo-modeladas, usualmente caracteristicas da planta em freqiiéncias
mais elevadas suprimidas no modelo adotado, sejam excitadas por componentes
do sinal de entrada nessas fregiiéncias.

6. A faixa de passagem do sistema em malha fechada é determinada pela escolha
do controlador, uma vez que 7'(s) é funcéo de C(s):

Vi) C)P()
R(s) 14 C(s)P(s)F(s)

Para efeito de ilustracdo, considere

T(s) =

1
C(s)=k., P(s)=——, e F(s)=1.
(5) ()= =77 (5)

A faixa de passagem do sistema em malha aberta, C'(s)P(s) = k./(ts+ 1), &
igual a frequéncia de corte da planta: wrpp = 1/7. (A magnitude em wpp = 1/7
cai 3 dB em relagdo a assintota de baixa freqtiéncia). Por outro lado, a faixa de
passagem do sistema em malha fechada

ke

T(s) = s+ (1 + k)

éwpp = (1+ k.)/7 (verifique), e agora depende do ganho do controlador. Menor
ganho, menor faixa de passagem e vice-versa. Se 7 = 0.1 se k. = 1, entdo
wpp = 20 rad/s. A faixa de passagem de um sistema de segunda ordem na forma
padrdo com fator de amortecimento £ = 0.5 é wpp = wy,.

Sensibilidade

7. Um controlador projetado a partir das fungdes de transferéncia nominais da
planta e do sensor deve ser capaz de manter o desempenho especificado para o
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sistema de controle em malha fechada a despeito de possiveis variagcdes nas fun¢des
de transferéncia envolvidas.

8. Considere uma funcéo de transferéncia genérica G(s). Desejamos analisar a
variacdo de G(s) quando um dado pardmetro p de G(s) varia. (Uma notacdo mais
formal seria G(s, p)). Suponha que G(s) e p representam valores nominais e que
AG(s) e Ap representam variacdes em relacdo aos valores nominais. A raz3o entre
a variacdo percentual de G(s) e a variacdo percentual de p &

AG(s)
_ Gl _ AG(s)
S(s) = Ap = "Ap GO
p

A funcéo de sensibilidade de G(s) em relacdo a p é definida como

_ .. AG(s) p _0G(s) p
Sy(s) = Jim =0 e = o G

9. Generalizacdo. A funcdo de sensibilidade de uma funcdo de transferéncia G(s)
em relacdo a outra funcdo de transferéncia Q(s) & dada por

~ 9G(5) Q(s)
S60) = 500 Gls)

A resposta em freqiiéncia de Sg (s) expressa como a resposta em frequéncia
de G(s) varia percentualmente quando a resposta em frequéncia de Q(s) varia
percentualmente.

Sensibilidade do sistema em malha aberta

10. Suponha que G(s) = C(s)P(s) é a funcdo de transferéncia do sistema de con-
trole em malha aberta. Neste caso, a sensibilidade de G(s) em relagéo a variacéo
de P(s) é

SE(s) =

expressando o fato de que qualquer variagao na planta sera integralmente refletida
na funcdo de transferéncia do sistema em malha aberta, independentemente do
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controlador utilizado. O desempenho do sistema em malha aberta sera severamente
afetado por variagBes na planta. Conclusdo idéntica & obtida quando a variagdo
ocorre na funcado de transferéncia do controlador.

Sensibilidade do sistema em malha fechada

11. Considere a fungdo de transferéncia de malha fechada

i) C)P()
R(s) 1+ C(s)P(s)F(s)

T(s) =
A sensibilidade do sistema em malha fechada 7'(s) em relag&o a variacdes na
planta P(s), no sensor F'(s) ou no proprio controlador C'(s) pode ser investigada

com o auxilio da funcdo de sensibilidade.

12. A sensibilidade de T'(s) em relacéo a P(s) é dada por

Sh(s) = ,

14+ C(s)P(s)F(s)’

A sensibilidade de 7'(s) em relacdo a P(s) pode ser melhor analisada através
da resposta em freqiiéncia de S%(s),

T/ 1
) = T G PG FG)

A quantidade C'(jw)P(jw)F(jw) & chamada de ganho de malha do sistema.
Corresponde a resposta em freqiiéncia do produto das fungdes de transferéncia na
malha de controle se ignorarmos o sinal negativo no somador. O ganho de malha
deve ser grande dentro da faixa de passagem do sistema para que a sensibilidade
de T'(s) em relacdo a P(s) nessa faixa de freqiiéncias seja pequena. Como P(s)
e F'(s) sdo dadas, a solucdo é projetar C'(s) para produzir ganhos elevados nessa
faixa de freqiiéncias. Entretanto, ganhos muito elevados tornam a resposta do sis-
tema muito oscilatoria, e eventualmente conduzem a sua instabilidade.



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 74

13. A sensibilidade de T'(s) em relacdo a F'(s) é calculada de forma anéloga, sendo
igual a (verifique)

ST(s) = OT'(s) F(s) ~ —C(s)P(s)F(s)
F OF(s)T(s) 14 C(s)P(s)F(s)’

A resposta em frequéncia de SL(s) é

—Cjw)P(jw) F(jw)
1+ C(jw)P(jw)F(jw)

Sk(iw) =

A conclusao agora é oposta a do caso anterior. O ganho de malha deve ser
pequeno dentro da faixa de passagem do sistema para que a sensibilidade de 7'(s)
em relacdo a F'(s) nessa faixa de freqiiéncias seja pequena. Para isso, devemos
projetar C'(s) para produzir ganhos baixos dentro da faixa de passagem do sistema.
Por sua vez, ganhos muito baixos tornam a resposta do sistema muito lenta e pouco
precisa em relacdo a entrada de referéncia.

14. Uma conclusdo geral importante € a de que é impossivel projetar um contro-
lador de forma que o sistema de malha fechada seja simultaneamente insensivel a
variagdes na planta e no sensor. Uma soluc@o para desacoplar as sensibilidades de
T'(s) emrelacdo a P(s) e F'(s) é investir na qualidade do sensor, evitando que este
varie. Com isso, é possivel trabalhar numa faixa de ganhos na qual o desempenho
do sistema em malha fechada possa ser melhor controlado.

15. A sensibilidade de T'(s) em relacdo a C'(s) & igual a sensibilidade de 7'(s) em
relacdo a P(s) (verifique), o que ndo altera as conclusdes acima. Na maioria dos
sistemas de controle atuais o controlador & implementado digitalmente, sendo basi-
camente um conjunto de instrugdes na linguagem utilizada pelo microprocessador
utilizado. Neste sentido, a sensibilidade do sistema em relagdo ao controlador tem
mais a ver com questdes de representacdo de parametros em ponto flutuante, por
exemplo.

16. A sensibilidade de 7T'(s) em relagdo a algum parametro p de P(s) (por exem-
plo) pode ser obtida através da chamada regra da cadeia:
oT(s) p dT(s) OP(s)

p
S0 (8) =5, T(s) = 0P(s) op T(s)

17. Exemplo. Considere um sistema de controle em malha fechada com os se-
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guintes componentes:

C(s) = ke, P(s)=

e F(s)=0.05.

Desejamos analisar a influéncia do ganho do controlador, k., na sensibilidade
de T'(s) em relacdo ao ganho da planta, k. Supomos que o valor nominal de & é 5.
A funcdo de malha fechada é

T(s) = C(s)P(s) B kok
Y T I CO()P(s)F(s) s+ (0.1+0.05kok)
Logo
SkT(S) - 821(:) T]Zs) -
54 (0.1 4 0.05kck)] ke — (0.05k.) (kck) [s + (0.1 + 0.05k:k)]
N [s + (0.1 4 0.05k.k)]? ke '
Emk =5,
SkT(s) _ s+0.1

s+ (0.1+0.25k,)"

A resposta em frequéncia de SF (s) &

0.1 Jw 1
T, . Jjw+0.1 0.1+ 0.25k. \ 0.1
Sk (jw) = - = : :
jw + (0.1 4 0.25k,) Jw
T4
0.1 + 0.25k,

Observamos que a magnitude da sensibilidade SkT(jw) decresce com o au-
mento do ganho do controlador.
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Aula 7

Rejeicao de disturbios

Rejeicdo de distarbios
Controle da resposta transitoria
Controle da resposta em frequiéncia

Rejeicéo de disturbios

1. Distlrbios sdo entradas independentes que tendem a afetar de forma adversa
o funcionamento do sistema de controle. Entradas de distlrbio podem ser usadas
para modelar a variacdo de algum componente do sistema, ou para modelar o efeito
do ambiente sobre o sistema de controle. A Figura 9.1 ilustra um sistema de con-
trole no qual a entrada de distUrbio, w, é refletida na entrada da planta (atuacao).
A entrada de distarbio pode estar refletida na saida da planta, como na Figura 9.2.

+
T +
C(s) P(s) !
- +
F(s)

Figura 9.1: Sistema de controle sujeito a um dist(rbio na atuacao.

N +
() C(s) P(s) ()
+

Figura 9.2: Sistema de controle sujeito a um dist(rbio na saida.
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2. Certos distarbios podem ser modelados como a saida de um filtro D(s) subme-
tido a uma entrada w do tipo degrau, por exemplo. A Figura 9.3 ilustra a acdo do
distUrbio filtrado na saida da planta.

‘ D(s)
_|_
T + Y
C(s) P(s) ()
- +
F(s)

Figura 9.3: Sistema de controle sujeito a distarbio filtrado na saida.

3. O efeito liquido do distarbio indicado na Figura 9.1 é modificar o sinal de
controle, tirando-lhe efetividade. Um distlrbio na saida da planta como ilustra
a Figura 9.2 modifica o sinal a ser medido. Considere um distrbio na saida da
planta, como representado na Figura 9.3. Através do Principio da Superposicao,
obtemos

Y(s) = ( R(s) +

= T(s)R(s) + G(s)W (s),

em que G(s) = Y (s)/W (s). A primeira parcela da soma & a resposta do sistema
de controle a entrada de referéncia r, enquanto que a segunda é a resposta do
sistema ao sinal de distlrbio w. A resposta temporal do sistema é obtida anti-
transformando Y (s):

y(t) = yr(t) +yw(t), t>0

O sistema de controle ndo pode evitar que a saida seja transitoriamente afetada
pela acdo do distlrbio w, mas pode evitar a agao do distlrbio em regime, fazendo
com que yyy (t) tenda a zero (y(¢) tenda a y(¢)) quando ¢ tender ao infinito. Neste
caso, dizemos que ocorre a rejei¢cdo do distarbio pelo sistema de controle.
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4. Na analise de rejeicdo de distlrbio a seguir, consideramos realimentac¢do unitaria
(F(s) = 1). Na faixa de freqtiéncias na qual o ganho de malha C'(jw)P(jw) for
grande (0 < w < wgp, por exemplo),

, Clw)P(jw)
T =

) = T CGw) PG)
e a saida seqguira a referéncia com boa aproximacao, pois

~ 1,

Gl = P

+ C(jw)P(jw)
significando que o dist(rbio sera bastante atenuado. Como o controlador é a parte
projetavel do sistema de controle, a forma mais indicada de se aumentar o ganho de
malha & aumentando o ganho do controlador na faixa de freqtiéncias de interesse.

5. Exemplo. A conclusdo de que C'(jw)P(jw) deve ser grande para rejeicao de
distarbios independe do modelo do distlrbio. Considere o sistema de controle da
Figura 9.4 abaixo, que modela um sistema automatico de controle de temperatura
(aquecimento) de uma cadmara.

w —0.6

s+ 0.1
+
T +
) kp + @ > i
s+ 0.1
+

0.05

Figura 9.4: Sistema de aquecimento de uma camara.

Em malha aberta, a acdo de uma entrada de dist(rbio do tipo degrau como abrir
0 acesso a camara, expondo a cdmara a temperatura externa, mais baixa, por um
periodo de tempo suficientemente longo, reflete-se numa queda de —6° C apos 40
s, representada pelo filtro

D(s) = —0.6 —6

s+01 10s+1’
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de ganho —6 e constante de tempo 7 = 10 s. A saida do sistema de controle em
malha fechada &, de acordo com o Principio da Superposicao,

Y(s) = ( R(s) +

= T(s)R(s) + G(s)W (s),
em que G(s) = Y (s)/W (s). Numericamente,

—0.6
G(S) S + 0.1

k) 025
1+ <l<:p+]>

s ) s+0.1

—0.6s
52+ (0.1 + 0.25kp)s + 0.25k;

A resposta em frequiéncia de G(s) é
—50.6w
—w2 4 j(0.1 4+ 0.25kp)w + 0.25k;’
e G(jw) tende a zero quando w tende a zero. DistUrbios de baixa freqiiéncia sdo

bastante atenuados. Em particular, G(j0) = 0, significando que distarbios do tipo
degrau sdo completamente rejeitados. Especificamente, para W (s) = 1/s,

G(jw) =

yw (00) = lir% sG(s)W(s) = 0.
S—>
Este efeito torna-se possivel devido a escolha do controlador PlI, que fornece
ganho infinito na freqiiéncia w = 0, quaisquer que sejam kp e k; > 0. Entre-
tanto, valores particulares de kp e k; tm importante efeito sobre o comportamento
transitorio da cdmara da sala ap6s a abertura do acesso.

Controle da resposta transitoria
6. Em sistemas de controle estamos particularmente interessados em analisar como

a saida da planta responde a determinados sinais de referéncia. A fungdo de trans-
feréncia de malha fechada relevante para este tipo de analise é
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T = = =
C)=Re) " D)
[16s—p)
i=1
emqueny éaordemep;, i = 1,2,...,np,s30 0s polos de T'(s), respectivamente.

Os zeros de T'(s) sdo as raizes de N (s). Assumindo por simplicidade que os polos
sdo todos distintos, a saida da planta pode ser representada na forma de fragdes
parciais como

a1 a1 (05}

Y(s) =T(s)R(s) = p— + R +...+ P + Yr(s),
nr

na qual Yr(s) contém as fracdes relativas aos polos de uma dada entrada R(s). A
resposta temporal do sistema & obtida através da anti-trasformada de Laplace de
Y(s):

y(t) = are? + apeP? + -+ Pt 4 yp(t), t>0

Se o sistema em malha fechada for estavel, isto €, se as partes reais de todos os
polos de T'(s) forem negativas, entdo as exponenciais e, i = 1,2,...,ny ten-
dem a zero quando ¢ — oo e a resposta tende a resposta forcada ou resposta em
regime, yr. A resposta natural ou resposta transitoria do sistema é dada pela soma

Oél€p1t + a2€P2t + -+ anTep”Tt’ t>0.

7. Pblos dominantes. As exponenciais e?i, i = 1,2, ..., nr sdo as vézes chama-
das de modos do sistema. A amplitude de cada modo é dada pelo residuo associado
ao respectivo polo:

Nrp(s .
aj = Ti()R(S) lemp» J=1,2,...,n1,
[1G—py)
i#£]

A contribuicdo de cada modo para a resposta transitoria do sistema é funcdo da
sua amplitude, a qual por sua vez depende das localizagdes dos zeros e p6los de
T'(s) e de R(s), e da constante de tempo do polo associado. Um polo real possui
constante de tempo 7; = 1/|p;| (p1 < 0 se o sistema é estavel). A constante de
tempo de um par de pdlos complexos conjulgados —&w,, £ jw,+/1 — € é dada por
7i = 1/(§wn). Se

t

Oqeplt + OéQSmt + ot o pefrTt O‘iepity t=>0,
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dizemos que o polo p; & o polo dominante do sistema, que entdo responde como
um sistema de primeira ordem. Se

t

arePt 4 aneP?t 4 .. 4 QppePrrt o a;ePit ¢ ajepjt7 t>0,

os polos p; e p; (eventualmente p; = p;, a; = &;) sdo 0 par de polos dominantes
do sistema, que entdo responde como um sistema de segunda ordem.

8. Exemplo. Considere a funcdo de transferéncia de malha fechada de terceira

ordem
Y (s) 20

" R(s)  (s+10)(s2+2s5+2)

Supondo uma entrada do tipo degrau unitario, os valores dos residuos asso-
ciados aos polos de Y(s) sdo os seguintes: p; = —10, a3 = —0.0244, ps =
—1+ 7, ag = —0.4878 4+ j0.6098, p3 = —1 — j, a3 = —0.4878 — j0.6098 e
ps = 0, ag = 1. A resposta do sistema a uma entrada degrau unitario pode ser
expressa na forma

—0.0244 n —0.4878 + 70.6098 n —0.4878 — 70.6098 1
s — (—10) s—(=1+37) s—(=1-7) s—0°

Y(s) =

A anti-transformada de Y (s) fornece a respota temporal do sistema & entrada de-
grau unitario:

y(t) = —0.0244¢ 710 — (0.4878 — j0.6098)e( 1) —
— (0.4878 + j0.6098)e 1t L1 ¢ >0,
gue em termos de seno e cosseno assume a forma
y(t) = —0.0244e 710 — ¢7(0.9756 cost 4+ 1.2196sent) +1, t > 0.

Observamos entdo que o modo relativo ao p6lo p; = —10 decresce rapidamente,
0 que aliado ao fato da sua amplitude (residuo) ser pequena, permite aproximar a
resposta transitoria por

—e 1(0.9756 cost + 1.2196sent), t > 0.

9. Lembramos que os pblos p;, i = 1,2,...,np, S30 as raizes da equagdo carac-
teristica
1+ C(s)P(s)F(s) =0,
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associada ao sistema de controle em malha fechada. Neste caso, a escolha do
controlador C(s), dadas as funcdes de transferéncia da planta e do sensor, P(s)
e F(s), & determinante para a localizacdo dos polos do sistema e para o tipo de
resposta transitoria que este exibird. Muitas vézes estamos interessados em pro-
jetar C(s) de tal forma que a resposta transitoria do sistema se assemelhe a res-
posta de um sistema de segunda ordem com um par de pblos complexos conjulga-
dos —&w,, & jw,\/1 — &, porque é facil relacionar especificagGes de desempenho
tipicas de resposta transitoria, como maxima sobre-elevagdo (1/,), tempo de su-
bida (¢,.), etc., com o fator de amortecimento £ e a freqiiéncia natural w,, dos p6los.
Neste caso, o controlador deve ser projetado para que o sistema de controle em
malha fechada apresente o par de polos dominantes (complexos conjulgados) de-
sejado.

Controle da resposta em frequéncia

10. Concluimos anteriormente que para obter erros de regime pequenos, baixa
sensibilidade a variagbes de parametros e rejeicdo de distlrbios numa faixa de
freqiiéncias de interésse, é necessario elevar o ganho de malha C'(jw) P(jw) F (jw),
0 que normalmente é feito através da elevagdo do ganho do controlador. Por ou-
tro lado, um ganho de malha muito elevado tende a tornar o sistema oscilatério
(eventualmente, instavel), comprometendo a sua resposta transitoria.

11. Varios aspectos do comportamento entrada-saida de um sistema de controle
podem ser analisadas através da resposta em freqiiéncia da funcdo de transferéncia
de malha fechada 7'(s), caracterizada por

, Clw)P(jw)
T(jw) = - - —.
U) = T3 6 jw) Pljw) F o)
Em particular, 7'(50) (w = 0 rad/s) representa o ganho DC do sistema em malha
fechada, isto €, 0 ganho do sistema para uma entrada constante.

12. Se a magnitude de T'(jw) for aproximadamente igual a 1 para freqiiéncias
variando de 0 até uma certa freqliéncia maxima, entdo o sistema sera capaz de
rastrear referéncias descritas (principalmente) por uma soma de senoides de até
esta freqUiéncia méaxima, o que caracteriza a faixa de passagem do sistema, wgp.

13. Podemos mostrar que se 0 comportamento do sistema em malha fechada é
dominado por um par de pélos complexos conjulgados, —&w,, &= jw, /1 — &, entao
0 produto wgp - t, € aproximadamente constante. Portanto, o tempo de subida
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(t,-) do sistema diminui & medida que a sua faixa de passagem aumenta. Um pico
(ressonancia) no diagrama de magnitude do sistema indica sobre-elevagdo na sua
resposta transitoria. Quanto maior a amplitude do pico, maior a sobre-elevacado
(menor &).

14. Caracteristicas da resposta dinamica do sistema como as discutidas acima (e
varias outras ndo mencionadas) podem ser tomadas como especificacdes de de-
sempenho para o sistema de controle em malha fechada. O controlador C(s) de-
vera ser projetado através de métodos adequados, de forma a atender, se possivel,
a todas as especificagdes formuladas.
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Revisao 4

Critério de Routh-Hurwitz

Estabilidade entrada-saida
Equacdes polinomiais
Critério de Routh-Hurwitz
Casos especiais
Polinbmios auxiliares
Aplicacdo em Controle

Estabilidade entrada-saida

1. Lembremos que um sistema é (BIBO) estavel, ou estavel no sentido entrada-
saida, se qualquer entrada limitada aplicada ao sistema produz uma saida limitada.
Um sistema linear invariante no tempo é estavel se e somente se todas as raizes da
equacgdo caracteristica

1+ C(s)P(s)F(s) =0,

equivalente a
Dc(S)DP(S)DF(S) + Nc(S)NP(S)NF(S) =0,

possuem partes reais negativas. A analise de estabilidade de sistemas lineares in-
variantes no tempo pode ser subdividida da seguinte maneira:

Estabilidade absoluta. Deseja-se saber apenas se 0 sistema € ou nao é estavel,
isto &, se todas as raizes da equagao caracteristica do sistema tém ou ndo tém partes
reais negativas;

Estabilidade relativa. Se o sistema & estavel, deseja-se saber quao estavel é o
sistema. O objetivo do estudo de estabilidade relativa é estabelecer margens dentro
das quais o sistema permanece estavel.

Equacdes polinomiais
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2. Antes da sistematizacdo da analise de estabilidade através do critério de Routh-
Hurwitz, vamos inferir algumas propriedades sobre equacgdes polindmiais de grau
n que apresentam raizes com partes reais negativas. Considere inicialmente a
equacdo de primeiro grau

D(s) =ais+a9=0, a #0.

A raiz da equacgdo & s = —ag/aq, € Se a raiz é negativa, entdo a; > 0 e ag > 0 ou
a1 < 0eap < 0. Searaiz é negativa, os coeficientes possuem o mesmo sinal.

3. Considere agora a equacdo de segundo grau
D(s) = ass®> +ais+ag =0, as#0,
e de maneira analoga, vamos impor que as raizes desta equacdo, dadas por

—a; +VA e s :—al—\/z
2@2 2 ’

S1 =
2a2

com A = a? — 4asag, sejam reais negativas ou sejam complexas conjulgadas com
parte real negativa. Suponha que A > 0, isto &, que as raizes sejam reais negativas.
Entdo as > 0 implica que a; > 0 pois, caso contrério, s; ndo seria negativa. Neste

Caso, para que
VB = (ot ) <0

comas > 0 e ayp > 0, devemos ter ag > 0. Por outro lado, as < 0 implicaa; < 0
e ap < 0 através de raciocinio analogo envolvendo a raiz so. Suponha agora que
A < 0, isto &, que as raizes sdo complexas conjulgadas com parte real negativa, 0
gue impde que as € a1 tenham o mesmo sinal. Se as > 0e a; > 0, entdo ag > 0
(para que A < 0). Analogamente, se as < 0e a; < 0, entdo agp < 0. A concluséo
geral € que se uma equacgdo de segundo grau possui raizes negativas ou com parte
real negativa, entdo seus coeficientes possuem o mesmo sinal: as > 0, a; > 0e
ag>00Uaz <0, a; <0eag <O0.

4. Um polindmio de terceiro grau sempre pode ser decomposto no produto de um
polindmio de primeiro grau por um polindmio de segundo grau:

D(s) = a3s®+ags” +a1s+ag, az#0,
= (a1s+ ap)(B2s” + Bis + Bo).
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Se as raizes da equagdo de terceiro grau possuem partes reais negativas, entdo os
coeficientes a; e ag sdo ambos positivos ou ambos negativos e os coeficientes
B2, 1 € By sdo todos positivos ou todos negativos. Logo, se as raizes da equagao
de terceiro grau tiverem partes reais negativas, entdo os coeficientes ag, as, a; €
ap Serao todos positivos ou todos negativos.

5. Dado que um polinémio de grau n qualquer sempre pode ser decomposto no
produto de polindmios de primeiro e de segundo graus, concluimos que se um po-
lindbmio de grau n possuir raizes com partes negativas, entdo seus coeficientes de-
verdo ser todos positivos ou todos negativos. Uma maneira conveniente de resumir
esta propriedade é definindo os seguintes conjuntos: 7, conjunto dos polindmios
de grau n, cujas raizes possuem partes reais negativas, e C, conjunto dos polindmios
de grau n, cujos coeficientes possuem o mesmo sinal. Acabamos de mostrar que
H C C, isto &, que se D & um polinbmio de grau n (qualquer) e D € H, entdo
D € C, como ilustra o diagrama de Venn da Figura 8.1.

Figura 8.1: Diagrama de Venn.

6. Observamos que D € C ndo implica D € H, em geral. Exemplo: as raizes
do polindmio D(s) = s + s + 2s + 8, cujos coeficientes sdo todos positivos
(D eC)sdop, = —2,p2 = 1/2+ jV/15/2 e p3 = 1/2 — j/15/2. As raizes
complexas conjulgadas possuem parte real positiva, e portanto D ¢ H. (O critério
de Routh-Hurwitz permite mostrar que D € C implica D € H paran < 2.)

Uma importante conseqiiéncia do estudo realizado é a de que se D ¢ C, entdo
D ¢ H (Figura 8.1). Portanto, um sistema dindmico cuja equagdo caracteristica
apresenta pelo menos um coeficiente nulo ou negativo ndo pode ser estavel, po-
dendo entretanto ser marginalmente estavel ou instavel.
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Critério de Routh-Hurwitz

7. Um método direto para verificar se um dado sistema € ou ndo estavel seria
calcular as raizes da equagdo caracteristica associada através de softwares como
0 MATLAB. Entretanto, a estabilidade absoluta do sistema depende apenas do
sinal das partes reais das raizes, 0 que torna o calculo de raizes, no contexto de
estabilidade absoluta, desnecessario. Além disso, muitas vézes desejamos analisar
a estabilidade do sistema em funcdo de um ou mais pardmetros do seu modelo
matematico sem recorrer a softwares de computacdo simbolica.

8. O Critério de Routh-Hurwitz & um critério algébrico simples para a analise
da estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo. O critério de Routh-
Hurwitz permite determinar quantas raizes de um polindmio dado possuem partes
reais positivas, negativas ou nulas. Conclusdes sobre a estabilidade de um sis-
tema de interesse podem entdo ser obtidas aplicando-se o critério a equagdo cara-
cateristica associada.

9. Considere o polindmio caracteristico genérico de grau n
D<3> :an3n+an—13n_1 +-- 4 as+ag, an #0,

no qual, por hip6tese, ag # 0. Se ag = 0, uma das raizes da equacdo caracteristica
é zero e o procedimento geral a seguir se aplicaria ao polindémio restante. O pri-
meiro passo para a aplicacdo do Critério de Routh-Hurwitz é construir o chamado
Array de Routh:

S Qp ap—-2 Qapn—4 Adn—6
sV an_1 an—3 an—s  an—7
N2 by b b3 ba
s"3 | ¢ co cs3 c4

52 k‘l ]{72

S1 ll

SO mq

Apenas 0s aspectos operacionais da analise de estabilidade absoluta pelo Cri-
tério de Routh-Hurwitz serdo tratados. A teoria por tras da construcdo do array
de Routh foge ao escopo do presente curso. As duas primeiras linhas do array
referenciadas como s™ e s”~!, respectivamente, sdo formadas pelos coeficientes
de D(s), a primeira pelos coeficientes a,,, a,,—2, ..., a segunda pelos coeficentes
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Qn—1, Gn3, .... Alinha s"~2 & calculada a partir das linhas s e s"~! de acordo

com a seguinte regra:
b _ OGp—1ap—2 — AnQn—3 b _ Gp—-1ap—4 — ApQn—5
1= ) 2 — )

an-—1 Gn—1

A linha s"~3 & calculada a partir das linhas s"~! e s”~2 pela mesma regra:

bian—3 — an_1b2 bian—5 — an—1b3
1 = 5 C2 = s
bl bl
Supondo que nenhum elemento da primeira coluna do array (formada por a,
an—_1, b1, c1, ...) se anula, repete-se o procedimento até que a linha s° tenha sido

obtida, o que conclui a construcdo do array de Routh.

10. Critério de Routh-Hurwitz. O nimero de raizes de D(s) = 0 com partes
reais positivas ¢ igual ao de trocas de sinal na primeira coluna do array de Routh;
as raizes de D(s) = 0 possuem partes reais negativas se e somente se todos 0s
coeficientes de D(s) possuem o mesmo sinal e ndo ha troca de sinal na primeira
coluna do array.

11. Exemplo. O array de Routh associado ao polindmio de sexto grau D(s) =
s8 + 455 + 3s% + 253 + 52 + 45 + 4 & dado por

s8] 1 3 1 4
5|4 2 4 0
5 4-3-1-2 4-1—-1-4 4-4—-1-0
4 _ _ _
12T g 0= 1=
0 2—4-0 4—-4-4
Z.9_4. 12 o4
83 2:2 —_——_— = 0
5 5 5
2 2
5 12 5
2:0—=--(——) 2:4—--0
2 2
12
76 3-(73)724
st —— = 0
15 3
_6.4_3.0
50 4 = 15
_T6
15
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Como existem duas trocas de sinal na primeira coluna do array (da linha s para
a linha s! e de s' para s°), duas raizes de D(s) = 0 encontram-se no semi-plano
direito. Um sistema cuja equagdo carcateristica fosse D(s) = 0 seria instavel.

12. O critério de Routh-Hurwitz permite analisar apenas a estabilidade absoluta
de um sistema. As localizagBes das raizes ndo sao conhecidas, apenas seus sinais,
e nada se pode dizer sobre 0 comportamento transitorio ou de regime do sistema.
Uma operacdo que pode ser realizada no sentido da simplificacdo de calculos para a
obten¢do do array de Routh é dividir uma linha por uma constante positiva. Exem-
plo: dividindo a linha s® do array anterior por 2, obtemos

611 3 1 4
12 1 2 0
5

4
- 0 4
513

e o0 restante do array é idéntico ao anterior. Ao dividirmos a linha, dividimos si-
multdneamente todos os elementos que multiplicam a linha de cima e o elemento
pelo qual as diferéncgas sdo divididas; o resultado tem de ser 0 mesmo. Também
é possivel mostrar que o Gltimo elemento da primeira coluna de qualquer array de
Routh & ag, 0 termo constante de D(s).

13. A construgdo do array de Routh ndo pode prosseguir de acordo com a regra
geral formulada se algum elemento da primeira coluna do array assumir valor nulo.
Neste caso, nem todas as raizes de D(s) = 0 possuem partes reais negativas e
informacdes adicionais podem ser obtidas analisando-se 0s casos especiais a seguir.

Casos especiais

14. Caso Especial I. Se um elemento da primeira coluna se anula, mas na linha
correspondente existe ao menos um elemento ndo-nulo, o procedimento deve ser o
seguinte:

a) Substitua o elemento nulo pelo nimero €. Prossiga calculando os demais ele-
mentos do array em funcdo de e;

b) Apbs concluido o array, os sinais dos elementos da primeira coluna sao deter-
minados fazendo-se € — 0;

c) Se houver trocas de sinal na primeira coluna qualquer que seja o sinal assumido
para €, 0 nimero de trocas de sinal é igual ao nimero de raizes com partes
reais positivas;
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d) Se houver trocas de sinal na primeira coluna somente se ¢ > 0 ou ¢ < 0, ndo
existem raizes com partes reais positivas; o polindmio possui raizes ima-
ginarias puras.

15. Exemplo. Considere o polinémio de quinto grau

D(s) = &° 4 25" + 253 + 45> + 115 + 10

1 2 11
2 4 10
s € 6
12
2| ——= 10
€
st 6
50 10

Se e — 0" oue — 0T, ocorrem duas trocas de sinal na primeira coluna;
D(s) = 0 possui duas raizes no semi-plano direito. No exemplo acima, o limite
e — 0 foi tomado logo apos a obtengo do primeiro elemento da linha s2, igual a
(4e — 12)/e. Isto sempre pode ser feito e simplifica os calculos.

16. Caso Especial I11. Uma linha do array é inteiramente nula. Neste caso, 0s coefi-
cientes da linha imediatamente acima definem (em ordem decrescente de poténcias
de s) um polindmio auxiliar A(s), cujas raizes sdo também raizes do polindmio
D(s). O polindmio auxiliar € um polindmio par, isto é, A(s) possui apenas potén-
cias pares de s. A construcdo do array de Routh prossegue substituindo-se a linha
nula pela derivada de A(s) em relac@o a s.

17. Exemplo. Considere o polindmio do terceiro grau
D(s) = s* + 5>+ 25+ 2,

e o array de Routh associado
s3] 1
s? |1
Lo

2
2
s

A linha s! torna-se nula. O polindmio auxiliar e sua derivada em relagéo a s
sd0 A(s) = s +2e A'(s) = 25+ 0, respectivamente. A linha s* & substituida por
por A’(s) e a construgdo do array prossegue:
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O = N W

W »w »w ®»
N DN ==

18. As informagdes extraidas do array de Routh no Caso Especial Il sdo ligeira-
mente diferentes:

a) Se houver trocas de sinal na primeira coluna do array, 0 nGmero de trocas é
igual ao nimero de raizes com partes reais positivas;

b) Se ndo houver trocas de sinal, ndo existem raizes com partes reais positivas; o
polindmio possui raizes imaginarias puras;

No exemplo anterior, as raizes imaginarias puras sio as raizes de A(s) = s2 +
2 =0, 0useja, 1 = jv2esy = —jVv2.

Polinbmios auxiliares

19. Um polindmio auxiliar (par) qualquer pode ser representado na forma
A(S) = ams™ 4 am_28" "2 + -+ + ags® + ag,

sendo m um ndmero par. Suponha que s; & uma raiz de A(s) = 0, possivelmente
uma raiz complexa de A(s) = 0. Entdo s, = 5; (S € o complexo conjulgado
de s) também é uma raiz da equacdo, pois raizes complexas de polinémios com
coeficientes reais aparecem em pares complexos conjulgados. Como A(s) possui
apenas poténcias pares, s3 = —s1 € s4 = —s9 Sa0 também raizes de A(s) = 0.

Ims
S1 53
DGR S X
0 | Res
S .
52 Sq

Figura R4.1: Simetria das raizes de polinémios pares.
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As raizes de um polindmio par aparecerdo simetricamente em relacdo aos eixos
real e imaginario do plano s, como ilustra a Figura R4.1.

20. Exemplos. O polindmio s?> — 1 & par e suas raizes s30 s; = 1 e sy = —1.
Se o0 polindmio for s? + 1, as raizes serdo s; = j e s = —j. O polindmio
st 44 = (52 +25+2)(s® —25+2) & paresuas raizes sdo s; = 1+ 4, so = 1 — 7,
s3 = —1—jesy =—1+ 7. O array de Routh associado a este (ltimo polinémio
seria

st]1 0 4

310 0

A linha s3 se anula e o polindmio auxiliar & A(s) = s* + 4. A linha s3 &

substituida por A’(s) = 453 + 0:

st
4
0

- O O

S
82

O primeiro elemento de s & 0, mas a linha n3o & nula. Substitui-se 0 por e
(caso especial 1) e a construgdo do array prossegue:

st 1 0 4
s3 4 0

52 € 4

st | —16/¢

0 4

Apbs a conclusao do array, existem duas trocas de sinal independentemente do
sinal de €. Logo, s* 4 4 = 0 possui 2 raizes no semi-plano direito (s = 1 =+ j).

Aplicacao em Controle

21. Considere o sistema de controle da Figura R4.2. A planta é estavel em malha
aberta (raizes no semi-plano esquerdo). Deseja-se saber para que valores de kp >
0 e k; > 0 o sistema sera estavel em malha fechada.

A equagdo caracteristica do sistema em malha fechada é

1+(kp+%> (s+1)1(s+2) =0
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ou s +3s2+ (2+ kp)s+kr =0.

r + k 1 Y
L) k ~ - -
T Pt T CE)

Figura R4.2: Sistema de controle em malha fechada (controlador PI).

O array de Routh associado &

1 2+ kp
2|3 kr
L | 6+ 3kp — Ky
5 3
O | kr

Para que o sistema seja estavel em malha fechada,
1
kr >0 e k‘p>§k1—2,

o que fornece a regido indicada na Figura R4.3. Qualquer ponto (k, kp) na regido
hachurada é tal que o sistema em malha fechada é estavel.

1

Figura R4.3: Regido de ganhos (k;, kp) que estabilizam o sistema de controle.
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Aula 8

Critério de Nyquist

Principio do Argumento
Aplicacdo em controle
Critério de estabilidade de Nyquist

Principio do Argumento

1. Um sistema linear invariante no tempo & estavel no sentido entrada-saida (BIBO-
estavel) se as partes reais de todas as raizes da sua equagao caracteristica sdo ne-
gativas. A analise da estabilidade absoluta de um sistema visa descobrir basica-
mente se o sistema é estavel ou ndo, e pode ser eficientemente realizada através do
critério algébrico de Routh-Hurwitz. A analise de estabilidade relativa envolve
determinar quao estavel & um dado sistema. O chamado critério de Nyquist per-
mite uma analise mais completa de questdes ligadas a estabilidade (absoluta e/ou
relativa) e sera discutido a seguir.

2. O critério de Nyquist pode ser visto como uma aplicagdo em Controle de
um resultado de analise complexa conhecido como Principio do Argumento ou
Teorema de Cauchy. O Principio do Argumento utiliza 0s seguintes conceitos
bésicos:

Funcdo racional em s. Uma fungdo racional em s & qualquer funcdo escrita
como a razdo de dois polindmios em s. A imagem de F'(s) num ponto qualquer s
pertencente ao plano complexo Re s x Im s, referido como plano s, é vista como
um ponto no plano complexo Re F'(s) x Im F'(s), o qual sera referido como plano
F(s);

Funcdo analiticaem C;.  Uma fungdo é analitica numa regido C, do plano s se e
somente se a derivada da funcéo existe em todos os pontos de Cg;

Curva fechada no plano s. Um arco no plano s é definido como um conjunto
de pontos descritos parametricamente por

Cs = {s(t) = o(t) + jw(t), a <t < b},
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em que as partes real o(t) e imaginéria w(t) sdo funcdes continuas de ¢ variando
no intervalo real [a,b]. Os pontos de Cs descrevem um arco num determinado
sentido (horéario ou anti-horéario), de acordo com valores crescentes de ¢. Adota-se
a convencdo de que o arco é percorrido no sentido horéario, positivo. Uma curva
fechada é todo arco cujas extremidades coincidem, isto &, s(a) = s(b).

Principio do Argumento. Seja F'(s) uma func8o racional em s e C; uma curva
fechada no plano s. Sejaainda Cr = {F'(s), s € Cs} 0 mapeamento da curva Cs
no plano F'(s). Assuma que

1. F(s) éanalitica dentro e sobre Cs, exceto possivelmente num nimero finito
de polos, e

2. F(s) ndo possui zeros ou polos sobre Cs.

Entdo
N=Z-P

)

sendo Z o nimero de zeros de F'(s) em Cs, P & 0 nimero de polos de F(s) em
Cs e N & o nimero de vézes que a curva Cr envolve a origem do plano F(s), no
sentido horério se N > 0, e anti-horéario se N < 0. A Figura 8.1(a) ilustra uma
curva fechada no plano s que satisfaz as hipoteses do Principio do Argumento.
Assume-se que F'(s) possui trés zeros (Z = 3) e um pdlo (P = 1) no interior de
Cs. Neste caso, a curva Cr envolve a origem do plano F'(s) duas vézes no sentido
horéario (Figura 8.1(b)).

Ims Im F(s)

\ ) ke K(g Re F(s)

Cr

(a) (b)
Figura 8.1: Principio do Argumento: (a) Cs, (b) Cp.
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Aplicacao em controle

3. Considere a equagdo caracteristica
F(s) =14 G(s) =0,

referente a um dado sistema de controle, onde G(s) representa o ganho de malha
do sistema, isto é, G(s) é o resultado do produto das fun¢des de transferéncia do
controlador, da planta e do sensor. Assuma que G/(s) se encontra na forma fatorada:

k:]j(s —z;)
G(s) = =

Np )

[IGs=p)

i=1

onde 0s z;’s e p;’s sd0 0S n zeros e n,, polos de G(s). Para que o sistema seja
estavel em malha fechada, todos os zeros de F'(s) (p6los do sistema em malha
fechada) devem situar-se no semi-plano esquerdo do plano s.

4. Uma aplicagdo imediata do Principio do Argumento na anélise de estabilidade
de um sistema de controle em malha fechada se daria da seguinte forma:

1. Escolhe-se uma curva fechada C, envolvendo todo o semiplano direito do
plano s;

2. Obtem-se a curva correspondente Cr e determina-se N, o nimero de vézes
que Cr envolve a origem do plano F(s);

3. O nlmero de zeros de F'(s) no semi-plano direito (interior de C) é igual a
Z = N + P, onde P & o numero de polos de F'(s) no semiplano direito.

5. E importante notar que os polos de G(s) sdo também os polos de F'(s). De fato,

kl_z[(s—zi) H(S—Pi)-i-kﬂ(s—zi)
F(s)=1+G(s) =1+ -2 e e :

H(S — pi) H(S - pi)

=1 i=1

Portanto o valor de P & conhecido. O que ndo se conhece & Z, o nimero de
zeros de F'(s) (p6los do sistema em malha fechada) no semiplano direito. Para
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obter Z seria necessario fatorar o numerador de F'(s). O Principio do Argumento
permite determinar Z indiretamente através de IV, o nimero de vézes que a curva
Cr envolve a origem do plano F(s).

Critério de estabilidade de Nyquist

6. A parte critica da aplicagdo do Principio do Argumento é a obtencdo do ma-
peamento Cr = {F(s), s € Cs}, para 0 que & conveniente expressar F'(s) na
forma exponencial F(s) = |F(s)|e?*(). As quantidades | F'(s)| e ¢(s) num ponto
qualquer s sdo facilmente calculadas quando F'(s) encontra-se na forma fatorada,
mas isso exigiria fatorar o numerador de F'(s). A solucdo é adaptar o Principio
do Argumento a funcdo G(s), cuja forma fatorada é conhecida. O mapeamento
alternativo
Ca={G(s) = -1+ F(s), s € Cs}

nada mais € do que o mapeamento Cp transladado de —1 (isto &, de —1 + j0). As-
sim sendo, se Cr envolver N vézes a origem do plano F'(s), entdo C¢ (translacéo
de Cr) envolverd N vézes o ponto —1 + 50 no plano G(s), como ilustra a Figura
8.2.

Im F(s)

-1 OU Re F(s)
c

F

Figura 8.2: Translagdo da curva Cr para obtencdo de C.

7. Paraque Z = N + P = 0, isto é, para que nenhum zero de F(s) (p6lo do
sistema em malha fechada) esteja no semiplano direito do plano s, e desta forma
o sistema de controle em malha fechada seja estavel, a curva C¢ deve envolver P
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vézes o ponto —1 + 50 no sentido anti-horario (N < 0).

Critério de estabilidade de Nyquist. Um sistema de controle realimentado é
estavel se e somente se a curva Cg envolve P vézes o ponto —1 + 50 no sentido
anti-horério, onde P é o nimero de polos de G(s) (e de F'(s)) no semiplano direito
do plano s.

8. A construcdo do chamado Diagrama de Nyquist para analise de estabilidade
seré discutida em termos de um exemplo ilustrativo. A funcdo de malha aberta

k

G(s) = ma

k>0,7>0

possui um polo na origem e um polo real em —1/7 < 0. Nenhum pblo de G(s)
encontra-se no semiplano direito e portanto P = 0. A curva C, adequada a analise
do sistema realimentado (cuja equacdo caracteristica € 1 + G(s) = 0) é como
ilustrada na Figura 8.3.

Res

Figura 8.3: Curva C, para G(s) = k/s(1s + 1).

A curva C, da Figura 8.3 cumpre duas condi¢cOes béasicas para a aplicacdo do
Critério de Nyquist. Primeiro, a curva ndo pode passar sobre zeros ou polos de
G(s), razéo pela qual a curva contorna o polo na origem com um semicirculo
de raio ¢ > 0 tendendo a zero, para que apenas o polo na origem seja excluido.
Segundo, a curva deve envolver todo o semiplano direito, razdo pela qual adota-se
um semicirculo de raio » > 0 tendendo ao infinito.

9. O mapeamento de C; em Cq = {G(s), s € Cq} € obtido por trechos, nos quais
os valores de s € C, s@o explicitamente caracterizados.
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{0= — 07}
Neste trecho, os valores de C; podem ser descritos como
s=eel?,  —90° < ¢ < 90°,

pois 0 modulo de s é € e a fase varia de —90° a 90° quando o semicirculo é
percorrido de 0~ a 0*. O mapeamento de s = ¢ e/% no plano G(s) &

. I F T ]¢
lm(l)G(s)\s_gem = 111% (eej¢> = lm(l) e

A magnitude de G(s) € infinita e quando a fase de s varia de —90° a 90° na
curva C,, a fase de G(s) varia de 90° a —90° na curva C;. O mapeamento
de s = ee/? no plano G(s) & representado na Figura 10.4 pelo semicirculo
de raio infinito conectando as freqiiénciasde w = 0~ aw = 07;

{0F — +o0}

Neste trecho, s = jw, 07 < w < +o00. O mapeamento é
k

jw(jwr + 1)’
k

= ———~ /—90°—tan ' wr.
wy/(wr)?2+1

Gljw) =

Quando w — 0T, a magnitude de G(s) tende a +oc e a fase de G(s) tende a
—90° (por valores menores do que —90"). Quando w — 400, a magnitude
tende a O e a fase tende a —180°. Em w = 1/7, a amplitude vale k:T/\/i
e a fase vale —135°. O mapeamento do trecho {0" — +o0} encontra-se
ilustrado na Figura 8.4.

{400 — —o0}
Neste trecho, os valores da curva Cs podem ser descritos como
s=rel?®, r— 0o, —90° < ¢ < 90°,

e 0 seu mapeamento no plano G(s) &

k ki
TIEEO G 8)la=ree rlggo rei®(rrei? 4+ 1) ’"ILHOIO r2 © '
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A magnitude de G(s) é zero, a0 mesmo tempo em que a fase de G(s) salta
de —180° (quando ¢ = 90°) em w = +oo para 180° (quando ¢ = —90°)
em w = —oo. O mapeamento do trecho {+oco — —oc} é a origem do plano
G(s) (Figura 8.4).

{-00— 07}

Neste trecho, s = —jw, 07 < w < —oco. Como |G(—jw)| = |G(jw)| e
[G(—jw) = —LG(jw), isto &, G(—jw) & o complexo conjugado de G (jw),
0 mapeamento do trecho {—oco — 0~} é o complexo conjulgado do obtido
no trecho {0™ — +oc}. O Diagrama de Nyquist de G(s) & simétrico em
relacdo ao eixo real, como ilustra a Figura 8.4.

10. Como P = 0, pois G(s) ndo possui polos no semiplano direito, e N = 0, pois
Cq ndo envolve o ponto —1 + 50, conclui-se que Z = 0. O sistema realimentado é
estavel para quaisquer k e T positivos.

ImG(s)
w =07}
w=—00
-1 0| w=+4o0 Re G(s)
C
w=20 “

Figura 8.4: Diagrama de Nyquist de G(s) = k/s(7s + 1).
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Aula 9

Critério de Nyquist
Margem de ganho e margem de fase

Margem de ganho e margem de fase

1. Os conceitos de margem de ganho e margem de fase serdo motivados através da
analise do diagrama de Nyquist da fun¢do de malha aberta de segunda ordem

k
s(is+1)(r2s + 1)’

G(S)Z k>0,7m >0, 7 >0.

Adota-se a mesma curva Cs da Figura 8.3. O mapeamento C; é obtido por trechos.

{0- — 0%}
Neste trecho, s = ee/?, —90° < ¢ < 90°. O mapeamento de s através
de G(s) é
lm G()|s—eeic = — . K . = lim ~e /9.
e—0 s=ee eeI?(T1eed? + 1)(Toeed® +1)  e=0 €

A magnitude de G(s) € infinita, enquanto a fase de G(s) varia de 90° a —90°
quando s vai de 0~ a 0" (Figura 9.1).

{0F — +o0}
Neste trecho, s = jw, 07 < w < +o0o0. O mapeamento de s através de
G(s) @
k
G(jw) = / —90° — tan"twr — tan"t wry.

wy/(wr)2 + 1/ (wr2)? +1

Quando w — 07, a magnitude de G(s) tende ao infinito, enquanto a fase de
G(s) tende a —90° (por valores menores do que —90°). Quando w — +o0,
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a magnitude de G(s) tende a zero, enquanto a fase de G(s) tende a —270°,
indicando que C¢ cruza o eixo real (Figura 9.1).

{00 — o0}

Neste trecho, s = rel?, r — oo, —90° < ¢ < 90°. O mapeamento de
s através de G(s) é

. 1 k
rli{go C;(S)‘S:rej‘?l5 - Tli{go Tej¢(71rej¢ —+ 1)(7’27’€j¢ + 1)
— lim M;m)e*ﬂ‘ﬁ.
r—00 T

A magnitude de G(s) & zero, enquanto a fase de G(s) salta —270° (quando
¢ = 90°) para 270° (quando ¢ = —90°). O trecho é mapeado na origem do
plano G(s) (Figura 9.1).

{-00— 07}

Neste trecho s = jw, —oo < w < 0~. O mapeamento de s através de
G(s) & igual ao complexo conjulgado do obtido no trecho {0* — +oo}

(Figura 9.1)

ImG(s

. (s)

w=1//117T
! 0 Re G(s)
C
o k"7'17'2 ¢
1 + T2
w=07"

Figura 9.1: Diagrama de Nyquist de G(s) = k/s(71s + 1)(12s + 1).
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2. A funcdo de transferéncia de malha aberta G(s) ndo possui p6los no semiplano
direito e portanto P = 0. Para que o sistema de controle seja estavel em malha
fechada é necessario que Z = N + P = 0, isto &, o diagrama de Nyquist (curva
C¢) da Figura 11.1 ndo pode envolver nenhuma vez o ponto —1 + j0 (N = 0).

3. A estabilidade do sistema realimentado depende do ponto de cruzamento da
curva Cg com o eixo real. Se o cruzamento se der num ponto a direita de —1 + 50,
0 sistema realimentado sera estavel porque —1 + j0 ndo ser& envolvido nehuma
vez (N = 0). Se o cruzamento se der num ponto a esquerda de —1 + 50, o sistema
realimentado sera instavel porque —1 + ;50 sera envolvido duas vézes (N = 2,
Z = 2), indicando que duas raizes de 1+G(s) = 0 (p6los do sistema realimentado)
encontram-se no semiplano direito.

4. A frequéncia na qual a fase de G(jw) vale —180° (ponto sobre o eixo real) &

igual a w = 1/,/m172 (verifique). A magnitude de G(jw) nessa frequéncia vale

(calcule) k172 /(71 4+ 72). Neste caso para que o sistema realimentado seja estével,
T1T2 T + To

>—-1 ou k< .
T + T2 T1T2

—k

Oganho k = (71 4+ 12)/(T172) € 0 ganho critico do sistema. Corresponde ao ganho
onde o lugar das raizes do sistema em malha fechada cruza o eixo imaginario do
plano s. De fato, o array de Routh associado a equacdo caracteristica

s(s+1)(rs+ 1) +k=nmns’+(n+n)s?+s+k=0

é
s3 T1TY 1
52 1+ T2 k
gl (11 4+ 72) — k(1172)
T+ T2

A linha s' do array se anula quando k = (11 + 72)/(7172). O polindmio
auxiliar extraido da linha s> & D 4(s) = (11 +72)s? +k, e sua derivada é D', (s) =
2(71 +72)s. Substituindo a linha s* do array pelo polindmio D/, (s) = 2(71 +72)s,
obtém-se

83 T1T2 1
T + T2
52 T + To
T1T2
st 2(11 + )
§0 T+ T2
T172
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Como toda a primeira coluna do array & positiva (11 > 0, 72 > 0), a equagéo
caracteristica possui raizes imaginarias puras para k = (1 + 72)/(m172) (caso
especial 1), correspondentes ao cruzamento do lugar das raizes do sistema em
malha fechada com o eixo imaginario. As raizes correspondentes ao cruzamento
com o eixo imaginario sdo obtidas do polindmio auxiliar:

(11 +7)s* + k= (11 +7)s* + ntn 0
T1T2
implica sy = +35(1/\/7172). A freqiiéncia no cruzamento vale w = 1/,/7172,
como esperado. Se k > (71 + 72)/(7172), duas raizes da equacdo caracteristica
migram para o semiplano direito. A existéncia destas duas raizes no semiplano
direito sera indicada no diagrama de Nyquist pelo envolvimento do ponto —1 + 50
duas vézes.

5. A aplicacdo do diagrama de Nyquist se restringiu até 0 momento a analise da
estabilidade absoluta do sistema realimentado - critério de Nyquist - e nesse sentido
ndo houve avango em rela¢do ao critério de Routh-Hurwitz. Entretanto, o diagrama
de Nyquist também pode ser usado na analise da estabilidade relativa do sistema.

Margem de ganho. A margem de ganho do sistema realimentado é definida
como a quantidade MG tal que

MG x |G(jwo)| = 1,

onde wy é a freqiiéncia na qual a fase de G(jw) vale —180°. Corresponde ao maior
valor pelo qual a magnitude de G(jw) pode ser multiplicada antes que o sistema

s

realimentado torne-se instavel. E usual representar a margem de ganho em dB:
MGyp = 20log MG = —20log |G (jwo)|-.

O sistema realimentado é estavel se MG > 1 (|G (jwo)| < 1, MGy, > 0) e instavel
se MG < 1 (|G(jwo)| > 1, MGy < 0). A margem de ganho pode ser obtida do
diagrama de Nyquist determinando-se a magnitude de G(jw) correspondente a
fase de —180°.

Margem de fase. A margem de fase do sistema realimentado é definida como a
maxima defasagem MF (em graus) tal que
MF = 180° + ¢,

onde ¢ = /G(jwi) e wy € a freqliéncia na qual |G(jw;i)| = 1. Corresponde a
maior defasagem que pode ser introduzida em G(jw) antes que o sistema torne-se
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instavel. O sistema realimentado sera estavel se MF > 0 e instavel se MF < 0. A
margem de fase pode ser obtida do diagrama de Nyquist determinando-se a fase de
G(jw) no ponto onde a magnitude é unitéria.

6. A Figura 9.2 ilustra o diagrama de Nyquist de um sistema hipotético. Margens
de ganho e de fase s&o facilmente obtidas calculando-se as magnitudes de G(jw) no
eixo real (onde a fase vale —180°) e os angulos formados na interse¢do de G/(jw)
com o quarto-de-circulo de raio unitario (onde a magnitude vale 1). Em particular,
ks torna o sistema instavel (MG < 1).

ImG(s)

- k‘l (k’l < ]{32 < ]{33)

/)0 Re G(s)

Figura 9.2: Obtencdo das margens de ganho e fase via diagrama de Nyquist.

7. Embora ndo va ser objeto do presente curso, o projeto de compensadores do
tipo avancgo, atraso ou avango-atraso, por exemplo, pode ser realizado através da
compensacdo do diagrama de Nyquist de G(jw), de forma a obter, por exemplo,
margens de ganho e fase especificadas. Neste curso as técnicas de compensagado
baseadas em resposta em freqiiéncia serdo discutidas através dos diagramas de
bode de G(jw).
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Aula 10

Lugar das Raizes

Motivacao
CondicGes de magnitude e fase
Regras bésicas

Motivacao

1. Considere o sistema de controle abaixo

)

Figura 10.1: Sistema de controle em malha fechada.

A equagdo caracteristica associada ao sistema em malha fechada,

Y (s) k ~ Nr(s)
 R(s) s2+2s+k  Dp(s)’

Dy(s) =s*+2s+k =0,

e o sistema é (BIBO) estavel para todo k£ > 0. O comportamento transitorio do
sistema depende da localizagdo das raizes da equacgdo caracteristica (p6los do sis-
tema em malha fechada), as quais dependem de k. De fato, as raizes da equacdo
caracteristica sdo

1,2 =

)

-2+ 4 -4k
=—=-1+V1-k
2

Se 0 < k < 1 as raizes sdo reais negativas e o sistema é sobre-amortecido. Se
k = 1 as raizes sdo reais, iguais e negativas, e 0 sistema é criticamente amortecido.
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Se k > 1 as raizes sdo complexas conjulgadas e o sistema é sub-amortecido:
S12 = -1 :Ej\/]{ — 1.

Um grafico descrevendo como as raizes da equacgdo caracteistica variam quando
k variade k = 0a k — oo - 0 lugar das raizes do sistema em malha fechada - &
apresentado na Figura 10.2.

Ims
k — oo N
k=20 k=0
—e—<¢
-2 -1 \ 0 Res
k=1
k — oo 7

Figura 10.2: Lugar das raizes da equagdo caracteristica.

Condicdes de magnitude e fase

2. O Lugar das Raizes (LR) de um sistema nada mais é do que um grafico des-
crevendo como as raizes da equagao caracteristica do sistema variam em fungao de
algum parametro de interesse, tomado como variavel independente.

3. No sistema de controle representado na Figura 10.3, £ > 0 & um pardmetro
variavel, como um ganho proporcional. As funcdes de transferéncia P(s) e F'(s)
sdo dadas. A equacdo caracteristica do sistema é 1 + kP(s)F(s) = 0. O objetivo
é esbocar o lugar das raizes da equagdo caracteristica para 0 < k& < oo.

4. A quantidade kP(s)F(s) € complexa para cada freqliéncia complexa s. Condi-
¢Oes basicas para que s = s; seja uma raiz da equagao caracteristica podem ser
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estabelecidas em termos da magnitude e da fase de kP (s1)F'(s1) = —1.

() k P(s)

F(s)

Figura 10.3: Sistema de controle com parametro variavel k.

Condicdo de magnitude. A magnitude do nimero complexo kP (s1)F(s1) deve
ser unitaria:

1
kP(s1)F(s1)| =1 = k= ———F7——.
kP (s1)F(s1)| P0G
Condicéo de fase. A fase do nUmero complexo kP(s1)F'(s1) deve ser um mal-
tiplo impar de 180° (as partes real e imaginaria de kP(s1)F(s1) sdo —1 e zero,
respectivamente, o que coloca kP(s1)F(s1) sobre o eixo real do terceiro quadrante
do plano s):

LP(s1)F(s1) =180° x r, r==41,4£3,45,...

5. O eshoco do LR é usado para analisar efeitos como a variacao de um pardmetro
ou a introducado de p6los ou zeros no sistema de controle. Uma das finalidades do
tracado do LR & projetar controladores a partir das especifica¢cdes de desempenho
formuladas e da analise do LR do sistema de controle em malha fechada.

6. O primeiro passo para obter o0 esbogo do LR do sistema de interesse é expressar
P(s)F(s) na forma zeros-polos:

by 8™ + by_18™ L 4 - 4 by
P&F(s) = 2t T (m <),

b (s —2z1)(s — 22) -+ (S — 2m)
(s =p1)(s =p2) -~ (5 — pn)
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As quantidades z1, zo,...,2m € p1,P2,...,Pn SA0 05 m zeros € n polos do
sistema em malha aberta. Os zeros e p6los de P(s)F'(s) sdo representados no LR
através dos simbolos "0 e ”x”, respectivamente. Deseja-se determinar as n raizes
da equagdo caracteristica 1 +kP(s)F(s) = 0 (p6los do sistema em malha fechada)
para 0 < k < oo. Num ponto qualquer s que pertenca ao LR, a condi¢do de fase
assume a forma

m n
D hn— > b, =180° xr, 7=l £3, 45, ...
=1 i=1

em que ¢, (¢p,) € a fase de z; (p;) em relagdo ao ponto s. A fase entre pontos
quaisquer no plano s € positiva no sentido anti-horario a partir do eixo real.

Regras basicas

7. (Simetria) O LR & simétrico em relacdo ao eixo real. A razdo é que se s = s
pertence ao LR, entdo
1+ EkP(s1)F(s1) =0,

0 que implica que 1 + kP (s2)F(s2) = 0, com sy = §1. Em equagdes polinomiais
com coeficientes reais como a equacdo carcateristica, raizes complexas aparecem
em pares complexos conjulgados, o que implica na simetria do LR em relagéo ao
eixo real.

8. (LR no eixo real). O LR inclui todos os pontos sobre o eixo real situados a
esquerda de um namero total impar de zeros e polos reais. De fato, considere um
ponto qualquer s = s; sobre o eixo real. As fases dos zeros e p6los reais situados
a esquerda de s; em relagdo a s sdo nulas, resultando numa contribuicdo de fase
nulaem s;. As fases dos zeros e polos reais situados a direita de s; em relagdo a s;
se somam, resultando numa contribuicdo de fase maltipla (par ou impar) de 180°
em s1. Logo s; pertencera ao LR se o nimero total de zeros e polos reais a direita
de s for impar. Como a contribuicdo total de um par de zeros ou polos complexos
conjugados em qualquer ponto do eixo real & sempre de 360°, apenas zeros e polos
reais determinam o LR sobre o eixo real.

9. (Pontos de partida e chegada). O LR comeca nos polos de P(s)F(s), quando
k = 0, e termina nos zeros de P(s)F(s), quando & — oo. De fato, a equagéo
caracteristica é equivalente a

(s—=p1)(s—p2) - (s—pn) + kbn(s—z1)(s —22) - (s — zm) =0,
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e quando k£ = 0, as n raizes da equagao carcateristica sao p1, po, . . ., pn. POr outro

lado,
1

P(s)F(s) = —7.
e P(s)F(s) — 0 quando k& — oo, isto é, as raizes da equagdo caracteristica
tendem aos zeros de P(s)F(s). Um zero de P(s)F(s) pode ser finito, quando
P(s)F(s) = 0 é satisfeita para algum s = s; cujo modulo é finito, ou infinito,
quando P(s)F(s) = 0 é satisfeita para s — oo (moddulo de s tendendo ao infi-
nito). O nimero de zeros infinitos de P(s)F'(s) & igual a diferenca n — m.

10. (Angulos e intersegdo de assintotas). Se P(s)F(s) possui n — m Zzeros
infinitos (n — m > 1), entdo o LR tende a n — m assintotas quando & — oo. As
assintotas sdo determinadas pelos angulos
180°
g— T 41 43,45
n—m

De fato, quando n — m > 1 aequagdo 1 + kP(s)F(s) = 0 é satisfeita para

s — oo e a analise pode ser simplificada da seguinte forma:

By 8™ 4 - b
lim kP(s)F(s) = lim k22 " — Jim &
5—00 5§—00 s+ ... s—oo gn—m
e 0 LR da equagdo caracteristica tende ao LR da equacdo
bm,
l+k—0- =0,
S
ou s~ ™ = —kb,,. A magnitude das raizes tende ao infinito (devido a hipbtese

de que s — o0) e as fases tendem aos angulos 6 apresentados acima. E possivel
mostrar que as assintotas se interceptam no eixo real no ponto

n m
E Pi—g Zi
_ =l i=1
a — ?
n—m

em que 0s p;’s e z;’s sdo 0s polos e zeros finitos de P(s)F(s). O ponto de
intersecdo das assintotas ndo & necessariamente um ponto pertencente ao LR. Se
n —m = 1 0 @ngulo da assintota & de 180° (ou —180°, 540°, ...). Neste caso nao
existe intersecdo de assintotas e o, perde sentido.

Exemplo 1: Considere a funcao de transferéncia

1

P(s)F(s) = 512
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O LR é simétrico e compreende todos 0s pontos sobre o eixo real situados entre
0s polos s = 0 e s = —2. O LR comeca nos polos de P(s)F'(s) (quando k = 0)
e termina nos zeros (infinitos) de P(s)F(s) (quando k — oo). Comon = 2 e
m = 0, 0 LR da equagdo caracteristica possui n — m = 2 assintotas. Os angulos
das assintotas sdo 6; = 180°/2 = 90° e #; = —180°/2 = —90°. As escolhas
r = 1 er = —1 sdo arbitrarias. As assintotas se interceptam no eixo real no ponto
0o =(0+(-2)/2=—-1

Ims
k — oo
N
k=0 | 90° k=0
——<
-2 / 4’/ 0 ReS
—90°
0q = —1
A4
k — oo

Figura 10.4: LR daequagdo 1 + 1/s(s +2) = 0.

O LR resultante (Figura 10.4) é o mesmo ilustrado na Figura 10.2. Neste exem-
plo particular, o LR se confunde com as assintotas (k¢ > 1). Numa situagdo mais
geral, o LR apenas tende para as assintotas quando & — oo.

11. (Pontos de saida e de entrada). O LR pode apresentar pontos onde as raizes da
equagdo caracteristica deixam de ser reais para se tornarem complexas conjulgadas
(pontos de saida) ou, inversamente, deixam de ser complexas conjulgadas para se
tornarem reais (pontos de entrada). Os pontos de saida e entrada do LR no eixo
real aparecerdo entre as raizes da equagéo polinomial

d _d N(s)
£P(5)F(s) = 3sD(s) 0,
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gue é equivalente a
D'(s)N(s) — D(s)N'(s) = 0.

De fato, reescrevendo a equagao caracteristica como

N(s)

1+ EkP(s)F(s) =1+ kD(s)

=0,

obtém-se a forma equivalente Q(s) = D(s) + kN (s) = 0. Devido a simetria do
LR, nos pontos de saida e entrada a equacdo caracteristica deve apresentar raizes
reais multiplas, isto &, se s = s; &€ um ponto de saida ou entrada, entdo

Q(s) = (s — 51)'Qu (),
em que [ & a multiplicidade de s; (I > 2). Derivando Q(s) em relacéo a s, obtém-se

Q(s) = Is—s1)7"'Qu(s) + (s — 51)'Q1(s),
= (s—s1) 7 IQ1(s) + (5 — s1)Q ()],

Portanto, s; também & uma raiz (de multiplicidade [ — 1) de Q’(s). Entretanto,

Q'(s) = D'(s)+kN'(s),
D(s)

D/(S) - N(S) /(S)‘

Sendo assim, um ponto de saida ou entrada deve satisfazer
D'(s)N(s) — D(s)N'(s) =0,
a qual por sua vez é equivalente a

d ~ d N(s) D(s)N'(s) —D'(s)N(s)
EP(S) (8) - ED(S) - D(S)2 = 0.

Nem toda solu¢do de D'(s)N(s) — D(s)N'(s) = 0 & um ponto de entrada
ou saida do LR no eixo real. Para descobrir se uma raiz & um ponto de entrada ou
saida é necessario eshocgar o LR e verificar em que intervalos no eixo real poderiam
haver pontos de entrada ou saida.

Exemplo 2: Considere 1 +

= 0. Neste caso,
s(s+2)

D'(s)N(s) — D(s)N'(s) = (25 + 2)(1) — (s +25)(0) =25 +2 =10
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e a solucdo é s; = —1. Observando a Figura 10.4, percebe-se claramente que
s1 = —1 & um ponto de saida do LR no eixo real.

k
Exemplo 3: Considere 1 + ——————— = 0. Do mesmo modo,
P s+ 1) +2)

D'(s)N(s) — D(s)N'(s) = (3s% + 65 + 2)(1)—
— (s 4+ 35% +25)(0) = 35* + 65 +2 =0,

e neste caso as raizes sdo s; = —0.4226 e s, = —1.5774. Para descobrir se alguma
das raizes é ponto de saida ou entrada & necessario eshogar o LR, como na Figura

10.5.
ImS /]C — 00

0 Res

N\ V2
\k‘ — 00

Figura 10.5: LR daequagdo 1 + 1/s(s + 1)(s +2) = 0.

Note que o LR possui n — m = 3 — 0 = 3 assintotas, cujos angulos sao
60°, —60° e 180°. As assintotas se interceptam no ponto o, = (0—1—-2)/3 = —1.
Existe um ponto de saida entre 0 e —1 e seu valor & precisamente s; = —0.4226
encontrado resolvendo-se a equacédo polinomial acima.
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Aula 11

Lugar das Raizes

Regras adicionais
Projeto de compensadores

Regras adicionais

1. (Cruzamento com o eixo imaginario) Os possiveis pontos de cruzamento do
LR com o eixo imaginario (s = 0 + jw) sdo determinados resolvendo-se

D(jw) + kN (jw) =0+ 50

em termos de k e w. As partes real e imaginaria de D(jw) + kN (jw) depen-
dem genericamente de k e w e devem ser nulas por conta da igualdade com zero.
Logo dispde-se de duas equagcdes homogéneas para duas incognitas. A solugdo do
sistema de equagdes fornece os pontos de cruzamento com o eixo imaginario.

Exemplo 1. Considere 1 + k = 0. Se s = jw, obtém-se

1
s(s+1)(s+2)
D(jw) +kN(jw) = (jw)’ +3(jw)? + 2(jw) + &,

= —jwd — 3w+ j2w +k,
= (k—3w?) + j(2w — w?),
= 0+ 40.
Logo, k —3w? = 0e2w —w? = 0. Sew = 0, entdo & = 0. (A solugdo
w = 0 ek = 0 corresponde ao pblo de malha aberta na origem.) Se w # 0,
entdio w = ++v/2 e k = 6. Os pontos de cruzamento do LR com o eixo imaginario
sd0 s = +j+/2 (Figura 10.5). Alternativamente, os pontos de cruzamento podem

ser determinados através do critério de Routh-Hurwitz. O array de Routh para a
equagdo caracteristica é

s3 1 2
s? k
st | (6-k)/3

s0 k
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Se k = 6, entdo a linha s! se anula e & substituida pela derivada do polindmio
auxiliar A(s) = 3s? + 6 obtido da linha s do array. A derivada de A(s) é 6s + 0
e a construcdo do array prossegue:

311 2
213 6
s'16 0
6

Como todos os elementos da primeira coluna sao positivos, a equacdo carac-
teristica possui raizes imaginarias puras (caso especial I1). As raizes imaginarias
sd0 precisamente as raizes do polindmio auxiliar 3s> + 6 = 0, iguais a 5v/2,
obtidas quando k£ = 6.

2. (Angulos de partida e chegada). O LR parte dos polos (quando k& = 0) e

chega nos zeros de P(s)F'(s) (quando & — oo) de acordo com angulos que podem

ser determinados analisando-se como a fase do LR varia nas proximidades destes

polos e zeros. A Figura 11.1 apresenta o esbo¢o do LR da equagdo caracteristica
1

1+kP(S)F(S):1+k(8—|—2)(82—|—28+2) =0

Ims -

Figura 11.1: LR daequagdo 1 + k/(s + 2)(s2 + 2s + 2) = 0.
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Os polos de malha aberta sdo p1 = —2,po = —1+jep3 = —1 —j. Se 51
& um ponto do LR arbitrariamente préximo ao pélo po, por exemplo, entdo pela
condicdo geral de fase

m n
D bn— > b, =180° xr, 7=l £3,45,.. .,
i=1 i=1

obtém-se (m = 0, n = 3)
—Ppy — Ppy — Pps = 180° x 7, T =£1,43,...

em que ¢, , ¢p, € ¢p, Sdo as fases de pi, p2 € p3 em relagdo ao ponto s;. Como
¢p, — 45° € ¢, — 907, 0 @ngulo de po em relagdo a s; (angulo de partida de po)
g igual a (r = —1, por conveniéncia)

¢po = 180° — 90° — 452 = 45°.

Raciocinio anélogo ird mostrar que o angulo de partida de ps é de —45°. O
angulo de partida do polo real & de 180° porque ps € p3 contribuem com 360°
em qualquer ponto do eixo real proximo a p;. Angulos de chegada em zeros s&o
calculados da mesma forma. As expressdes gerais para o calculo de angulos sdo as
seguintes:

Angulo de partida de um pélo p;:

m n
Gpy =D Gz — > bp +180° x 7, 7 =£1,43,...
i=1 i#j

Angulo de chegada em um zero z;:

n m
Gz =Y Gp— > G +180°x 7, v =143, ..
i=1 i#j

Nas expressdes acima, ¢y, (¢,) € a fase do polo p; (zero z;) relativa ao polo p;
(z;) considerado.

Exemplo 2. Considere o sistema de controle em malha fechada ilustrado na Figura
11.2 a sequir. O objetivo & eshocar o lugar das raizes do sistema utilizando todas
as regras aplicaveis a funcdo de transferéncia do sistema em malha aberta.
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[ W 542 y
s24+2s5+3

Figura 11.2: Sistema de controle em malha fechada.

A equacdo caracteristica do sistema em malha fechada é

s+2 14k s+2
52+ 2543 (s+1—-3vV2)(s+1+jV2)

Apos assinalar os polos e zeros de malha aberta no plano s, determina-se 0 LR no
eixo real com ilustrado na Figura 11.3. Dado que m = 1 en = 2, 0 LR apresenta
uma assintota com angulo # = 180°. Quando k£ — oo, um ramo do LR tende ao
zero finito em —2, enquanto outro tende ao zero infinito da funcado de transfréncia
de malha aberta. Neste caso deve haver um ponto de entrada do LR no eixo real
a esquerda do zero em —2. O ponto de entrada encontra-se entre as solugdes da
equacdo

1+k

D'(s)N(s) — D(s)N'(s) = (2s + 2)(s + 2)—
— (2 +25+3)(1) =s*+4s+1=0.

As solugdes de s? + 4s + 1 = 0580 s; = —3.7320 e s, = —0.2680. Portanto, 0
ponto de entrada & —3.7320. O angulo de partida do polo p; = —1 + j\/2 é de

Gpy = P2y — Ppy + 180° = 55° — 90° + 180° = 145°.

O angulo de partida de p, = —1 — /2 & de —145°. Observe que 0 sistema em
questdo € estavel em malha fechada para qualquer escolha de k& > 0.

Projeto de compensadores

3. O projeto de compensadores (controladores) consiste em, dadas as fungdes de
transferéncia de malha aberta da planta a ser compensada (controlada) e do sen-
sor, definida a forma de conec¢do do compensador com a planta e formuladas
as especificacbes de desempenho para o sistema de malha fechada, determinar a
funcgdo de transferéncia de um compensador que as viabilize.
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4. O termo compensagdo é empregado no sentido de adicionar algo a planta, de
forma que esta passe a responder na forma desejada. O que compensar depende
do que se considera indesejado na resposta da planta quando esta se encontra em
malha aberta. A forma desejada de resposta & definida pelas especificagBes de
desempenho para o sistema em malha fechada.

Ims

Jv2

k — oo

Figura 11.3: LR da equacdo 1 + k(s +2)/(s? + 2s + 3) = 0.

5. Existem varias possibilidades de conec¢do do compensador com a planta, sendo
gue a mais comum é a coneccao série ilustrada na Figura 11.4. O compensador se
encontra conectado em série com a planta. (Eventuais sinais de distlrbio ndo estao
explicitamente indicados).

e U Y

+
@, C(s) P(s)

F(s)

Figura 11.4: Compensador conectado em série com a planta.

6. O objetivo primario do projeto de compensadores & sintetizar a resposta desejada
para a saida da planta y tendo em vista uma dada entrada de referéncia r. Neste
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caso, a funcdo de transferéncia a ser considerada &

Y(s) C(s)P(s)

T8 = R(s) = T+ C(s)P(s)F(s)"

A maioria das técnicas de projeto de compensadores procura modificar direta-
mente as carcateristicas de magnitude e fase da planta responséaveis pelo compor-
tamento inadequado da saida explorando o fato de que, na coneccdo série, C(s)
sempre aparece multiplicando P(s). Assim sendo

[C(s)P(s)| = [C(s)l|P(s)] & LC(s)P(s) = LC(s) + LP(s).

em qualquer freqiiéncia s. A magnitude (fase) de C'(s)P(s) € igual ao produto
(soma) das magnitudes (fases) de C'(s) e P(s), 0 que torna o projeto do compen-
sador relativamente simples.

7. No diagrama de blocos da Figura 11.4 fica implicito que a poténcia do sinal de
saida do compensador & compativel com a poténcia requerida na entrada da planta.
O nivel de poténcia na saida do compensador sera baixo ou alto dependendo se o
atuador (isto &, o estagio de amplificagdo de poténcia) esta incluido na planta ou
no compensador, respectivamente.

8. Na compensacao série a saida do compensador responde a variagao do erro entre
a referéncia e a saida da planta. A presencga de zeros na funcao de transferéncia do
compensador (fatores derivativos) produz sinais de atuacao elevados quando o erro
varia rapidamente, como ocorre por exemplo na partida de um sistema de controle
guando este & submetido a uma entrada degrau.

9. O sistema de controle em malha fechada da Figura 11.4 pode ser implemen-
tado na forma analbgica, através de componentes anal6gicos adequados ao tipo
de planta a ser controlada, ou na forma digital, através de processadores digitais,
op¢do mais comum atualmente.

10. Na pratica, o projeto de compensadores normalmente envolve um procedi-
mento interativo cujas etapas principais sdo resumidas a seguir.

1. Estabelece-se 0 modelo (linear, invariante no tempo) do sistema fisico, o que
inclui definir as func¢des de transferéncia da planta, do sensor e da conecgédo
a ser utilizada. Especificagdes de desempenho para o sistema em malha
fechada sdo formuladas;
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2. Através de uma técnica de projeto adequada, determina-se a fungdo de trans-
feréncia (pardmetros) de um compensador. A capacidade do compensador de
atender as especificacdes de desempenho é frequentemente avaliada através
de um modelo de simulag¢do (baseado em MATLAB/Simulink, por exemplo)
do sistema em malha fechada;

3. Apos a validacdo do compensador através de simulagdo, implementa-se o
sistema de controle e observa-se 0 comportamento do sistema fisico. Devido
a caracteristicas inicialmente ndo-modeladas, como atritos e nao-linearidades
em geral, 0 comportamento observado pode diferir (as vézes bastante) do de-
sejado;

4. Caso os comportamentos desejado e observado divirjam significativamente,
0 projetista tem como alternativas refinar os modelos adotados e/ou deter-
minar um compensador alternativo que garanta o atendimento das especifi-
cacOes de desempenho, ou formular novas especificacdes de desempenho,
relaxando aquelas que se mostraram inviaveis na pratica.
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Aula 12

Lugar das Raizes

Compensacdo via lugar das raizes
Compensacdo avanco (lead)

Compensacao via lugar das raizes

1. De acordo com a técnica de compensagdo (projeto) baseada no lugar das raizes,
0 compensador € obtido através da manipulacdo do lugar das raizes do sistema em
malha fechada. Inicialmente serdo analisados alguns efeitos individuais, como 0s
da adi¢cdo de um pblo e de um zero a uma dada fungdo de transferéncia de malha
aberta.

Efeito da adicdo de um p6lo. O LR é puxado para a direita, diminuindo a esta-
bilidade relativa e tornando o sistema mais lento, como ilustra a Figura 12.1.

Ims Ims Ims

Res Res

L
N

(a) (b) ()
Figura 12.1: Efeito da adi¢do de um polo.

O efeito da adicdo de um podlo pode ser explicado através do comportamento
das assintotas do LR. Os angulos das assintotas, dados por
o
g X 43
n—m
diminuem a medida que n aumenta (mantendo m fixo), fazendo com que o LR seja
puxado cada vez mais para a direita.
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Efeito da adicdo de um zero. O LR é puxado para a esquerda, tornando o
sistema relativamente mais estavel e mais rapido. A Figura 12.2 (a) ilustra a
incorporacdo de um zero ao LR da Figura 12.1 (c). O angulo das assitotas aumenta,
fazendo com que o sistema em malha fechada passe a ser estavel para qualquer va-
lor de ganho.

Ims Ims Im s

Re s Re s Re s

(@) (b) (©

Figura 12.2: Efeito da adi¢do de um zero.

Quando o zero é deslocado para a direita, a intersecdo das assintotas de desloca
para a esquerda, dado que o ponto de intersecéo,

n m
PRIED I
i=1 i=1

a =
n—m

fica mais negativo a medida que algum z; tende a origem.

2. O projeto de compensadores baseia-se em especifica¢cdes de desempenho que
descrevem como o sistema em malha fechada deve se comportar em termos de res-
posta transitdria (maxima sobre-elevacdo, tempo de acomodacao, ...) e de regime
(erros estaticos). Normalmente adota-se a seguinte estratégia:

1. Determina-se um par de polos complexos conjulgados que fornece a resposta
transitoria de acordo com as especificagdes, como se se quisesse sintetizar
um sistema de segunda ordem na forma padrao;

2. Constroi-se 0 LR do sistema ndo-compensado, aqui entendido como o LR do
sistema quando se adota um compensador estéatico C(s) = k.. Geralmente
nao existe k. tal que o LR passa pelos p6los especificados;
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3. Determina-se um compensador dindmico C(s) (zeros e polos), que associ-

ado em série com a planta modifica o LR fazendo com que este passe pelos
polos especificados;

. Se as ordens (nimero de p6los) da planta e do compensador forem n.p € n¢,
respectivamente, o nimero de poélos de malha fechada (raizes da equagdo
caracteristica) sera np + nc, em geral;

. Dentre os np 4+ n¢ pdlos encontra-se o par de polos complexos conjulgados
especificados. Suponha que estes polos localizam-se na regiao | e que 0s
demais np + nc — 2 pélos encontram-se na regido Il da Figura 12.3;

Ims

—b —a 0 Res

| |

I I

I I

I I

| |

I I

I I

I I

| |

I I

I I

I I

| |
Py Py
* A4

| |

I I

I I

I I

| |

I I

I I

I I

| |

I I

I I

I I

| |

I I

Figura 12.3: Semi-plano esquerdo - regides dominante (I) e dominada (l1).

6. Se b for suficientemente maior do que a (por exemplo b/a = 5), os p6los

complexos conjulgados dominardo a resposta transitoria do sistema (pois
possuem constantes de tempo menores), e esta se assemelhara bastante a res-
posta transitoria do sistema de segunda ordem sintetizado através da escolha
dos pblos dominantes;

. Fatores como a presenca de zeros e/ou ganho DC ndo-unitario na fungdo de
transferéncia de malha fechada podem alterar a resposta transitéria relativa-
mente & do sistema de segunda ordem sintetizado. Neste caso sera necessario
refazer o projeto;

. Se entre os compensadores que atendem as especificagcbes sobre resposta
transitoria existir ao menos um que também atenda as especificages sobre
resposta em regime, o projeto é concluido com a escolha de um desses com-
pensadores. Caso contrario o projeto prossegue, geralmente incorporando-se
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ao controlador obtido na etapa anterior ganho suficiente para, por exemplo,
atender especificacdes referentes a erros de regime.

3. Se a estrutura do compensador C(s) (nmero de zeros e polos) for definida
a-priori, o projeto consistira basicamente em determinar a localizagdo dos zeros e
polos de C(s), ou seja, 0s coeficientes do numerador e do denominador de C(s).
Discute-se a seguir o projeto de um tipo de compensador de primeira ordem (um
zero, um p6lo) conhecido como compensador avancgo (lead).

Compensacéao avanco (lead)

4. A compensacdo avango é usada quando o sistema original é instavel, ou estavel,
mas ndo atende as especificacdes relativas a resposta transitoria. A compensagao
avanco modifica o LR do sistema ndo-compensado no sentido do atendimento das
especificacdes relativas a resposta transitoria. O compensador avango é definido
pela funcdo de transferéncia

1
St Ts+1
C(S):]{IC { :kca m,
s+ —
oT

em que k. > 0 é o ganho do compensadore 7' > 0 e 0 < « < 1 definem as
localizagGes do zero e do p6lo do compensador. O compensador avango adiciona
fase a qualquer ponto do plano s pois ¢., — ¢,. > 0 para qualquer escolha de
T>0e0 < a < 1 (Figura12.4). Como 0 < « < 1, o zero do compensador
sempre fica a direita do polo.

Figura 12.4: Adicédo de fase do compensador avango.
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5. O ganho estatico do compensador avanco é C'(0) = k.c, em que k. e « Sao re-
sultantes do projeto que visa basicamente atender as especificagcdes sobre resposta
transitoria. Neste sentido, o controle da resposta em regime do sistema através da
compensagao avanco é bastante limitado.

Compensacdao avanc o - procedimento

1. A partir das especificacdes de desempenho para a resposta transitoria, deter-
mine as localizacBes para os p6los dominantes do sistema em malha fechada,
na forma de p6los complexos conjugados s 2;

2. Obtenha o LR do sistema com compensacéo C(s) = k. e verifique se o
ajuste de k. faz o LR passar pelos polos s; » especificados. Caso contrario,
calcule a fase da plantaem s = s

LP(8)]s=s1;

Para que s; passe a fazer parte do LR, a fase de C(s) deveré ser tal que

LC(8)|smsy, + LP(8)]sms, = 180° x 7 = £1,43, . ..

Seja ¢ a quantidade de fase a ser adicionada pelo compensador avango. De-
termine as localizagdes do zero e do p6lo de C(s) (isto &, determine T" e «)
de maneira que ¢., — ¢p. = ¢;

3. Finalmente, determine k. através da condi¢ao de magnitude:

Ts+1

P - i
|C(s)P(8)]s=s, kea oTs + 1

Exemplo. Considere o sistema de controle ilustrado na Figura 12.5. A funcdo de
transferéncia do sistema em malha fechada é

Y (s) 4 4

R(s) T 212544 (s+1—7V3)(s+1+3jV3)

Os polos de malha fechada do sistema ndo-compensado s&o tais que & = 0.5
e w, = 2 rad/s, fornecendo méaxima sobre-elevagdo M, = 15% e tempo de
acomodacdo t; = 4 s. Uma especificacdo do tipo t; = 2 s pode ser atingida
com w,, = 4 rad/s. As localiza¢Ges dos polos dominantes seriam

s12 = —&wn £ jun /1 — €2 = -2 £ 5j2V3.
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+
" = 4 Y
L/ s(s+2)

Figura 12.5: Sistema de segunda ordem em malha fechada.

A compensagéo proporcional (C(s) = k.) em série com a planta ndo é capaz
de fazer o LR do sistema em malha fechada passar em sy 2, como ilustra a Figura
12.6. (Os polos do sistema ndo-compensado sdo obtidos quando k. = 1.)

Ims
s1 .
P
Polos desejados sﬂffj\/g
2w e=0s)
s k=1
-2 -1| /|0 Res
Vool —iv3
2 . —j2v/3
S2

Figura 12.6: LR do sistema ndo-compensado (s;,2: podlos dominantes).

A fase da planta em s = s; pode ser calculada através de uma analise gréafica:
LP(8)]s=s; = —120° —90° = —210° (contribui¢des dos polos em 0 e —2, respec-
tivamente). Portanto, o compensador precisa adicionar ¢ = 30° em s = s para
gue a condicdo de fase do LR seja atendida.

Existem inimeras formas de posicionar o p6lo e o zero do compensador de tal
forma que ¢.. — ¢,. = ¢. Uma solucéo é usar o chamado método da abcissa:
determina-se a abcissa do angulo formado pelas retas AP e PO, como ilustra a
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Figura 12.7.

Figura 12.7: LR do sistema compensado pelo método da abcissa.

Em seguida, determinam-se duas retas formando ¢/2 graus a partir da abcissa.
Os pontos de cruzamento com o eixo real correspondem as localizagdes do polo e
do zero de C(s). No caso do exemplo,
1 J—
=
Logo, T = 0.345 e = 0.537. Pelo método da abcissa, o valor de « é
maximizado, o que eleva o ganho estatico do compensador. O valor de k.. & obtido
da condigdo de magnitude:

=209, 5.4.

M| =

4k.(s +2.9) _1
s(s+2)(s+54) |4 24003
implica em k. = 4.68. O compensador avango procurado é
5s+2.9 0.345s + 1
s i 54 2.01 m
Os polos do sistema em malha fechada (compensado) sao as raizes de

4.68(s + 2.9)} [ 4 } 0

(s +5.4) s(s+2) ’

[C(s)P(8)|s=s1 =

C(s) = 4.68

1+C(s)P(s) =1+ [
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ou

s(s+2)(s+5.4)+18.7(s + 2.9) =
= (s+2+j2V3)(s + 2 — j2V3)(s + 3.4) = 0.

Note que o ganho associado ao LR no ponto s; € k = 4 x 4.68 = 18.7. O ter-
ceiro polo em —3.4 estd proximo ao zero do compensador (em —2.9) e seu efeito
na resposta do sistema sera pequeno. A resposta sera levemente menos amortecida
do que o esperado (£ = 0.5, M,, = 15%) devido a presenca do zero. O projeto de
compensadores através do LR pode ser inteiramente desenvolvido através do MA-
TLAB, que dispde do ambiente interativor | t ool para projetos desta natureza. O
projeto poderia iniciar com a obtenc@o do LR do sistema com C(s) = ke, ilustrado
na Figura 12.8:

Root Locus Design

151

051

Imag Axes

05

151

L L L I L )
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1
Real Axis

Figura 12.8: LR do sistema com C(s) = k. via MATLAB/r | t ool .

A Figura 12.9 ilustra 0 LR ap6s a compensacdo avango. Observe as linhas
pontilhadas de fator de amortecimento e freqliéncia natural constantes, bastante
Uteis na fase de projeto do compensador.
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Root Locus Design

Imag Axes
o
Q

-4

| . - i . . )
6 -4 -2 0 2 4 6
Real Axis

Figura 12.9: LR do sistema compensado via MATLAB/r | t ool .

Step Response
From: U(1)
T

14

Compensado

121

o
®

Amplitude
Y1)

: N&o-compensado

06
041

02F

I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Time (sec.)

Figura 12.10: Respostas ao degrau dos sistemas ndo-compensado e compensado.

A Figura 12.10 apresenta as respostas ao degrau do sistemas ndo-compensado
(& = 0.5, w, = 2 rad/s) e compensado através de avanco (£ ~ 0.5, w, = 4 rad/s).
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Como requerido, o tempo de acomodacéo passou a ser de aproximadamente 2 s. O
erro de regime para entrada degrau & zero uma vez que a planta é do Tipo 1. O erro
para entrada rampa € constante, inversamente proporcional a constante de veloci-
dade do sistema, k,. A constante de velocidade para o sistema ndo-compensado
é

]{Jv :ll_I%SP(S) :ll_{%SW =2

Apds a compensagao avango,

= 5.02.

) . 2.51(0.345s+1) 4
ky = lim sC(s)P(s) =1
v = lim sC(s)P(s) = lim s (01855 + 1) s(s+2)
O erro para entrada rampa cai pela metade, mas eventualmente ainda seria
muito grande. Um melhor controle sobre erros de regime sera obtido com o uso de
um compensador atraso (lag).
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Aula 13

Lugar das Raizes

Compensacdo atraso (lag)
Compensacdo avango-atraso (lead-lag)
Outras configuragdes do LR

Compensacéo atraso (lag)
1. Na compensagao atraso assume-se que o sistema satisfaz as especificagdes rela-

tivas a reposta transitoria, mas ndo as relativas a reposta em regime. A funcdo de
transferéncia do compensador atraso & definida como

1
S+ =
T Ts+1
=k, =k,
() 5+L ﬁﬁTs+1
8T

em que k. > 0 & o ganho do compensadore 7" > 0 e 3 > 1 definem as localiza¢des
do zero e do pdlo do compensador. O compensador atraso retira fase de qualquer
ponto do plano s pois ¢.. — ¢,. < 0 para qualquer escolnade 7’ > 0e 5 > 1
(Figura 13.1). Como 8 > 1, o zero do compensador sempre fica & esquerda do
polo.

/‘ (rbzc T\ b \?bpc
1 1
T 3T

Figura 13.1: Remocdo de fase do compensador atraso.
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2. Na compensacdo atraso, assume-se que o sistema em malha fechada apresenta
um par de pblos complexos conjulgados dominantes que produzem a resposta tran-
sitoria desejada. A idéia & ndo modificar o LR proximo aos polos dominantes.

3. A compensacdo atraso € usada basicamente para aumentar o ganho estatico
do compensador (ganho na freqiiéncia s = 0) e assim reduzir eventuais erros de
regime. O compensador atraso deve produzir apenas um pequeno decréscimo de
fase, da ordem de 5°, proximo aos p6los dominantes s o:

—5% < LC(s)]s=s, < 0°.

Para tanto, o zero e o p6lo de C(s) devem ser localizados de tal maneira que

—5° < /sy + (1)T) — Lsy + (1/8T) < 0°.

4. Escolhendo-se T > 0 e § > 1 de forma que as quantidades 1/7" e 1/3T sejam
pequenas comparadas a s1, obtém-se o efeito desejado. Além disso, as magnitudes
|s1 +1/T| e |s1 + 1/6T)| serdo aproximadamente iguais e portanto para o sistema
compensado

1
81+ =

(C(5)P(5)]s=s) = |ke——L-P(s1)| =1
51+ ﬁ_T
implica que k. ~ 1, pois |P(s1)| = 1 se s; pertence ao LR anterior & introducdo
do compensador atraso.

5. Como ndo existe aumento de ganho na frequiéncia s; (k. ~ 1), as propriedades
transitorias do sistema ndo serdo alteradas significativamente. Os pblos dominantes
apenas se deslocam para uma vizinhaga do ponto s; devido a pequena remogao de
fase causada pelo compensador.

6. O ganho estatico do compensador atraso (ganho na freqiiéncia s = 0) € C(0) =
k.B. Assumindo-se que a planta & do Tipo 1, a constante de velocidade k., do
sistema original seré entdo multiplicada por 5:

ky = lim sC(s)P(s) = kef3 liH(l) sP(s) ~ Bk,.

s—0

7. E conveniente localizar o polo e o zero do compensador proximos a origem.
Exemplo: 1/(8T) = 0.001 e 1/T = 0.01 implicaem 5 = 10. Como os polos do-
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minantes estdo afastados do eixo imaginario, as caracteristicas de fase e magnitude
impostas sobre C/(s) serdo naturalmente satisfeitas.

Exemplo. Considere o sistema de controle em malha fechada da Figura 13.2.

+
N s(s+1)(s+2)

Figura 13.2: Sistema de controle em malha fechada.

A funcdo de transferéncia de malha fechada é

Y (s) 1.06
R(s) s(s+1)(s+2)+1.06’

1.06
(s +0.3307 — j0.5864)(s + 0.3307 + j0.5864)(s + 2.3384) "

Os polos dominantes sdo s; 2 = —0.3307 & j0.5864, que fornecem £ = 0.491
e wy, = 0.673 rad/s. Logo,

ky, = lim sP(s) = 0.53,
S—
um valor muito baixo. Deseja-se k, = 5 sem alterar significativamente a posicao
dos pblos dominantes. Como k&, = Gk, obtém-se 8 = 10 aproximadamente. Um
possivel compensador atraso seria

s+ 0.05

Cls) = ke 5005

A contribuic&o deste compensador & de cerca de —4° no pontos s; o (verifique).
Os LR’s do sistema com as compensacdes proporcional e atraso encontram-se ilus-
tradas nas Figuras 13.3 e 13.4, respectivamente.
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Root Locus Design
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Figura 13.3: LR do sistema compensado com C(s) = k..

Root Locus Design

Imag Axes
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5 -4 -3 -2 -1 0 1
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Figura 13.4: LR do sistema com compensador atraso.

Observe que o compensador atraso (Figura 13.4) ndo altera significativamente
0 LR nas proximidades dos p6los dominantes. Para melhor visualizagdo do efeito
do compensador, apresenta-se abaixo um zoom da regido de interesse.
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Root Locus Design
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Figura 13.5: LR do sistema com compensador atraso - zoom.

Os polos indicados correspondem ao ganho unitéario £ = 1.06k. = 1. Obser-
va-se um ligeiro decréscimo em £ (£ ~ 0.478). Assumindo que se deseja manter
& ~ 0.5, os polos correspondentes (obtidos diretamente do LR) deverdo ser

51,2 = —0.312 + j0.551 (& =0.493, w, =0.633).
O ganho em s; 2 = —0.312+50.551 (obtido diretamente do LR) é k£ = 1.0235
e portanto k. = k/1.06 = 0.966. A funcdo de malha aberta do sistema &

s+ 0.05 1.06
s+ 0.005 s(s+1)(s+2)’

C(s)P(s) = 0.9656
1.0235(s + 0.05)
s(s40.005)(s +1)(s +2)’

5.12(20s + 1)
s(200s +1)(s +1)(0.5s + 1)

Consequentemente, k, = 5.12. Além de 51,2 = —0.312 £ j0.551 (dominan-
tes), os demais polos de malha fechada sao s3 = —2.326 e s, = —0.055. O LR do
sistema obtido através de compensacdo atraso com k. = 0.966 é apresentado na Fi-
gura 13.6. Na Figuras 13.7 e 13.8 sdo apresentadas, respectivamente, as respostas
ao degrau e a rampa dos sistemas nao-compensado e compensado. O fato do polo
s4 estar proximo ao zero de C(s) faz com que a resposta seja menos amortecida e
mais lenta do que a prevista.
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Root Locus Design
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Figura 13.6: Sistema compensado (atraso) com k. = 0.966.

Step Response
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Figura 13.7: Respostas do sistema ao degrau unitario.
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Linear Simulation Results
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Figura 13.8: Respostas do sistema a rampa unitéaria.

Compensacéao avancgo-atraso (lead-lag)

8. A compensagdo avango-atraso é utilizada quando se deseja satisfazer simultane-
amente especificacdes sobre as respostas transitoria e de regime. Contudo, ao invés
de se introduzir compensadores avango e atraso individuais, € mais econdmico ob-
ter um Gnico compensador. A funcdo de transferéncia do compensador atraso-
avanco é definida por

1
S+ S+
T T
C(s) = ke 11 12 ,
s+ Oé—Tl s+ @
avanco atraso

emqueT; > 0,7, >0,0 < a<1ef > 1. O projeto de compensadores
atraso-avango segue as linhas gerais dos projetos individuais para compensadores
avanco e atraso.

Outras configuracdes do LR
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9. Embora o LR de um sistema em malha fechada tenha sido discutido em termos
da variacdo de um pardmetro k referente a equagd@o caracteristica genérica 1 +
kG(s) = 0, k > 0, outras aplicacdes sdo possiveis. Em particular, o LR pode ser
utilizado para analisar como os p6los do sistema em malha fechada se comportam
quando um parametro positivo qualquer de G(s) (associado a C(s), P(s) ou F(s))
varia, como ilustrado através dos exemplos a seguir.

Exemplo 1. Deseja-se analisar o LR do sistema em malha fechada da Figura 13.9
em funcdo do parametro o > 0.

r + 5 Yy
s(s + )

Fig 15.9: Sistema de controle em malha fechada.

A equacdo caracterisitica do sistema & 1 + 5/(s* + as) = 0, ou reescrevendo
em termos de «,

S

S
O[52—%5

sS+as+5=0 = 1+
O LR das raizes do sistema de malha fechada em fungdo de 0 < o < oo & apre-
sentado na Figura 13.10. O sistema em malha fechada permanece estavel para
qualquer valor positivo de «.

Ims
a=20
JVh
o — 00 a — 00
-5 0 Res
—jv5
a=0

Figura 13.10: LR em funcdo de 0 < «a < oo.
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Exemplo 2. Deseja-se analisar o comportamento dos p6los de malha fechada de
um sistema cuja equagao caracteristica é

1+ C(s)P(s) = 1+ (kp 4 %) (;ﬁf& _o,

em funcdo de kp > 0 quando k; = 1. O compensador PI utilizado, C'(s) =
kp + kr/s, € uma forma especial de compensador atraso, com p6lo na origem e
zero em —ky/kp. A equacdo em funcdo de kp € (verifique)

0.25s

14k —
TP 015 1 0.25

O LR do sistema em malha fechada em fungdo de 0 < kp < oo & apresentado na
Figura 13.11. Se se desejar, por exemplo, pblos de malha fechada com amorteci-
mento critico, entdo

_32 +0.1s+0.25

k‘p = 0.25s ‘s:—O‘S = 3'67
e 0 compensador seria
1
Ims
70.4975
0 Res
—50.4975

Figura 13.11: LR em funcdo de 0 < kp < oo.



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 140

Aula 14

Compensacao via Resposta em Frequéncia

Constantes de erro
Margem de fase x &
Introducdo a compensagdo via RF

Constantes de erro

1. Considere um sistema de controle com realimenta¢do unitéaria cuja funcdo de
malha aberta &

(7o s+ 1) (128 + 1)+ (12,8 + 1)

P = ]f 9
(5) sN(1py s+ 1) (1pps + 1) -+ (1, s + 1)

em que N é o tipo do sistema e 0s 7.’s e 7,,’s sdo as constantes de tempo (e 0s
valores inversos, as frequiéncias de corte) dos zeros e p6los do sistema. Se N = 0,
o sistema ndo-compensado (C(s) = 1) apresentara erro de estado estacionario para
entrada degrau (es;s = 1/(1 + kp)). A constante de posi¢do do sistema, &, pode
ser calculada através de

kp = lim P(s) = lim P(jw) = k.
s—0 w—0
A constante de posicdo do sistema pode ser extraida do diagrama de magnitude

de P(jw) naregido de baixas frequiéncias (w — 0), como ilustra a Figura 14.1.

|P(jw)ldB

Sistema tipo 0
201log K,

i \ w (rad/s)

Figura 14.1: Constante de posi¢do do sistema.
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2. Se N = 1, entdo o sistema ndo-compensado apresenta erro de estado esta-
cionério para entrada rampa (ess = 1/k,). A constante de velocidade do sistema,
k., & calculada através de

ky, = lim sP(s) = lim jwP(jw).
s—0 w—0
Para w << 1 € possivel fazer a aproximagao
) . . Ky
ky = jwP(jw) ou P(jw)= —.
Jw
Em dB’s,

I

k
20log |P(jw)| = 20log ‘.—”
Jw

= 20log k, —20log w.

O lado direito da expressdo & uma assintota para as baixas freqliéncias de
|P(jw)|gg- A assintota cruza 0 dB na freqiiéncia w = k, rad/s, o que sugere a
forma de se extrair a constante de velocidade do sistema através do diagrama de
magnitude de P(jw).

3. Exemplo. O diagrama de magnitude do sistema em malha aberta

10
s(s+1)

P(s) =

é ilustrado na Figura 14.2. O sistema & do tipo 1 e portanto a constante de velo-
cidade é numericamente igual a freqiiéncia de cruzamento da assintota de baixa
freqliéncia (inclinagdo —20 db/dec) com 0 db. O valor obtido, &, = 10, € 0 mesmo
gue seria obtido analiticamente. De fato,

ky = lin(l) sP(s) = 10.

Margem de fase x &

Para um sistema de segunda ordem (malha aberta) na forma padréo
2

Pls) = s(s+ 28wy)’
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a magnitude torna-se unitéria (| P(jw)| = 1) na freqliéncia

w= wn\/\/l Agt - 2¢2,

Nesta freqtiéncia, a fase de P(w) é dada por

/P(jw) = —90° — /jw + 2éw, = —90° — ta o€

A margem de fase do sistema entdo seria
MF = 180° 4+ /P(jw1),

2¢ ’

= 90°
tan™* 2€ .
VVIFagl - 2¢?

L VIEE -2
1 .

142

Uma boa aproximagdo para a margem de fase na regido aonde 0 < ¢ < 0.6,

obtida através da linearizag¢do da expressdo acima, é

MF = ¢ x 100.

Assim, uma margem de fase MF = 50° corresponde a aproximadamente £ =

0.5. Um sistema com MF = 10° seria extremamente oscilatorio.

60

50

40

30

20

10r

ok ~]

~10-

—20k

-30 L 1
107 10 10° 10'

Figura 14.2: Constante de velocidade do sistema.
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Introducdo a compensacao via RF

4. Considere o sistema de controle com realimentagdo unitaria ilustrado na Figura
14.3.

+
<) C(s) P(s)

Figura 14.3: Compensacdo série - realimentacdo unitaria.

O objetivo é projetar C(s) de forma a satisfazer determinadas especificacdes
de desempenho, como margens de fase e de ganho, que o sistema ndo-compensado
(C(s) = 1) ndo satisfaz. Devido a associagdo série do compensador C'(s) com a
planta P(s), a magnitude de C'(jw)P(jw) em dB pode ser escrita como a soma
das magnitudes de C'(jw) e P(jw) em dB:

[Cjw)P(jw)las = |C(jw)las + [P(jw)las-

Pela mesmarazdo, a fase de C'(jw)P(jw) € asomadas fases de C'(jw) e P(jw)
(em graus):
LC(jw)P(jw) = LC(jw) + LP(jw).

Como |P(jw)|gs € ZP(jw) sdo quantidades conhecidas, deve-se projetar C/(s)
de tal forma que |C(jw)|as € ZC(jw) sejam tais que, por exemplo,

—20log |C(jwo)P(jwo)| = MGesgp,
180° 4+ ZC(jw1)P(jwi) = MFeg,
em que MGeg, € MFesy sd0 margens de ganho e fase especificadas. Um aspecto

importante é a determinag&o de freqiiéncias wy (cruzamento com —180°) e wy (cru-
zamento com 0 dB) apropriadas.

5. Exemplo. Os diagramas de Bode do sistema ndo-compensado associado a
funcdo de transferéncia de malha aberta

3

Pls) = s(s+1)(s+2)

é apresentado na Figura 14.4.
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Bode Diagrams

From: U(1)

50 . ——————r

ol wo = 1.41 rad/seg

Phase (deg); Magnitude (dB)
1
i
S

250 w1 = 0.97 rad/seg

-300 1 1
107 107" 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Figura 14.4: Diagramas de Bode - sistema ndo-compensado.

As margens de ganho e de fase do sistema ndo-compensado sdo pequenas e sua
resposta tende a ser muito oscilatéria (¢ ~ MF/100 = 0.2). Para obter margens
maiores é necessario atenuar a curva de magnitude de P(jw), fazendo esta cruzar
0 dB numa freqiiéncia menor. Uma alternativa simples é escolher C'(s) = k. < 1
(compensacdo proporcional). O sistema compensado apresentado na Figura 14.5 a
seguir foi obtido com k. = 0.33.

6. A solucdo utilizada resolve o problema das margens, mas diminui a constante de
velocidade (k,) do sistema. O motivo é que a assintota de baixa fregiiéncia do sis-
tema compensado também cruzara 0 dB numa freqiiéncia menor, pois a atenuagdo
produzida pelo compensador é igual para todas as frequéncias. Compensadores
mais elaborados, a serem discutidos a seguir, agem seletivamente em determina-
das freqiiéncias, de forma a atender simultdneamente especificacbes como limites
para erros de estado estacionario e margens de ganho e de fase.
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Phase (deg); Magnitude (dB)

Bode Diagrams

From: U(1)
50 . —_— . —

wo = 1.41 rad/seg

-100 L L | L L |

-50 . —_—— . ———t

MF = 53.4°
—250 |- wp = 0.45 rad/Seg

-300 1 1
107 100 10 10

Frequency (rad/sec)

Figura 14.5: Diagramas de Bode - compensac¢do proporcional.

145
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Aula 15

Compensacdo Avanco

Introducdo
Procedimento

Introducéao

1. A resposta em freqliéncia do compensador avanco é obtida a partir de

T 1
C(jw) = ke J W

— T>0,0<a<l
jaTw+1 “

Os diagramas de Bode de C'(jw) para k. = 1 e « = 0.1 sdo ilustrados na Figura
15.1.

[C(jw)las

~ w rad/s
—20dB ‘ |

0
Lo Pm

10 w rad/s
T

N

0.1
T

Figura 15.1: Resposta em freqiéncia do compensador avango.
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Na compensacéo avanco a frequiéncia de corte do zero (em z = —1/T') & sem-
pre menor do que a freqliéncia de corte do polo (em p = —1/aT), o0 que faz
com que o compensador adicione fase ao sistema quando colocado em série com a
planta. A fase do compensador avango, dada por

[C(jw) = tan" ' Tw — tan~' aTw,

atinge seu maximo na freqiiéncia w,,, na qual

d
— O (Jw)|w=w,, = 0.
= L€ omn

E possivel mostrar que

e que a fase maxima ¢,, obtida na freqliéncia w = w,, € a solucdo da equacgdo
trigonométrica
1—«

sen ¢, = ———.
Om 14+«
2. A func@o primaria da compensacdo avanco & remodelar as curvas de resposta em
freqliéncia, adicionando fase suficiente para compensar uma defasagem excessiva
do sistema original.

Procedimento

3. Por razdes préticas de projeto, a funcdo de transferéncia de malha aberta do
sistema compensado é reescrita na forma

Ts+1

C(s)P(s) = ke mP(s),
= Cl(S)Gl(s),
na qual -
s+1
Ci(s) = W*’ﬂ Gi(s) = kP(s),

e k = k.a. O procedimento completo para o projeto do compensador avango é
apresentado a seguir.
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1. Determine k para atender a especificacdo sobre o erro estatico do sistema
compensado. A especificacdo sobre erro estatico pode ser atendida desta
forma porque C1(0) = 1 e desta forma independe de C' (s);

2. Obtenha os diagramas de Bode de G (jw) e determine a margem de fase
correspondente. A partir da especificacdo de MF, calcule a quantidade de
fase ¢,, a ser adicionada no sistema. Determine « através de

1 —sen ¢,
o= —
1+seno,,

3. A magnitude de C(jw) na freqliéncia w = w,, & igual a (verifique)

C1(J) o=, =

JTwn+1 | 1
jaTwy, +1|

7

Determine entdo a freqiiéncia w, tal que

. 1

|G1(jwe)|ds = —201log ﬁ.

para que a nova freqliéncia de cruzamento com 0 dB seja w., também cha-
mada de freqiiéncia de crossover. Faca w,, = w. = 1/(T/a). A adi¢do
de ¢,,, ocorrerd em w,,. Determine as freqliéncias de corte do compensador:

1 ,
Zero; w = — o0lo: w=—;
T? p aT7

4. Determine k. = k/«. Verifique se a margem de ganho obtida é satisfatoria
(> 10 dB). Sendo, refaca o projeto modificando as freqtiéncias de corte do
compensador.

4. Exemplo. Considere o sistema de controle ilustrado na Figura 15.2 a seguir.

r +/\ 4 Y
~ s(s+2)

Figura 15.2: Sistema de controle ndo-compensado.
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As especificacdes para o sistema compensado sdo as seguintes:

k, = 20,
MF > 50,
MG > 10 dB.

O projeto de C(s) comega com a obtencdo de & através de
4 4k
Gi(s) =kP(s) = ks(s+2) RFTETI k = ke

A constante de velocidade do sistema compensado é

ky, = lin% sC(s)P(s),
= lim SCl (s)Gl(s),
5—0
= 2k.

Logo, k£ = 10. Os diagramas de Bode de G (jw) = 10P(jw) sdo apresentados
na Figura 15.3.

Bode Diagrams

From: U(1)

80

-80

-100

Phase (deg); Magnitude (dB)
U
8

To: Y(1)

w1 = 6.17 rad/s

-180 1 1
107 10" 10° 10"

Frequency (rad/sec)

Figura 15.3: Diagramas de Bode de G (s) (k, = 20).

O ambiente | ti vi ewdo MATLAB permite obter as margens de fase e de
ganho facilmente. No exemplo, MF = 18° e MG = +oco (margens infinitas ou
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instaveis sdo indicadas por circulos abertos). Em principio, a quantidade de fase a
ser adicionada na freqiiéncia wy = 6.17 rad/s seria de 50° — 18° = 32°.

A curva de magnitude de C (jw) & como ilustrada na Figura 15.1, mas come-
¢ando em 0 dB. A associagdo de C (jw) em série com G (jw) ndo altera a especificacéo
sobre a constante de erro porque |C1(jw)| vale 0 dB nas baixas freqtiéncias, mas
faz a curva de magnitude se deslocar para a direita, onde a fase de G (jw) sera
menor do que os —162° que forneceu MF = 18°.

Uma alternativa para compensar a diminuicdo de fase provocada indiretamente
por C1(jw) & somar uma quantidade extra - tipicamente 5° - ao valor previamente
obtido:

bm = 32° + 5° = 37°.

Determina-se entao «:

1 —sen37°

— 2B oy,
T T senso

A adic¢do de ¢,,, = 37° pelo compensador seré introduzida na frequéncia (des-
conhecida) w,,, = 1/(T'\/«). Nesta freqiiéncia, o compensador contribui em mag-
nitude com

1
20log |C(jw)| = 201log — = 6.2 dB.
Va

Em seguida determina-se a frequiéncia na qual |G (jw)|qs = —6.2 dB, que sera
a nova frequiéncia de crossover. No exemplo, w. ~ 9 rad/s (obtida com um zoom
dos diagramas de Bode na regido de interesse). Faz-se wy,, = w. = 1/(Tv/a) =9
rad/s e as frequiéncias de corte do compensador sdo entdo facilmente determinadas:

1
zero ;o= wmy/a = 4.41 rad/s,
1
o0lo : — = 18.4radls.
P oI

Finalmente, o ganho k. do compensador é calculado:

ke = k =41.7.
o

O compensador avango assume a forma

s+441 0.227s+ 1
s+184  0.054s+ 1"

C(s) =41.7

A Figura 15.4 apresenta as curvas de magnitude e de fase da funcdo G (s) que
serviu de base para o projeto, do compensador C'(s) obtido através do procedi-
mento de projeto e da funcdo de malha C'(s)P(s) (= C1(s)G1(s)). A margem de
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fase final € de MF = 50.5°. A frequéncia de crossover w. = w; ficou ligeiramente
abaixo de 9 rad/s prevista, provavelmente porque C4(s) ndo retirou a totalidade
dos 5° adicionados a fase inicialmente calculada.

A margem de ganho inicial era infinita - o sistema nao-compensado é estavel
para qualquer valor de ganho, como a analise do lugar das raizes do sistema facil-
mente comprova - e continuou infinita apds a introdugao do compensador avanco,
como seria de se esperar.

Bode Diagrams

From: U(1)
100 T

50 - C b
o
= of 1
S G CP
E
£
=)
g 50 L L L
=
g 50 T T
3 - T
8 0 C 4
o

To: Y(1)

T MF = 50.5°
-sor = 8.89 rad/s

-200 I | |
107 107 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Figura 15.4: Diagramas de Bode do sistema compensado.
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Aula 16

Compensacdo Atraso

Compensador atraso
Resposta em fregiiéncia em malha fechada
Atraso de transporte

Compensador atraso

1. O objetivo priméario do compensador atraso

JTw+1

C(jw) = kB jﬁTT—H’

T>0,08>1,

é introduzir atenuacdo nas altas freqiiéncias e assim garantir uma margem de fase
adequada para o sistema. A Figura 16.1 ilustra os diagramas de Bode do compen-

sador atraso quando k. = 1 e 8 = 10.

|C(jw)|o
20 dB—\
0.01 0.1 1
T T T
LC(jw) |

Figura 16.1: Resposta em frequiéncia do compensador atraso.

v rad/s

—90° |
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Na compensacdo atraso a frequéncia de corte do zero (em z = —1/T) é
maior do que a freqiiéncia de corte do p6lo (em z = —1/3T). Por esta razdo a
freqiiéncia de corte do zero (mais a direita) deve ser substancialmente menor do
que a frequiéncia de cruzamento com 0 dB, para que o compensador ndo retire fase
do sistema.

2. Como na compensagdo avango, o ganho de malha do sistema é reescrito na
forma

Ts+1
C(s)P(s) = kfB mp(s),
= Ci(s)G1(s),
em que
T 1
Cy(s) = ﬂTssi—:l’ G1(s) = kP(s),

e k = k.3. Como na compensagdo avango, 0 ganho & é determinado de forma a
atender a especificacdo sobre o erro estatico do sistema. Especificacdes sobre mar-
gens de fase e ganho sdo atendidas escolhendo-se adequadamente as freqiiéncias
de corte de Ci(s). O procedimento para projeto de compensadores atraso sera
discutido através de um exemplo.

3. Exemplo. Considere o sistema ndo-compensado ilustrado na Figura 16.2 a
seguir.

+ y
() 1
/ s(s +1)(0.5s + 1)

Figura 16.2: Sistema de controle ndo-compensado.

As especificacdes para o sistema de controle em malha fechada s&o as seguin-
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tes:
k, = 5,
MF > 40°,
MG > 10dB.
Inicialmente obtém-se
Gi(s) = kP(s) = i k= k..

s(s+1)(0.5s+1)’
O valor de & é obtido da especificag@o sobre a constante de velocidade:
k, = lgl%) sC(s)P(s),
= iEI%) sC1(s)G1(s),
= k.

Logo, k = 5. Os diagramas de Bode de G (jw) = 5P(jw) sdo apresentados
na Figura 16.3.

Bode Diagrams

From: U(1)

100

Phase (deg); Magnitude (dB)

Frequency (rad/sec)

Figura 16.3: Diagramas de Bode de G (jw).

A margem de fase é cerca de —10°, indicando que o sistema é instavel em
malha fechada. A freqliéncia correspondente a MF = 40° (/G1(jw) = —140°)
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é aproximadamente 0.61 rad/s. A idéia é usar o compensador atraso para atenuar
G1(jw), fazendo com que a freqliéncia de crossover fique no entorno de 0.61
rad/s.

A freqiiéncia de corte do zero (1/7") deve ser suficientemente baixa para que
a contribuicdo negativa de fase de C (jw) seja pequena no entorno de 0.61 rad/s.
Escolhendo 1/7T" = 0.061 rad/s - em geral, uma década abaixo da frequiéncia inici-
almente determinada - C; (jw) contribuird negativamente com 5° a 12° para a fase
do sistema compensado. Ao especificar que a fase na freqliéncia de crossover seja
de 40° + 12°, a reducdo de fase provocada por C1 (jw) é contabilizada. Portanto, a
quantidade de fase necessaria ao projeto é de 52°.

A frequéncia na qual /G1(jw) = —128° & 0.42 rad/s, a nova freqiiéncia de
crossover (entorno de 0.61 rad/s). Na frequéncia w = 0.42 rad/s,

IG1(jw)| = 18.4dB,

que é quanto G; (jw) deveré ser atenuada por C (jw) em w = 0.42 rad/s para que
de fato w. = 0.42 rad/s seja a freqliéncia de crossover. O diagrama de magnitude
de C1(jw) & como ilustrado na Figura 16.1, mas comecando em 0 dB. O diagrama
de fase é idéntico. Como a frequiéncia de corte do zero (mais a direita) & cerca de
uma década menor do que w,, a atenuacdo produzida por C (jw) em w,. € igual a
—201log 3 (verifique). Logo,

—20log = —184

ou 5 = 8.32. Assim, 1/(8T') = 0.0073 rad/s. Finalmente, como k = k.3, obtém-
se k. = k/ = 0.6 e o compensador atraso assume a forma final

1
S+ —
Cls) = & T _q 510061
CHL s+0.0073"
BT

A Figura 16.4 apresenta os diagramas de Bode da fungcdo G1(s) que serviu
de base para o projeto, do compensador atraso C/(s) projetado e do ganho de
malha C'(s)P(s) (= Ci(s)Gi(s)). A margem de fase final & de MF = 42.1°.
A freqliéncia de crossover w; = wy = 0.52 rad/s ficou ligeiramente acima da
freqliéncia 0.42 rad/s prevista. A margem de ganho MG = 13.2 dB obtida atende
a espeficicacdo formulada.
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Bode Diagrams

From: U(1)
100

50 -

=T wo = 1.36 rad/s

! ! !

MG = 13.2 dB C

Phase (deg); Magnitude (dB)
L
8

To: Y(1)
i
@
S
T

200 MF = 42.1°
20 g = 0.52 rad/s

-300 I I !
-4

10 10° 10° 10"

Frequency (rad/sec)

10° 10"

Figura 16.4: Diagramas de Bode do sistema compensado.

Resposta em frequéncia em malha fechada

4. Considere o sistema de controle ilustrado na Figura 16.5.

% C(s)

P(s)

Figura 16.5: Sistema de controle com realimentac¢do unitaria.

A funcdo de transferéncia de malha fechada é dada por

Y(s) _ _C(s)P(s)

T(s) =

R(s) 1+C(s)P(s)’

156

Assumindo que o sistema é estavel em malha fechada, & possivel caracterizar

T(jw) a partir de C'(jw)P(jw) da seguinte forma:



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 157

1. T(jw) ~ 1sew << w,, pois em geral a magnitude |C'(jw)P(jw)| & grande
nas baixas freqliéncias;

2. T(jw) ~ C(jw)P(jw) se w >> w,, pois a magnitude |C'(jw)P(jw)| &
pequena nas altas frequiéncias;

O comportamento de 7'(jw) proximo a freqiiéncia de crossover w. & menos
previsivel mas pode ser estimado como base na margem de fase do sistema com-
pensado. A razao é que o diagrama de magnitude de um sistema de segunda ordem
apresenta uma ressonancia proxima a freqiiéncia natural para fatores de amorteci-
mento suficientemente grandes. A mesma relacdo aproximada vale para sistemas
de ordem superior com um par de pblos complexos conjulgados dominantes. Neste
caso, como MF ~ 100 x & para 0 < ¢ < 0.6, na vizinhanga de w. a magnitude de
T'(jw) dependera fundamentalmente da margem de fase do sistema compensado.

5. Exemplo. Os diagramas de Bode da func¢do de transferéncia de malha aberta

s+ 0.061 1
s +0.0073 s(s + 1)(0.5s + 1)

C(s)P(s) =0.6

obtido no exemplo anterior e da fungdo de trasnferéncia de malha fechada 7'(s) sao
aprsentados na Figura 16.6.

Bode Diagrams

From: U(1)
60 - b

20 T -

20} 4

—a0 | 4

60 |- 4

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)

-300 17 1
Frequency (rad/sec)

Figura 16.6: Diagramas de Bode de C'(s)P(s) e T'(s).
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Observe a validade da anéalise anterior quando w << w. € w >> w.. Como
conseqliéncia do projeto, tem-se que

|C(jwe) P(jwe)| = 1,

e como margem de fase do sistema compensado & MF = 42.1°, conclui-se que
/C(jwe)P(jw.) = —137.9°. Portanto, a magnitude de T'(jw,) é

. B ‘C(]wc)P(]Wc)’
T (Gwe)| = 1+ Cjwe) P(jwe)|”

em que C'(jw.)P(jwe) = 1/ — 137.9° = —0.7420 — 50.6704. Logo

1
~]0.2580 — 50.6704|

T (jw,)| 1.39.

Observe que a magnitude |7'(jw.)| cresce com a diminuicdo da margem de
fase. A freqliéncia de crossover € uma boa indica¢do da largura de banda do sis-
tema, wew, que por sua vez determina que tipos de sinais de referéncia o sistema
em malha fechada sera capaz de rastrear adequadamente.

Atraso de transporte

6. Sistemas térmicos, hidraulicos e pneumaticos normalmente exibem atrasos de
transporte. O conceito sera discutido através do sistema ilustrado na Figura 16.7.

Resisténcia Sensor

(Relé

Figura 16.7: Sistema térmico com atraso de transporte.

7. Um determinado fluido se desloca com velocidade constante v ao longo de
uma tubulag¢do e deve ser aquecido por uma resisténcia controlada a relé. Um
controlador abre ou fecha o relé de acordo com a temperatura medida pelo sensor,
localizado num ponto distante do ponto de atuagdo.
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8. Supde-se que o relé é fechado no tempo ¢ = 0 e que a variagdo de temperatura
do fluido sera de A °C. Assume-se também que ndo ha perdas térmicas no trajeto
do fluido até o ponto de medida. A variacdo de temperatura na saida do sistema
seria como na Figura 16.8, em que 71 = dy /v se g = dp/v S.

0 T+ t

Figura 16.8: Resposta ao degrau do sistema (amplitude A °C).

9. O sensor comecga a registrar um aumento de temperatura no tempo ¢t = 71 S. A
temperatura cresce, acompanhando o tempo de permanéncia das se¢Bes do fluido
na regido da resisténcia, até atingir o valor maximo A °C no tempo ¢ = 71 + 79 S.
A saida do sistema pode ser representada matematicamente na forma (verifique):

A A
ATo(t) = —(t — 7'1) — —(t - (7’1 +7’0)).
T0 70
No dominio s,
A |e s — e—(’l'l-‘rTo)S
ATo(s) = o 52 ]

A funcdo de transferéncia do sistema sera

- ATy(s) 7o

T(s)

AT 1 [ - <>]
S

com ATi(s) = A/s.

Um termo do tipo e~ 7* & chamado de atraso de transporte na literatura de con-
trole. Se ndo levado em conta, pode facilmente instabilizar o sistema de controle
em malha fechada, uma vez que o valor medido pelo sensor ndo corresponde ao
valor da saida da planta.
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10. O atraso de transporte e~ "% & uma fungéo transcendental, isto &, a funcdo
e~ "% ndo pode ser escrita em termos de polindmios em s. Por esta razdo, as técnicas
de analise e projeto desenvolvidas para sistemas modelados por fungBes de trans-
feréncia racionais devem ser convenientemente estendidas para que se possa tratar
sistemas com atrasos de transporte.

11. A analise de estabilidade de sistemas com atraso de transporte &€ mais facil-
mente realizada no dominio da frequiéncia. A resposta em freqiiéncia de ¢
pode ser representada como

e—j'rw

=1/—wr, 0<w< o0

7

A magnitude de =77 & unitaria qualquer que seja w, enquanto que a fase
decresce linearmente com w, como ilustra a Figura 16.9. O diagrama de fase
apresenta-se curvado para baixo uma vez que a freqiiéncia é representada em décadas.
Quanto maior o valor do atraso 7, mais negativa torna-se a fase para um mesmo
valor de freqiiéncia.

‘efjnu ‘dB

0.1 1 10 w

(fora de escala)

Figura 16.9: Resposta em freqiiéncia de /™.

12. Assuma que a resposta em freqiiéncia de um sistema modelado pela fungédo de
transferéncia racional G(s) & conhecida. Assuma também que G(s) representa um
sistema estavel (MF > 0, MG > 0). Em seguida incorpore um atraso de transporte
de 7 segundos a G(s), obtendo G(s)e~"5. O diagrama de magnitude de G(s)e™"*
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é igual ao diagrama de magnitude de G(s) mas a fase de G(s)e™7* & menor do
que a fase de G(s) em qualquer freqiiéncia w. Consequente a margem de fase do
sistema diminui com a introducdo do atraso, tornando o sistema mais oscilatério
ou mesmo instavel dependendo do valor de .

13. Exemplo. Considere o sistema modelado pela fungdo de transferéncia

8—75
G(s) = ——.
() s(s+1)
O sistema sem atraso seria estavel em malha fechada (realimentacdo unitéria). A
estabilidade do sistema com atraso dependera do valor de 7. A Figura 16.10 apre-
senta os diagramas de Bode do sistema para 7 = 0.5 s. A margem de fase do
sistema cai de 51.8° (sistema sem atraso) para 29.3° (com atraso).

Magnitude (dB)

10 10 10"

Fase (graus)

Figura 16.10: Resposta em freqiiéncia de e /7™ /jw(jw + 1).

14. A funcdo ndo-racional e~"* pode ser aproximada em torno de s = 0 por
fungBes racionais. Como sistemas de controle sdo quase sempre sistemas passa-
baixas, aproximagdes em torno de s = 0 s&o suficientes. A aproximacdo racional
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mais comum & conhecida como aproximacao de Padé:

s (15)?  (1s)®

122 )
g 2§ T ag
1+TS+(TS)2+(TS)3+
2 8 48

A ordem da aproximacao (truncagem dos polinémios do numerador e denomi-
nador) necessaria para representar o atraso varia em fung¢do do valor do atraso 7.
Se por exemplo apenas os dois primeiros termos do numerador e do denominador
forem utilizados, obtém-se

TS

1 22
e TS — 2 72_7—3'
1_,_2 24715

2

15. A aproximagao de Padé sempre introduz um mesmo nimero de zeros e p6los.
E possivel mostrar que os zeros e os polos da aproximagdo estdo localizados nos
semiplanos direito e esquerdo, respectivamente, simetricamente em relagdo ao eixo
imaginario.

16. O uso da aproximacdo de Padé torna aplicaveis todas as técnicas de analise
e projeto discutidas anteriormente. Entretanto as conclusdes obtidas devem ser
relativizadas em funcdo da ordem da aproximacgdo utilizada, principalmente nas
questdes ligadas a estabilidade.
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Aula 17

Representacao por Variaveis de Estado

Variaveis de estado

Equacdes de estado e de saida
Espaco e trajetoria de estados
Representacdo matricial

Variaveis de estado

1. Através da representacao de sistemas dindmicos (lineares e invariantes no tempo)
por funcdes de transferéncia, analisamos e projetamos controladores a partir da
manipulacdo das variaveis de entrada e de saida das funcgdes envolvidas. Dize-
mos neste caso que a representacdo € do tipo entrada-saida. A representacdo por
variaveis de estado é do tipo interna, pois além das variaveis de entrada e de saida,
variaveis internas do sistema dindmico também sdo representadas. O conceito fun-
damental a ser discutido é o de estado.

Estado. O estado de um sistema dindmico pode ser definido como um conjunto

de n variaveis denotadas por x(t), z2(t), ..., x,(t), chamadas de variaveis de

estado do sistema, cujo conhecimento num dado instante ¢ = ¢, aliado ao conhe-

cimento da entrada do sistema para todo ¢ > ¢, permite determinar x1(t), z2(t),
., Tn(t) paratodo t > t.

2. Variaveis de estado ndo sdo necessariamente grandezas fisicas, embora a pratica
recomende, quando for possivel, a escolha de variaveis que possuam interpretacdo
ou significado fisico. A razao & que mais tarde essas variaveis estardo envolvidas
em estratégias de controle por realimentacdo.

3. Exemplo. Considere o sistema massa-mola-atrito ilustrado na Figura 17.1. O
sistema é representado pela equagdo diferencial de segunda ordem

mi(t) + by(t) + ky(t) = u(t).

Defina 21 (t) = y(t) (posi¢do da massa) e x2(t) = y(t) (velocidade da massa).
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Derivando x; (t) e z2(t) em relacéo a ¢, obtemos

.Z'Ul(t) = xg(t),
k b 1
Ta(t) = _Exl(t) - Emz(i) + Eu(t)
.
k
u i
m b
1]

Figura 17.1: Sistema massa-mola-atrito.

Suponha que a posicao e a velocidade da massa é conhecida no instante ¢ = ¢,
isto &, conhece-se x1(tp) € x2(tp). Supondo também conhecida a entrada w(t)
(forca aplicada a massa) para todo ¢ > ¢y & possivel integrar as duas equacdes
diferenciais de primeira ordem e determinar a posicao e a velocidada da massa para
todo ¢ > t5. Um método simples de integracdo utiliza a chamada aproximagao de
Euler para a derivada:

l’l(t() + A) — l‘l(to)

A = l’Q(t),
mlo+ &) —mli) _ kb Ly,

em que A > 0 & um intervalo de integracdo. O conhecimento de x1(¢y), z2(to) €
u(to) permite determinar =1 (¢1) e zo(t1) parat; = to + A, informacdo que aliada
ao conhecimento de u(¢1) permite, por sua vez, determinar x;(t2) € xz2(t2) para
to = t1 + A, e assim sucessivamente para todo ¢t = to + kA, k = 0,1,2,....
Desta forma z1(t) e x2(t) se qualificam como variaveis de estado do sistema.
Observamos que o comportamento de x(t) e x2(t) anterior a t = ¢y ndo é ne-
cessario para a determinagdo do comportamento futuro do sistema, representado
por z1(t), z2(t), t > 0.

Equacdes de estado e de saida

4. As equacdes diferenciais de primeira ordem que resultam da representacdo
de um dado sistema dindmico através de variaveis de estado sdo chamadas de
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equacOes de estado. A variavel de saida do sistema representa uma quantidade
que pode ser medida através de um sensor. Diferentemente das equagGes de es-
tado, diferenciais, a equagao de saida é uma equacdo algébrica. No Exemplo, se
a variavel de saida for a posi¢cdo da massa, a equacao de saida sera

y(t) = z1(t),
Se a variavel de saida for a aceleracdo da massa, a equacdo sera

k b 1
t) = ——x1(f) — —x2(¢ —u(t
y(t) = ——21(t) — —aa(t) + —u(t),
e havera também uma transmissdo direta da entrada «(t) para a variavel de saida.
No primeiro caso, a transmissdo da entrada para a saida € indireta.

5. A obtencdo de uma representacdo interna para o sistema, isto &, a defini¢do
de um conjunto de variaveis de estado e a descricdo de como essas variaveis se
relacionam as variaveis de entrada e de saida, ndo implica necessariamente no co-
nhecimento dos valores que as variaveis de estado assumem em cada instante de
tempo. Podemos apenas definir a variavel de entrada e medir a variavel de saida.
No Exemplo, se y(t) = x1(t), conhecemos a posi¢do da massa, mas ndo sua velo-
cidade. Se y(t) = #2(t), conhecemos a aceleracdo da massa, ndo sua posi¢do ou
velocidade.

6. Sistemas dindmicos lineares e invariantes no tempo podem ser descritos através
de equacdes diferenciais lineares a coeficientes constantes. Suponha, por simplici-
dade, que a descricdo diferencial do sistema de interesse ndo envolve derivadas da
entrada. Neste caso, o sistema pode ser genericamente representado na forma

y™ () + a1y V@) + -+ ar9(t) + aoy(t) = u(?),

na qual y(™(t) denota a n-ésima derivada de y(¢). A solugdo da equaco é uni-
camente determinada pelo conhecimento de n condi¢des de contorno, por exem-
plo, y(to), 4(to).. ...y P (to) (condicdes iniciais), e da entrada w(t) para todo
t > to. Qualquer equacdo diferencial de ordem n pode ser representada como
um sistema de n equacdes de primeira ordem. De fato, definindo z,(t) = y(¢),
z2(t) = G(t),..., zn(t) =y 1(t), obtemos

i1(t) = xa(t),
io(t) = ws(t),
In_1(t) = (1),

In(t) = —apzr1(t) —arxa(t) — -+ — an—12n(t) + u(t).
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Espaco e trajetoria de estados

7. O espago de estados € o espaco real n-dimensional, no qual os eixos coor-
denados representam possiveis valores para as variaveis de estado x;(t), z2(t),
..., Tp(t). O estado do sistema num instante de tempo ¢ qualquer & visto como
um ponto no espaco de estados. No caso de um sistema representado por duas
variaveis de estado, o espaco de estados & o plano z; x wo, ilustrado na Figura
17.2.

L2

/’/
/ 0 1

z(to)

Figura 17.2: Espaco (plano) de estados.

A Figura 17.2 também ilustra a trajetéria de um sistema hipotético entre os
estados x(to) e z(ts), passando pelo estado intermediario x(t1). O tempo fica
implicito na descricdo da trajetoria e ndo guarda nenhum tipo de proporcionalidade
em relacdo ao trajeto executado. Entretanto, o trajetoria possui um sentido bem
definido, indo de x(to) a x(ty).

Representacao matricial
8. Uma maneira conveniente de representarmos pontos (vetores) no espago n-
dimensional é através de um vetor-coluna:
z1(t)
2(t)
z(t)=| .

ralt)

Os sub-indices caracterizam as variaveis de estado (componentes) do vetor z(¢). A



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 167

derivada de z(t) em relacdo ao tempo &, por definicéo,

o1 (t)
Falt
a’:(t):%x(t): 2_()
i (t)

A representacdo das variaveis de estado como um vetor conduz a uma notagdo
matricial genérica para sistemas lineares invariantes no tempo, do tipo

©(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Calt) + Dult),

naqual A, B, C e D sao matrizes constantes de dimensdesn xn,n x 1,1 xne
1 x 1, respectivamente. Quase sempre, por simplicidade de notacdo, omitimos as
dependéncias temporais de x(t), u(t) e y(t) e escrevemos simplesmente

& = Ax+ Bu,
y = Cx+ Du.

As matrizes constantes A, B, C e D presentes na descricdo matricial recebem
as denominacdes especiais de matriz de estados, matriz de entrada, matriz de saida
e matriz de transmissao direta da entrada para a saida, respectivamente. No caso
de sistemas SISO (uma entrada, uma saida), as matrizes B e C sdo na verdade
vetores, coluna e linha, respectivamente, e D & um escalar.

9. Exemplo 1. Considere a representacdo por variaveis de estado associada ao
sistema massa-mola-atrito discutido no exemplo anterior. As equacdes de estado e
de saida sao

i‘l = T2,
. k b 1
To = ——x1— —IT2+ —Uu,
m m m
Yy = I1.

Definindo o vetor de estados (n = 2) como

I

Z2
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obtemos a seguinte representacdo matricial para as equacdes de estado e de saida:

0 1 0
T = 1 b x + 1 U
m m m

y=[1 0]z+[0]u.

As matrizes A, B, C e D referentes as definicdes adotadas para o sistema
massa-mola-atrito sdo as seguintes:

0o 1 0
B= 1|

m m m

C=[1 0], D=]0].

Se as variaveis de estado e de saida forem definidas como 1 = 3, 70 = y €
y = &, respectivamente, as matrizes A, B, C' e D serédo

bk 1

A= m m B = m
1 0 0

1

(2 2] o
m m m

Os coeficientes das matrizes A, B, C e D (constantes, porque o sistema é
invariante no tempo) dependem fundamentalmente das defini¢cGes adotadas para as
variaveis de estado e de saida. Diferentes definicdes levam a diferentes matrizes

A B, CeD.

10. Exemplo 2. As variaveis de estado naturais no modelo do péndulo invertido
representado na Figura 17.3sdo x1 = 6, xo = 6, 3 = z € x4 = . O modelo
diferencial linearizado do p&ndulo em torno da posi¢ao de equilibrio instavel (6 =

0,z=0)8é , ,
d d-0
(M+m)—x+ml

pTe v
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WL d’x
2
ml 72 + ml 72 = myglh.

O __O)

Figura 17.3: Péndulo invertido.

Com as defini¢gdes adotadas, obtemos

[tl = T2,
To = ax — Pu,
i"3 = T4,
Ty = —yr1+pu,
y = i,
em que
(M +m)g 1 mg 1
“ i PTar YT P=M

Definindo o vetor de estados (n = 4) como

a representacdo matricial das equacdes de estado e de saida do péndulo invertido
assume a forma
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010 0 0
.| a0o00 -8
=1 000 1| o™

—y 0 0 O P

y=[1 00 0]a.

Se a saida for definida como sendo a aceleracdo angular, @, = 6, entdo a
equacdo de saida assumira a forma

y=-azr;i—fu=[—-a 0 0 0]z+[-Fu

As matrizes A, B, C, e D relativas a esta Ultima representacao para o péndulo
invertido serdo dadas por

0100 0

_ a 0 0 0 | -8
A= 000 1/ B= 01’

-y 0 0 O P
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Aula 18

Solucéo das Equacdes Dinamicas

EquacBes dindmicas
Solucgéo ndo-forgcada (u = 0)
Solucgdo forcada

Equacdes dinamicas

1. Considere as equacdes dindmicas — equacado de estados e equacdo de saida — na
forma matricial

z(t) = Ax(t)+ Bu(t), z(0)= =z, (27)
y(t) = Cxz(t)+ Du(t), (28)
nas quais supomos conhecido z(0) = ¢, 0 estado inicial do sistema no tempo
to = 0. Desejamos determinar x () e y(t) em funcdo do estado inicial z(0) = xzg e

de uma dada entrada u(t), ¢ > 0. A Figura 18.1 ilustra o inter-relacionamento das
variaveis z(t), u(t) e y(t) e sua dependéncia em relacéo as matrizes A, B, C'e D.

D
+
() + — 4 T Y
PO -0
AN
+
A

Figura 18.1: Representacdo das equacdes dindmicas.

Na Figura 18.1 adotamos a convencado de representar sinais escalares (associa-
dos a u e y) por uma linha simples, e sinais vetoriais (associados a definicdo de x)
por linhas duplas.
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Solucao nao-forcada (u = 0)

2. Numa primeira etapa, consideraremos a resposta ndo-forgcada do sistema dindmico,
isto &, a caracterizacdo do estado x(t¢) e da saida y(t¢) quando a entrada u(t) é re-
movida, isto &, u(t) = 0, ¢ > 0. O sistema responde somente & condicdo inicial
x(0) = xo e a equagdo de interesse &

#(t) = Az(t), x(0) = xo. (29)
3. A equacdo diferencial homogénea (29) é do tipo que pode ser resolvida por Série

de Poténcias. A idéia é supor que o estado no instante ¢ (um vetor n-dimensional)
pode ser expresso como uma soma de poténcias de ¢, na forma

a(t) =" ot + 0?0 (30)

naqual v°,v!,v?, ..., sdo vetores n-dimensionais a serem determinados. Impondo
que (30) seja uma solugdo da equagdo (29), obtemos uma identidade em termos da
variavel ¢:
O+ + 203+ 3% + - F kMt ) =
A+ ot 0P 3 Rt ) (3D)

Igualando os termos de mesma poténcia de ¢, observamos que

ot = A, (32)

1 1
2 _ 1_ 2.0

vt = EAU = aA v, (33)
1 1 1

v = CA? = A3? = = A3, (34)
3 3 x 2! 3!

o = lA’“‘vo (35)

k! )

De acordo com (30), o vetor v° que define v!,v2,... & dado por v° = x(0).
Substituindo (32)—(35) em (30), o estado do sistema num tempo genérico ¢ passa a
Ser expresso como

z(t) = (I+ At + %AW + %A%z‘ ot %A’“t’“ : ) z(0).

Em analogia com a representagdo exponencial para e, \ escalar, dada por
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1 1 1
A ToN24+ T 343 =\ kik
e _1+>\t+2!)\t 3!)\15 + +k!)\t 4+
definimos a matriz exponencial de A como
A= T A+ s Lk
B 2! 3! k! ’
oo
Akth
- = (A =1). (36)
k=0

A soma infinita (36) converge absolutamente para todos os valores finitos de
t. A solugdo da equagdo homogénea (29) assume entdo a forma final

z(t) = eMxy, t>0.

A saida do sistema fica completamente caracterizada pela solu¢do da equacdo
homogénea:
y(t) = Cetlag, t>0.

4. A matriz exponencial de A exibe um série de propriedades Uteis. A derivada de
e* em relagdo a ¢ pode ser obtida derivando (36) termo-a-termo, o que fornece

d At 2 1 342 1 ki k—1
- = A+ A“t+ —A°t A%t
i AT AT T LA
1
= AT+ At+ =A%+ .. ARkt
< A AT T T LA
= Ae?
S VN L V. S Sy U PUES W B
91 k—1)! ’
= 1A,
Observamos entéo que
d At At At
—et = Ae”™ = ™M A. (37)

dt

e que portanto a matriz e comuta com A. A matriz exponencial de A também
apresenta a seguinte propriedade:

A(t47) _ At AT

e = quaisquer que sejam ¢ e 7.
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Set = —r, entdo

pAtp—At _ —At At _ JA(t—t) _ I,

e, por definicdo, e~4* & a matriz inversa de e'*. A matriz exponencial de A é
nao-singular (det(e4?) # 0) para todo ¢.

Solucéo forcada

5. A solucdo de (27)-(28) para quaisquer z¢ e u(t), ¢ > 0, dados, é obtida a partir
da pré-multiplicacdo de ambos os lados de

z(t) — Az(t) = Bu(t)
por e~ 4%, resultando
e Ai(t) — Ax(t)] = e Bu(t). (38)
O lado esquerdo da (38) pode ser reescrito da seguinte forma:
e Ai(t) — Az(t)] = (=A)e M) + e Ai(t),

% [e_Atx(t)] . (39)

Para chegar a (39), utilizamos a propriedade da derivada de e“* e a regra para
derivada do produto de funcdes de ¢. Integrando ambos os lados de

d

T [e*At:c(t)] = e A Bu(t)

entre 0 e ¢, verificamos que
t
e~y (t) — 2(0) = / =47 Bu(7)dr
0

Pré-multiplicando ambos os lados da Gltima igualdade por e“*, a matriz inversa
de e~ obtemos

t
z(t) = eAt:L’0+eAt/ e~ Bu(r)dr,
0

t
= €At1’0+/ eMe AT Bu(7)dr. (40)
0
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Como a integracdo é na variavel , a matriz e* pode passar a fazer parte do
integrando em (40). Dado que eAte=47 = ¢A(t=7) chegamos finalmente a solugéo
geral da equacdo de estado:

t
x(t) = ey + / AT Bu(r)dr, t>0. (41)
0

O primeiro termo no lado direito de (41) é a resposta do estado a condicdo
inicial supondo w(t) = 0, t > 0, enquanto que 0 segundo termo representa a
resposta do estado para uma entrada qualquer u(t), ¢ > 0 e zo = 0. A resposta
total &, pelo Principio da Superposi¢ao, a soma das duas respostas parciais. A saida
do sistema é obtida diretamente de (41):

t
y(t) = Cetlag + / Ce ™) Bu(r)dr + Du(t), t> 0. (42)
0

6. Os estados e a saida do sistema ficam completamente caracterizados a partir
da determinacdo da matriz e'. Entretanto, a caracterizacdo de e“* através da
soma infinita (36) & inconveniente do ponto de vista de calculo. No sentido de
caracterizar e de forma fechada, e lembrando que £[t¥] = k!/s**!, tomamos
entdo a transformada de Laplace de e**:

1 1

I A Ak
= g+8—2+--'+—8k+1+..., (43)
= (sI— AL (44)

A igualdade entre (43) e (44) é verdadeira, pois a multiplicacdo de (43) por
(sI — A) adireita e & esquerda resulta na matriz identidade. Assim sendo, a matriz
exponencial de A pode ser definida através de anti-transformada de Laplace:

eM = L7 (s — A)7Y.

7. Exemplo. As equagdes dindmicas de um sistema massa-mola-atrito caracteri-
zado pelos parametros fisicos m = 1.0 kg, b = 3.0 N/m/se k = 2.0 N/m sdo dadas
por
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Yy = [ 1 0 ] x.
A matriz exponencial de A seré obtida através de anti-transformada de Laplace:
eM = L7 (s — A)7Y.

Inicialmente calculamos

s+ 3 1
- -1
B s -1 9 s
_2 513 §% + 38 +
B s+3 1

(s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

—2 ]
L (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)

A anti-transformada de (sI — A)~! & igual a anti-transformada de cada ele-
mento de (sI — A)~!. Através de expansdo em fragGes parciais e com o auxilio de
uma tabela de transformadas de Laplace, chegamos a

2e7t — 2 et —e
M= L7 (sT — A7 =
—2et 42 et 4207
A resposta do sistema a condicdo inicial z1(0) = 1 (m) e 22(0) = 0 (m/s) seria
x1(t) 2e7t — 72
o(t) = ety = = , t>0.
xa(t) —2e7t 4272

A resposta do sistema a uma condicdo inicial e a uma entrada qualquer,
t
z(t) = etay —|—/ AT Bu(r)dr, t >0,
0

requer uma integracdo na variavel 7. Assumindo que a entrada &€ um degrau
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unitario, isto é, u(t) = 1, ¢t > 0, obtemos o seguinte integrando:

[ 2eT—t _ o2(7—t) eTt e?(T—t) 0
AT Bu(r) = [1]
gty 920D ety a2 | | 1
r eT—t . eQ(T—t)
i _eTt +2€2(77t)

t
() = eMwo+ / A7) Bu(r)dr,
0

[ 2¢~t — =2t ] . eT—t _ 2(7—t)
= + / dr,
—2e7t 4272 0 —eT 7t 4 2e2(71)
[ 9e—t _ =2t T 1 et 4 l€72t
_ I 2 2 7
2¢7t 4 22t ot _ o2

A resposta forgada do sistema a entrada degrau unitario para a condi¢do inicial
$1(0> =1le 1‘2(0) =06

—e b4 e

A saida do sistema, isto &, a quantidade que seria efetivamente observada
através de um sensor de posicdo, é, por sua vez,

le(t)

yt) = Ca(t)=[1 0] )
Jfg(t)
= %—i—e_t——e_%, t > 0.

Em regime, isto é, quando t — oo, a posi¢ao da massa tende a 0.5 m. A
resposta ao degrau do sistema € ilustrada na Figura 18.2.

Em regime, isto &, quando ¢ — oo, a posicdo da massa tende a 0.5 m. A
resposta ao degrau do sistema é ilustrada na Figura 18.2.
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Resposta ao degrau

Posicao (m)

I I I I I
0 1 2 3 4 5 6
Tempo (seg)

Figura 18.2: Resposta ao degrau do sistema massa-mola-atrito.

O grafico da Figura 18.2 foi obtido através do MATLAB, comando st ep,
0 qual supde condicdes iniciais nulas. Para obter respostas forcadas que levem
em conta condig¢des iniciais ndo-nulas, devemos utilizar a comando | si m para
simulagdo de sistemas dinamicos lineares sujeitos a condices iniciais e entradas
quaisquer.
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Aula 19

Forma Canodnica de Jordan

Autovalores e autovetores
Multiplicidades algébrica e geométrica
Forma candnica de Jordan

Autovalores e autovetores

1. Tanto a analise quanto a sintese de sistemas de controle representados através de
variaveis de estado estdo fundamentalmente calcadas na estrutura de autovalores-
autovetores da matriz de estados A. Dizemos que um escalar A € C & um au-
tovalor de uma matriz A de ordem n se existe um vetor ndo-nulo x € C" tal
que

Ax = Az (45)

Dizemos neste caso que = &€ um autovetor associado ao autovalor A. (O au-
tovetor 2 nao deve ser confundido com o vetor de estados do sistema.) Se x é
um autovetor associado ao autovalor \, entdo o efeito de se pré-multiplicar x pela
matriz A corresponde a escalonar = por meio de A. O tamanho e o sentido de =
podem ser modificados, mas ndo a sua direcdo, como ilustra a Figura 19.1.

Az =Mz

Figura 19.1: Autovalor-autovetor: interpretacéo.
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A equacdo (45) pode ser reescrita na forma
(M —A)x =0, (46)

e para que = seja uma solucdo ndo-nula de (45), devemos impor que a matriz (A —
A) de ordem n seja singular, isto &, que det (Al — A) = 0. Caso contrario, a Unica
solucé@o de (46) seria z = 0. O determinante de (A — A) define o polindmio
caracteristico de A,

p(A) = det (A — A),

e p(A) = 0 é a equacdo caracteristica resultante.

2. Exemplo. Considere a matriz genérica de ordem n = 2

aip a2
A pu—
[a21 @22

O polindmio caracteristico de A, isto é, o determinante de

A—ayn  —ap
()\I — A) =
| —a21 A —a
e
p(/\) = det (/\I — A) = )\2 — ((111 + (122))\ + (CLHCLQQ — CL12(121),
= A\ + a1 A + ag.

Os autovalores de A sdo as raizes de A\? + oy A + o9 = 0, que denotaremos
por A1 e Ao. Um autovetor 2! associado a \; & obtido ao resolvermos o sistema de
equacdes

Al — a1 —ai2 .%'% 0
(MI—A)z = =
—an )\1 — a929 .7}% 0
no qual =} e zJ representam a primeira e a segunda componente do autovetor z!,

respectivamente. Um autovetor 22 associado ao autovalor \, & obtido de forma
similar. Concretamente, considere

0 -1
A=
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Os autovalores de A sdo as raizes da equagdo caracteristica

p(N) =X +1=0,

ouseja, \1 = j ey = —j (j = v/—1). Autovetores z' e 22 associados a \; € Ao
sdo obtidos resolvendo-se

g 1 i 0
(MI—A)= =
-1 3 xd 0
( —j 1 z? 0
Aol —A) = =
-1 —j 3 0

As solucdes gerais para 0s sistemas acima sdo

—Jja jo
Observamos que existe uma infinidade de autovetores associados a A1 € Ao, um
para cada valor de « # 0 (z = 0 ndo & um autovetor) selecionado.

3. Podemos mostrar através de um processo de indugdo matematica que uma matriz
A de ordem n possui um polindmio caracteristico de grau n na forma geral

p(A) = N +a, N a) + ag,
A=ADA=A2) - (A= An),
em que oy, a1, .. ., a,_1 dependem dos coeficientes de A. Uma matriz A de or-
dem n terd portanto n autovalores, i, \a,...,\,, € n autovetores associados, =,
x2,..., z", solugbes ndo-nulas de

(NI — Az’ =0, i=1,2,...,n.

Multiplicidades algébrica e geométrica

4. Multiplicidade algébrica. Dada uma matriz A de ordem n, definimos a mul-
tiplicidade algébrica de um autovalor \; de A como o nimero de vézes que \;
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aparece como raiz da equacéo caracteristica p(A\) = 0. Supondo que r» < n au-
tovalores de A sdo distintos e que suas multiplicidades algébricas sdo iguais a
m;, i =1,2,...,r, podemos reescrever p(\) como
PA) = (A= A1) (A= A)™2 - (A = Ap)™,

de tal forma que my + mo + - - - + m, = n.

5. Multiplicidade geométrica. Dada uma matriz A de ordem n, definimos a
multiplicidade geométrica de um autovalor \; de A como o nimero maximo de
autovetores linearmente independentes que podemos associar a A;. Denotamos
as multiplicidades geométricas dos r (r < n) autovalores distintos de A por p;, i =
1,2,...,r. Existe pelo menos um autovetor linearmente independente associado

a cada autovalor. A multiplicidade geométrica j; de um autovalor \; é limitada
superiormente pela sua respectiva multiplicidade algébrica, m;. Logo,

1<u; <mg, 1=1,2,...,r.

6. Exemplo 1. A equagdo caracteristica da matriz de ordem n = 2

5 1
=15 5]
é (\—5)% = 0. Amultiplicidade algébrica do autovalor A\; = 5 &m; = 2. A multi-

plicidade geométrica de \; sera igual ao maior nimero de autovetores linearmente
independentes que pudermos associar a A1 resolvendo o sistema

== o o2 ][0 ]

A (nica solug@o ndo-nula possivel é

eportanto 1 = py < my = 2.

7. Exemplo 2. A equacdo caracteristica da matriz de ordem n = 3

1 -1
A=10
0

o = O
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é X3 —4)%2 + 5\ — 2 = 0. As raizes da equagdo e suas respectivas multiplicidades
algébricassdao A\y = 2, my =1e Xy =1, mo = 2 (m1 + mo = 3). Um autovetor
x! associado a \; é obtido resolvendo-se

1017 0
MI—Az=|010|]|az|=]0
00 0]] 0

A solucdo geral para o sistema relativo ao autovalor \; é

—Q
zl = 0], a#0.
[0
Logo, a multiplicidade geométrica de A\; & 1 = 1, como esperado (1 < pp <
m1 = 1) . A multiplicidade geométrica de \, & determinada através de

00 17[ax 0
MI—Az=]00 0|z |=1]0
00 —1 ]| a3 0

« 0
2?=|01|, 22=|a |, a#0
0 0

Portanto, a multiplicidade geométricade Ay € 2 = o = mo = 2.

Forma candnica de Jordan

8. Uma manipulagdo extremamente @til para a analise de sistemas de controle
descritos através de variaveis de estado é a representacdo da matriz de estados A
numa forma especial conhecida como forma canonica de Jordan. O resultado de
interesse estabelece que para cada matriz A de ordem n, existe uma matriz 7' de
ordem n ndo-singular (isto &, det(7") # 0) tal que
Jo 0 -~ 0
0 Jy --- 0
T7'AT = Ay = o :
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A matriz A ; & aforma canénica de Jordan de A. A matriz A ; é bloco-diagonal
e 0 nimero total de blocos de A; é igual a u = pq + po + - - - + p, @ SOMa das
multiplicidades geométricas dos autovalores de A. Cada bloco J; &€ um bloco de
Jordan de ordem n;. A soma das ordens dos blocos de Jordan & igual a ordem de
A (e portanto, de A), isto é, n; + na + - -- + n, = n. A forma genérica de um
bloco de Jordan é

A1 oo0 0

0 1 0
Ji =

00 0 1

0 0 0 .

A matriz Ay é triangular superior, pois abaixo da diagonal principal de cada
J; (e portanto de A ;) todos os elementos sdo nulos. O nimero de vézes que um au-
tovalor de A aparece na diagonal principal de A ; é igual a multiplicidade algébrica
do autovalor. Um mesmo autovalor pode aparecer em mais de um bloco de Jor-
dan: o nimero de blocos de Jordan nos quais um autovalor aparece € igual a sua
multiplicidade geomeétrica.

9. Exemplo 3. Considere a matriz A de ordem 3 utilizada no Exemplo 2. Os dados
relevantes para a analise da forma de Jordan de A sdo: \y = 2, m1 = pu; = 1
ey =1, mo =2, up = 2. O nlmero de blocos de Jordan é igual a soma das
multiplicidades geométricas: p = u1 + p2 = 3. O autovalor \; = 2 aparece
apenas uma vez na diagonal de A (pois mq = 1), num (nico bloco de Jordan
(pois 1 = 1). Logo, ny = 1. O autovalor A, = 1 aparece duas vézes na diagonal
de A ; (pois mo = 2), em dois blocos de Jordan (pois 12 = 2). Consequentemente,
ny = n3 = 1, e a forma de Jordan de A &

2.0 0
Aj=10 1 0
00 1

10. Exemplo 4. Considere uma matriz hipotética A de ordem 9 com os seguintes
dados relevantes para a analise da sua forma candnica de Jordan: » = 4 (quatro
autovalores distintos), m1 =3eu; =1, my=3epus =2, m3=2¢epuz =1,¢e
my = 1 € ug = 1. O nimero total de blocos de Jordan de A é u = 5, e levando-se
em conta as diferéncas entre as multiplicidades algébricas e geométricas, a forma
de Jordan de A seria
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A 1 0 0 0 0 0 0 07
0O »x 1 0 0 0 O 0 O
0 0 A»x 0 0O 0O O 0 O
0 0 0 X O O O 0 O
Ayj=]1 0 0 0 0 X 1 0 0 O
0 0 0 0 0 X O O O
0 0 0 0 0 0 A3 1 O
0 0 0 0 0 0 0 X O
L 0 0 0 0 0 0 0 0 A

11. Dadas as regras que regem a construcdo da forma candnica de Jordan, se uma

dada matriz A de ordem n possuir autovalores distintos A1, Aa, ..., A (r < n) tais
que p; = m;, i = 1,2,...,r, entdo a forma de Jordan de A sera diagonal:
AM 0 -0
P
0 0 o A

Neste caso, como T~'AT = A implica que AT = TAy, e representando a
matriz T" através das suas colunas como

M 0 - 0
0 X 0

{ xl 22 " : : )
0 O An

ou, expressando os lados direito e esquerda da identidade em termos de colunas,
Az’ = N2, i = 1,2,...,n. Consequentemente, 7' pode ser obtida na forma
de qualquer matriz formada por autovetores linearmente independentes associados
aos autovalores de A. No caso mais geral em que A; ndo é diagonal, podemos
ainda obter as colunas de T' na forma de autovetores generalizados, resolvendo
recursivamente a identidade AT = T'A ;.
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Aula 20

Estabilidade AssintoOtica

Pontos de equilibrio

Estabilidade assintotica

Estabilidade interna x estabilidade entrada-saida
Transformagdes de similaridade

Pontos de equilibrio

1. A representacdo de sistemas dindmicos através de variaveis de estado exige uma
definicdo de estabilidade que leve em conta a representacdo interna do sistema.
Considere o sistema ndo-for¢ado

& = Az(t), (47)

cuja resposta a condigdo inicial x(0) &, como sabemos, z(t) = e*x(0), t > 0. A
nocdo fundamental para o estudo da estabilidade interna do sistema é a de ponto
de equilibrio. Dizemos que z¢ & um ponto de equilibrio do sistema @ = Az (t)
se, Uma vez que a trajetoria de estado x(¢), ¢t > 0 atinja ¢, o estado do sistema
permanece em z¢ indefinidamente.

2. Podemos traduzir matematicamente a defini¢cdo acima da seguinte forma: se x¢
é um ponto de equilibrio do sistema & = Ax(t), entdo existe um tempo t = ¢,
no qual z(t.) = z¢ tal que =(t) = «* paratodo ¢t > t.. Assim sendo, &(t.) =
Azx(te) = Ax® = 0, e pontos de equilibrio do sistema serdo pontos tais que

Az = 0.

3. Pontos de equilibrio séo solucdes constantes de (47), no sentido de que z(t) =
x¢, t > 0,sex(0) = z° A origem do espaco de estados & sempre um ponto de
equilibrio do sistema. A origem é o (nico ponto de equilibrio do sistema se A for
uma matriz ndo-singular. O sistema possui infinitos pontos de equilibrio se A for
singular, pois neste caso Ax® = 0 admite infinitas solugdes ndo-nulas.

4. Exemplo. Considere a equacgdo diferencial de segunda ordem que representa
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um duplo integrador: & = u(t). Definindo z; = = e x2 = &, a representacéo de
estados correspondente seria

. 0 1 0
x—Aa:—i—Bu—[o O}x—i—[l]u.

Observe que A é singular. Os pontos de equilibrio do sistema, isto &, as

solucdes de
e |01 x| |0
w=[0o][3]-[0]

sdo do tipo

em que « € qualquer valor real. No plano de estados x1 x 22, 0s pontos de equilibrio
S840 quaisquer pontos sobre 0 eixo .

Estabilidade assintotica

5. Dizemos que um ponto de equilibrio do sistema dinAmico representado por
& = Ax(t) é assintoticamente estavel se

lim ||z(t) — z¢|| =0, (48)
t—o00

qualquer que seja a condicdo inicial x(0). Em (48), a quantidade ||z(t) — z¢|| &
uma medida da distancia entre um ponto qualquer da trajetoria do sistema iniciada
em z(0) e o ponto de equilibrio 2¢. Uma defini¢cdo tradicional de distancia entre
dois pontos no espago R™ é

n

l(t) =l = | D (@ilt) — )% (49)
i=1
6. Observamos que |z(t) — z¢|| = 0 se e somente se z(t) = z° Diferentes

condigdes iniciais produzem diferentes trajetérias. De acordo com a defini¢do, um
ponto de equilibrio x¢ é assintoticamente estavel se qualquer trajetoria x(¢), ¢ > 0,
tende a se aproximar arbitrariamente de z¢ quando ¢t — oo. O sistema & = Ax(t)
possui no maximo um ponto de equilibrio assintoticamente estavel, e este ponto é a
origem do espaco de estados. De fato, assuma que, além da origem, o sistema pos-
sui outro ponto de equilibrio z¢ # 0. Escolhendo x(0) = x€, o0 sistema permanece
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em z¢ indefinidamente, jamais se aproximando da origem. Reciprocamente, se a
trajetoria for iniciada na origem, o sistema jamais de aproxima de z¢. Concluimos
entdo que a origem & o Gnico ponto de equilibrio assintético possivel.

7. A analise da estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema dinamico
linear depende apenas da analise da estrutura de autovalores-autovetores da matriz
de estados A. Para verificarmos esta propriedade, representamos A através da sua
forma de Jordan, A = T'A;T~", e em seguida expressamos a matriz exponencial
de A emtermos de A ;:

— AR SN TART 1k

T k! ’
=1 =1

oAt —

Na primeira igualdade usamos a identidade
AR = (TA;T Y TA; 7Y (TA; T = TARTE,

k vézes

na segunda, o fato de que 7' & uma matriz constante, e na terceira a defini¢do basica
de exponencial de matriz. A vantagem de se representar e através de e*/* decorre
da estrutura pré-determinada desta Gltima exponencial, fun¢do apenas de A ;. Um
exemplo do formato da matriz exponencial e/t &

e)qt te/\lt the)\lt 0 0

0
0 eMt teM? 0 0 0
At— | 0 0 Mt 0 0 0 1,
0 0 0 ettt ettt
0 0 0 0 e 0
L 0 0 0 0 0 etst |
dado que Ay é a matriz de ordem 6
(A1 1 0 0 0 0]
0 M 1 0 0 O
A = 0 0 M 0 0 O
0 00 X 1 0
0 0 0 0 X O
0 0 0 0 0 A
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8. Um elemento genérico de /¢ & da forma t*e*, na qual A = o + jw, sendo o
e w as partes real e imaginaria do autovalor )\, respectivamente. Se o < 0, entdo
theM = theotei“t tende a zero quando t — oo, independentemente do valor de
k. A seguinte condi¢cdo para a estabilidade assint6tica do sistema pode entdo ser
formulada.

Critério de Estabilidade Assintotica. A origem do sistema dindamico
& = Ax(t) é assintoticamente estavel se e somente se as partes reais
de todos os autovalores de A sdo estritamente negativas.

De fato, se as partes reais dos n autovalores de A sdo negativas, todos os ele-
mentos da matriz e/ tendem a zero quando t — oo e et tende & matriz nula.
Logo,

lim [|z(t) — 0| = lim ||Te*'T~1z(0) — 0],
t—o0 t—o0

= |T-0-T~z(0)],

pu— 07

para qualquer condi¢do inicial z(0). Portanto, a origem do sistema é assintotica-
mente estavel.

9. Se pelo menos um autovalor de A possui parte real positiva, a matriz e/t
contém pelo menos um elemento da forma t*e** cujo valor cresce indefinidamente
quando t — oo. Neste caso, qualquer ponto de equilibrio sera instavel, pois sem-
pre poderemos escolher uma condicdo inicial z(0) de tal forma que

l(t) — 2| = | Te™* T~ a(0) — 2°|| — oo,

guando ¢ — oo, qualquer que seja o ponto de equilibrio considerado.

10. Se nenhum autovalor possuir parte real positiva, mas um ou mais autovalo-
res possuirem partes reais nulas, devemos proceder a uma analise mais detalhada.
Se as multiplicidades algébricas e geométricas dos autovalores com partes reais
nulas sdo iguais, a matriz e/t & diagonal. Os elementos da diagonal associados
aos autovalores com partes reais nulas sio genericamente da forma e’“*, fazendo
com que e*7t (e portanto 7~ 'eA7*T) tenda a uma matriz constante (se as partes
imaginarias também forem nulas) ou peribdica (se uma ou mais partes imaginarias
forem diferentes de zero) quando ¢t — oo. Assim, para cada condicdo inicial, a
trajetoria de estados z(t) = Te/*T~12(0), t > 0, tende a um ponto ou a uma
curva periodica no espaco de estados, qualquer que seja a condi¢do inicial z(0).
Neste caso, dizemos que o sistema & marginalmente estavel.
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11. Se a multiplicidade geométrica de pelo menos um autovalor com parte real nula
for menor do que a sua multiplicidade algébrica, a matriz e/ contera elementos da
forma te/“*, os quais (para qualquer w) assumirdo valores arbitrariamente grandes
guando ¢t — oo. Neste (ltimo caso, o sistema sera instavel, pois uma escolha
apropriada da condicdo inicial fara a trajetoria de estado se afastar indefinidamente
de qualquer ponto de equilibrio.

12. Exemplo. Assuma que a matriz A de um sistema hipotético é descrita como

a1 0

A equagdo caracteristica de A & det (A\] — A) = A\? — ajoas; = 0. A estabili-
dade dos pontos de equilibrio do sistema depende da natureza do produto ai2as;.

a) ajgao; > 0. Os autovalores de A sdo \y = (/ai2a21 € A2 = —\/ajza21. O
sistema & instavel pois um dos autovalores & positivo;

b) aj2a21 < 0. Os autovalores de A s80 A\ = j\/|ai2a21| € Ao = —j+\/|a12a21].
Os autovalores sdo distintos e possuem partes reais nulas. Como as mul-
tiplicidades algébrica e geométrica dos autovalores sao iguais, o0 sistema é
marginalmente estavel,

C) ai1 = a1 = 0. A matriz A possui um autovalor A = 0 com multiplicidade
algébrica igual a 2 e multiplicidade geométrica também igual a 2. O sistema
& marginalmente estavel,

d) a;1 #0, as; = 0(0u a1 = 0, as; # 0). A matriz A possui um autovalor
A = 0 com multiplicidade algébrica igual a 2. Para obter a multiplicidade
geomeétrica do autovalor, resolvemos

(M —A)z= (0 —A)z = =
—an1 0 xI9 0

Existe apenas um autovetor associado a A = 0:
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Como a multiplicidade geométrica do autovalor é igual a 1, o sistema & instavel.

Estabilidade interna x estabilidade entrada-saida

13. E natural indagar sobre a relacdo entre 0s conceitos e critérios de estabilidade
assintotica e entrada-saida para um mesmo sistema dindmico. Lembremos que um
sistema dindmico linear e invariante no tempo é estavel do ponto de vista entrada-
saida se a saida do sistema € limitada sempre que a entrada aplicada ao sistema é
limitada. Seja

a funcdo de transferéncia do sistema de interesse. Os zeros (finitos) e polos de G(s)
sd0 as raizes de N(s) = 0 e de D(s) = 0, respectivamente, desde que N(s) = 0
e D(s) = 0 ndo possuam qualquer fator comum. Um sistema dindmico modelado
através de G/(s) é estavel do ponto de vista entrada-saida se as partes reais de todos
os pblos forem estritamente negativas, instavel se pelo menos uma das partes reais
for positiva e marginalmente estavel se todas as partes reais forem menores ou
iguais a zero.

14. Uma forma de comparar 0s critérios de estabilidade assintética e entrada-saida
é obter a funcdo de transferéncia G(s) do sistema de interesse partindo da sua
representacdo por variaveis de estado:
z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cz(t) + Du(t).
Tomando a transformada de Laplace das equag¢des dindmicas do sistema su-
pondo condi¢des iniciais nulas, isto &, z(0) = 0, obtemos
sX(s) = AX(s)+ BU(s), (50)
Y(s) = CX(s)+ DU(s). (51)

A primeira equacdo fornece a transformada de Laplace do vetor de estados
X (s) = (sI — A)~1BU(s), a qual substituida na segunda equag3o leva a

Y (s) = [C(sI — A)"*B + DU (s).
Podemos entdo definir entdo a funcéo racional

Gh(s) = 58 — C(sT— A)'B+D.
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Como a matriz inversa de (sI — A) pode ser escrita na forma

L adj(sI — A)
(sT - A)" = det (s — A)’

na qual adj(sI — A) denota a matriz adjunta de (sI — A), obtemos

_ Cadj(s] — A)B +det (sI — A)D

Gils) det (sI — A)

em que
Ni(s) = Cadj(sI — A)B +det(sI — A)D e Dj(s) =det(sI — A)

representam os polinémios numerador e denominador de G4 (s). Observamos que
as raizes de D (s) = 0 s&o os autovalores da matriz A. Se Ni(s) =0e Dy(s) =0
ndo possuirem raizes comuns, entdo G(s) = G1(s) caracteriza a fungdo de tran-
feréncia do sistema. Caso contrario, cancelamos quaisquer raizes comuns para
obter a representacdo da func@o de transferéncia G(s) do sistema em termos de
zeros e polos.

15. Estabilidade assintotica implica em estabilidade entrada-saida. De fato,
0s polos de G(s) sdo um sub-conjunto dos autovalores da matriz A (apos eventual
cancelamento). Se todos os autovalores de A possuirem partes reais estritamente
negativas, 0 mesmo acontecera com os polos de G(s) e o sistema sera também
estavel do ponto de vista entrada-saida.

16. Estabilidade entrada-saida ndo implica em estabilidade assint6tica. Como
0s polos de G(s) sdo em geral um sub-conjunto dos autovalores da matriz A, pode
ocorrer de todos os p6los de G(s) possuirem partes reais estritamente negativas,
mas algum autovalor de A possuir parte real nula ou positiva, precisamente um au-
tovalor que foi cancelado no processo de obtencdo de G(s). Neste caso, 0 sistema
ndo seria assintoticamente estavel.

17. Como a estabilidade assint6tica implica em estabilidade entrada-saida, o pri-
meiro conceito &€ mais forte (restritivo) do que o segundo. Quando analisamos a
estabilidade de um sistema do ponto de vista entrada-saida, estamos preocupados
apenas em garantir que entradas limitadas produzam saidas limitadas. As variaveis
internas do sistema podem eventualmente assumir valores arbitrariamente grandes,
desde que o efeito liquido das variacBes produzidas internamente ndo aparegam na
saida do sistema.
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Transformacodes de similaridade

18. Enfatizamos anteriormente que um mesmo sistema dindmico linear e invari-
ante no tempo pode ser representado através de variaveis de estado de diferentes
maneiras (diferentes A, B, C e D). Por outro lado, a funcdo de transferéncia do sis-
tema é Gnica. Podemos demonstrar esta importante caracteristica através da idéia
de transformacéao de similaridade.

19. Duas matrizes de ordem n s@o similares se possuem exatamente 0s mesmos
autovalores. Em particular, as matrizes A e T—' AT, em que 7" & qualquer matriz
ndo singular, sdo similares. De fato,

det (s — T 'AT) = det(sT7'T — T71AT),
= det [T7Y(sI — A)TY,
= det (T 1) det (sI — A)det (T),
= det (sl — A),

pois det (T~1) = 1/det (T). Como A e T—1AT possuem o mesmo polindmio
caracteristico, seus autovalores sdo iguais, e as matrizes, similares.

20. Diferentes representacdes por variaveis de estado de um mesmo sistema estao
relacionadas através de transformag@es de similaridade. Se

z(t) = Ax(t)+ Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t)

é uma dada representacdo do sistema e definimos =(t) = T'z(t), T' ndo-singular,
obtemos

Tz(t) = ATZ(t)+ Bu(t),
y(t) = CTz(t) + Du(t),

ou como T é ndo-singular,
z(t) = Az(t)+ Bu(t),
y(t) = Cz(t)+ Du(t),

emque A = T'AT, B =T 'B,C = CT e D = D. Sejam G(s) e G(s)
as fungBes de transferéncia do sistema quando representado pelos estados z e Z,
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respectivamente. Por defini¢do

G(s) = C(sI-A)'B+D,

CT(sI —T'AT)"'T"'B + D,
CTIT ' (sI — A)T]'T'B + D,
CTT (sl — A)'TT'B + D,
C(sI —A)™'B+ D,

= G(s),

e as fungdes de transferéncia sdo iguais, como esperado.

21. Como diferentes representagdes por variaveis de estado estdo relacionadas
através de transformacdes de similaridade, a estrutura de autovalores-autovetores
do sistema é preservada sempre que se passa de uma representacdo para outra. Al-
gumas transformag@es de similaridade sdo especialmente (teis porque evidenciam
propriedades importantes do sistema, tanto do ponto de vista de analise quanto de
projeto. Entre estas, encontram-se transformacdes que levam a formas candnicas,
como as formas candnicas controlaveis e observaveis.
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Aula 21

Realimentacao de estados

Controlabilidade
Realimentacéo de estados
Forma candnica controlavel
Férmula de Ackermann

Controlabilidade

1. A equacdo de estados de um sistema dindmico linear invariante no tempo repre-
sentado através de n variaveis de estado é

& = Az + Bu, z(0) = xo.

As matrizes A (nxn) e B (nx1), assim como a condi¢do inicial zo (nx 1), sdo
quantidades conhecidas. A solucao geral da equacdo de estados &, como sabemos,

t
z(t) = ey +/ AT Bu(r)dr, t>0.
0

2. Nesta secdo analisamos a controlabilidade de sistemas modelados por variaveis
de estado, isto &, a existéncia de entradas de controle capazes de transferir um
sistema de um estado inicial qualquer para um estado final qualquer. Buscamos
caracterizar sob que condigBes existe um tempo finito ¢y e uma entrada u(t), 0 <
t <ty tais que

ty
ot = ey +/ A7) Bu(7)dr,
0
para quaisquer estados inicial ¢ e final 2* = x () especificados.

Definicdo. O sistema & = Ax+ Bu & (completamente) controlavel se
para xzq (estado inicial) e z* (estado final) quaisquer, existe um tempo
finito ¢ e uma entrada w(t), 0 <t < ¢ tais que x(t;) = z*.

Controlabilidade completa implica na existéncia de uma trajetoria ligando dois
pontos (estado inicial e estado final) quaisquer do espago de estados, como ilus-
traa Figura 21.1. Observamos que controlabilidade & uma propriedade relacionada
apenas as matrizes A e B.
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x2

//\/‘w

Lo

Figura 21.1: Plano de estados.

3. Normalmente utilizamos o seguinte critério algébrico para verificar se um dado
sistema é ou ndo controlavel.

Teorema. O sistema & = Az + Bu € controlavel se e somente se o
rank da matriz de controlabilidade

C=|B ' AB ' ... ' Ar-1lp

é igual a n.

No caso de sistemas SISO, a matriz de controlabilidade C & uma matriz qua-
drada de ordem n e a condi¢do rank (C) = n é equivalente a det (C) # 0.

4. Exemplo. Considere o circuito elétrico representado na Figura 23.2. As variaveis
de estado naturais do sistema sdo x; = corrente no indutor e x» = tensdo no capa-

citor.
u— I

T + B +

L@ 077_562
u@ 1

R%i R<— y

Figura 21.2: Circuito RLC.
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Definimos como variavel de saida a tensao no resistor em série com o capacitor.
O sistema & modelado pelas seguintes equacdes de estado e de saida derivadas das
leis de Kirchhoff:

—Liy — R+ (u—x1)R+2z9 = 0,
Cio+r1 = u,
Rlu—x1) = y
Na forma matricial,
2R 1 R
i T L|[=n] |T
= + u,
1 1
i) = 0 X9 =
C
x1
Y= [ -R 0 ] + Ru.
Z2

A matriz de controlabilidade, de ordem 2, &

R 2R? N 1
. L L2 LC
C= [ B ! AB ] =
1 R

C LC

O circuito da Figura 21.2 sera completamente controlavel, significando que
qualquer corrente no indutor e tensdo no capacitor podem ser atingidas em tempo
finito através da fonte de corrente (entrada) u, se e somente se

R?  2R? 1 R? 1

“I2c TI20 T I0? T I Ic?

for diferente de zero. Impondo det (C) = 0, verificamos que o circuito n&o é
controlavel apenas quando RC' = L/R. E interessante observar que RC e L/R
sdo as constantes de tempo dos ramos L — R e R — C do circuito. Assim, quando
as constantes de tempo sdo iguais, a corrente no indutor e a tensdo no capacitor ndo
podem assumir valores independentemente especificados. Para analisar este ponto
com mais detalhes, considere a transformada de Laplace de x(¢) obtida da equagdo
de estado & = Az + Bu com condi¢des iniciais nulas:

det (C) =

X(s) = (sI — A)"'BU(s).
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Realizando as operacdes indicadas com as matrizes A e B relativas ao circuito,
e fazendo a substituicdo C' = L/R? para impor ndo-controlabilidade, obtemos

1
(L/R)s +1
X(s) = U(s)
R
(L/R)s +1
Portanto,
Xl(s) _ 1 R o XQ(S) _ R,

TRs 10 2l =gme 7l ¢ %

A anti-transformada de
XQ(S) = RX1 (S)

é x2(t) = Rx1(t), indicando que o lugar geométrico dos estados atingiveis pela
acdo da entrada u € areta o = R x1 no plano de estados x; x xs, conforme ilustra
a Figura 21.3.

Z2

Figura 21.3: Estados atingiveis do circuito RLC.

A ndo-controlabilidade do circuito se reflete no fato de que apenas os estados
sobre a reta de inclinacdo R podem ser atingidos pela acdo da entrada. A corrente
no indutor e a tensdo no capacitor ndo podem ser especificadas de forma indepen-
dente, embora individualmente tanto a corrente quanto a tensdo possam assumir
valores quaisquer.

Realimentacao de estados
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5. Realimentagdo de estados é a principal estratégia para o controle de sistemas
modelados através de variaveis de estado. Numa primeira etapa, pressupde-se que
todos os estados do sistema estdo acessiveis para realimentacdo. Deseja-se obter
um comportamento regulador para o sistema, no sentido de que o seu estado tenda,
de forma pré-determinada, ao estado de equilibrio x* = 0, a partir de qualquer
estado inicial z(0) # 0. A entrada de controle no instante ¢ assume a forma

u(t) = —klxl(t) — ]{}2.%2(75) — e — k‘nl‘n(t),

onde k1, ko, . . ., k,, 540 ganhos de realimentacdo constantes, a serem determina-
dos, e (t) & o valor da entrada de referéncia no instante ¢. Definindo a matriz de
ganhos de realimentacdo K (1 x n) como

K=[k ke - ko],
a entrada de controle pode ser reescrita na forma matricial como
u(t) = —Kux(t).
Quando a entrada u(t) = —Kx(t) é susbtituida na equacéo de estado
x(t) = Az(t) + Bu(t),
obtemos a equacgdo de estado em malha fechada
z(t) = (A — BK)x(t).

A aplicacdo da transformada de Laplace a ambos os lados da equag@o anterior
com condicdo inicial z:(0) permite caracterizar o estado do sistema na forma

_adi(sl - A+ BE)
T det(sI — A+ BK)

O estado, assim como a saida do sistema, & fundamentalmente influenciado
pelas raizes da equacdo caracteristica de malha fechada det (s/ — A+ BK) = 0,
isto &, pelos autovalores de A—BK. Os autovalores de A— B K serdo quase sempre
os pblos do sistema em malha fechada.

X(s) = (s — A+ BK) z(0)

6. Alocagdo de polos. O principio da técnica de controle por alocacdo de po6los
é casar o polindmio caracteristico de malha fechada det(s/ — A + BK) com
um certo polindmio p.(s); as raizes de p.(s) = 0 representam os polos de malha
fechada responsaveis pelo comportamento desejado para os estados (saida) do sis-
tema. Resolvemos entdo a seguinte equacao algébrica em termos de K, dados A,
Bepe(s):

det(sI — A+ BK) = p.(s).
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Se o sistema for controlavel, qualquer conjunto de p6los de malha fechada
espcificado pode ser alocado.

Teorema. Assuma que o sistema z = Az + Bu & controlavel. Entdo
existe uma matriz K (1 x n) tal que

det(sI — A+ BK) = p.(s).

para qualquer polindmio p.(s) de grau n especificado.

7. A determinagdo de K pode ser feita igualando-se os coeficientes do polinémio
det(sI — A+ BK), os quais serdo funcdes de k1, ko, . . ., k,,, cOm 0s coeficientes
de mesmo grau do polindmio p.(s), cujas raizes sao os polos desejados de malha
fechada. Desta forma, obtemos um sistema de n equacdes lineares e n incognitas
(k1, ko, ..., kp).

8. Exemplo. Considere a equacdo de estado representada pelas matrizes

0 1 0
-2 -3 1

O polindmio caracteristico de A & det(sI — A) = s + 3s + 2. Os polos
do sistema em malha aberta (raizes da equacdo caracteristica) sdo —1 e —2. Su-
pondo que os polos de malha fechada devam ter fator de amortecimento £ = 0.5 e
freqiiéncia natural w,, = 4 rad/s (correspondentes a p6los complexos conjulgados
em —2 =+ j2+/3), desejamos ent3o que o polindmio caracteristico de malha fechada
seja

pe(s) = 8% + 2wns + w2 = 5% + 45 + 16.

Por outro lado,

det(sI—A+BK):det — + [kl kg]
0 s -2 =3 1

Efetuando as operag@es indicadas,

s —1
det(s] — A+ BK) = det ,
(24 k1) s+ 3+ ko)

= sls+ B+ k)l + 2+ k),

= 2+ (3+ka)s+ (2+ k1)
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Da identidade det (sI — A + BK) = p.(s) obtemos um sistema com duas
equag0es lineares e duas incognitas:

3+ ko =4,
2+ ky =16.

Logoky =14, ke =1¢e

K=[k k|=[14 1].

Forma candnica controlavel

8. O célculo dos ganhos de realimentagdo, dados A, B e p.(s), é substancial-
mente mais simples quando a representacdo de estados do sistema encontra-se na
chamada forma candénica controlavel. A forma canénica controlavel associada a
funcdo de transferéncia

 bpS" A bp1s" T+ bys + by

G(S) - —1
s+ ap—18"T F+ - t+ars+ag
e _ - .
0 1 0 0
0 1 0 0
T = : : : : : z+ u,

0 0 0 1

| —a0 —a1 —az - —Gp-1 | | 1]

Yy = [ bo — aob, b1 —aib, -+ byp_1—an_1b, } x + bpu.

A matriz de estados A encontra-se representada numa forma denominada de
forma companheira, a partir da qual podemos obter facilmente o polinémio ca-
racteristico de A:

det(sI — A) = 8" +a,_18""' +--- 4+ a1s + ao.

2. Supondo realimentacéo de estados v = — Kz, a matriz de estados do sistema
em malha fechada assume a forma
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0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A—BK = : - [ k1 ko kn |,
0 0 0 1
L —ag —a1 —ay —Anp—1 L 1 i
[ 0 1 0 0 i
0 1 0
0 0 0 1
i —(a0+k1) —(CL1 —i—kg) —(a2+k3) —(an_l +kn) i

Como A — BK também se encontra numa forma companheira, o polindmio
caracteristico do sistema em malha fechada é

det(s] — A+ BK) = 8" + (an—1+ ky)s" " 4+ + (a1 + k2)s + (ag + k1).
Definindo o polindmio desejado como
pe(s) = 8" + qn1s" '+ -+ q1s + q,

da identidade det (s/— A+ BK) = p(s) resultaum sistema de n equag0es lineares
a n incognitas trivial, que resolvido fornece os ganhos de realimentagéo:

kl = (o — ao,
ke = q—a,
kn = {4n—-1— Qn—1-.

9. Exemplo. Notando que as matrizes A e B do exemplo anterior encontram-se
na forma candnica controlavel e que ag = 2, a1 = 3, qo = 16 € ¢1 = 4, obtemos
diretamente os ganhos de realimentacéo:

kjl == qo—a0:16—2:14,
]CQ == ql—a1:4—3:1.
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Formula de Ackermann

10. Obter a forma candénica controlavel e os ganhos de realimentacdo de um sis-
tema dindmico sdo tarefas simples quando a fun¢do de transferéncia do sistema
é conhecida. Entretanto, em certos casos conhecemos apenas uma representacao
de estados do sistema, e a representacdo nao se encontra na forma candnica con-
trolavel.

11. E possivel mostrar que se o sistema n&o se encontra na forma candnica con-
trolavel, mas é controlavel (rank (C) = n), existe uma transformac&o de similari-
dade que leva o sistema a ser representado na forma candnica controlavel. Como
0 objetivo da transformacdo é facilitar a obtencdo dos ganhos de realimentacdo
adotamos de vez a chamada formula de Ackermann:

K=[00 - 0 1]C 'p(A),
n comﬁf)nentes
na qual C é a matriz de controlabilidade do sistema, p.(A) é a matriz definida por

pe(s) = A" + g1 A"+ @A+ ol

e qo, q1, -- -, gn_1 Sa0 0s coeficientes do polinbmio caracteristico desejado para o
sistema em malha fechada.

12. Exemplo. Retomando o exemplo anterior e ignorando o fato de que o sistema
se encontra na forma candnica controlavel, obtemos

pe(A) = A% 4+4A+161,
- 2

0 1 0 1 10
= +4 +16 ,
-2 -3 -2 -3 0 1
(141
-2 11

Como o sistema é controlavel (det (C) # 0, verifique), a inversa de C existe e &
dada por
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Os ganhos de realimentacdo sdo obtidos através da formula de Ackermann;

K = [0 1]c'pA),
31 14 1
= [0 1] ,
1 0][-2 11
= [14 1],

0s mesmos ganhos encontrados pelos procedimentos anteriores.
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Aula 22

Estimadores de estado

Observabilidade

Estimador (observador) de estados
Forma candnica observavel
Férmula de Ackermann
Controlador baseado no estimador

Observabilidade

1. A estratégia de controle por realimentacdo de estados pressupde que todos 0s
n estados do sistema estdo disponiveis para realimentacdo, o que raramente ocorre
em situagOes praticas. Conhecemos (medimos) em geral apenas a quantidade esco-
Ihida como saida do sistema. Para que seja possivel implementar a realimentacdo
de estados faz-se necessario estimar os estados internos do sistema.

2. Nesta secdo analisamos a observabilidade de um sistema dindmico linear inva-
riante no tempo modelado por variaveis de estado:

T = Ax, (52)
y = Cu. (53)

Como a entrada u € conhecida, as parcelas Bu e Du que dependem de u nao
precisam ser explicitamente consideradas no estudo de observabilidade. As ma-
trizes A (n x n) e C' (n x 1) sdo quantidades conhecidas, mas ndo a condi¢éo
inicial do sistema x(0) = xo. Se ¢ fosse conhecida, entéo o estado do sistema em
qualquer instante de tempo futuro também seria conhecido a partir da solu¢ao da
equacdo de estados:

x(t) = eMxy, t>0. (54)

A idéia por tras do estudo de observabilidade & determinar z através da saida
do sistema:
y(t) = Cetzy, ¢>0. (55)

Definicdo. O sistema & = Ax, y = Cux é (completamente) ob-
servavel se existe um tempo finito ¢ ¢ tal que o conhecimento da saida



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 206

y(t) nointervalo 0 < ¢ < t; & suficiente para se determinar a condigéo
inicial xg.

Observabilidade é uma propriedade relacionada apenas as matrizes Ae C. O
seguinte critério algébrico € normalmente utilizado para verificar se um dado sis-
tema & ou ndo observavel.

Teorema. O sistema & = Ax, y = Cx & observavel se e somente se
o0 rank da matriz de observabilidade

C

CA

CAn—l |

é igual a n.

Como a matriz de observabilidade © & uma matriz quadrada de ordem n (sis-
temas SISO), a condi¢do rank (O) = n & equivalente a det (O) # 0.

4. Exemplo. A representacdo de estados do circuito elétrico representado na Fi-
gura22.1é

2R 1 R
g T [= I
o —|— u7
.i’Q _i 0 i) i
C C
x1
y=[-R 0] + Ru.
Z2

A matriz de observabilidade, de ordem 2, &
C -R 0

O=| .. |=| yp
cA R
L

=~
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T +
I @ c _ZL‘Q
" (D i +

R%_ R<— y

Figura 22.1: Circuito RLC.

O circuito da Figura 22.1 sera completamente observavel, significando que a
partir da tensdo medida no resistor em série com o capacitor durante um intervalo
de tempo finito 0 < ¢ < t & possivel determinar a corrente e a tenséo iniciais no
indutor e no capacitor, se e somente se

R2

det (0) = T

for diferente de zero. O sistema (circuito) & observavel para quaisquer valores nédo-
nulos de R e L. N&o seria observavel se por exemplo R = 0, quando ent&o a saida
medida por um voltimetro seria identicamente nula.

Estimador (observador) de estados

5. Se os estados do sistema nao estdo diretamente disponiveis para realimentacao,
mas o sistema é observavel, & possivel construir um estimador ou observador de
estados e substituir a realimentac@o do estado real z(t) pela sua estimativa z(t).
O chamado estimador de ordem completa é descrito pela equagcdo de estados
estimados

p(t) = A#(t)+L(y(t) — Ca(t)) + Bu(t), #(0) = o, (56)
= (A—-LC)a(t) + Ly(t) + Bu(t). (57)

O estimador (56)-(57) é de ordem completa porque a dimensdo do vetor de
estados estimados z(t) é igual & dimensdo de vetor de estados original x(¢). A
equacdo do estimador possui duas entradas independentes, y(t) e u(t). A diferenca
entre a saida da planta y(t), medida, e a saida do estimador, C'z(t), ficticia, &
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ponderada pela matriz L, de dimensdo n x 1, denominada de matriz de ganhos de

estimativa;
I
la
L =

In

6. Se amatriz L for escolhida de tal forma que as raizes do polindmio caracteristico
de A — LC tenham partes reais negativas, entdo o estado estimado z(t) tende ao
estado real x(¢) quando ¢ tende ao infinito. De fato, definindo o erro de estimativa
no instante ¢ como

e(t) = x(t) — &(t),
obtemos a seguinte equacdo dindmica para o0 erro:
¢ = @-—1,

= Az + Bu—[Az + L(y — C%) + Bu],

= Ar— At — LCx+ LCz,

= (A-LO)(z - %),

= (A—-LC)e, €(0)=z(0)—z(0).

A solugdo para a equagao do erro é
e(t) = eALO(0), ¢ >0,

e se todos os autovalores de A — LC' possuirem partes reais estritamente negativas,
entdo e(t) — 0 quanto ¢t — oo, qualquer que seja o erro inicial e(0) (desconhecido,
porque ndo conhecemos x(0)). Consequentemente, z(¢) — z(¢) quando ¢t —
0o, como desejado. Para determinar L utilizamos um procedimento analogo ao
adotado para a determinagdo do ganho de realimentagdo K. As raizes do polindmio
caracteristico de A — LC determinam como &(¢) responde as entradas y(t) e u(t),
como indica a transformada de Laplace de (56)-(57):

A~

X(s) = (sI—A+LC)'LY(s)+ (s — A+ LB)"'BU(s),

~adj(sI - A+ LO) (s) + adj (sI — A+ LC)
~ det(s] — A+ LO) det(sI — A+ LC)

BU(s).

Escolhemos entdo as raizes desejadas para det (s — A+ LC') na forma de um
polindmio p,(s) e em seguida resolvemos

det(sI — A+ LC) = po(s),
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agora em termos de L. Se o sistema for observavel, qualquer conjunto de pélos
(isto &, qualquer p,(s)) para o estimador pode ser alocado.

Teorema. Assuma que o sistema & = Az, y = Cux & observavel.
Ent&o existe uma matriz L (n x 1) tal que

det(sI — A+ LC) = po(s). (58)

qualquer que seja o polindmio p,(s) de grau n.

7. A determinacdo de L que resolve (58) pode ser feita igualando-se os coeficientes
do polindmio det (sI — A + LC), os quais serao fungdes de I1, o, . . ., l,, cOM 0S
coeficientes de mesmo grau do polindmio p,(s), cujas raizes sdo os polos desejados
para o estimador. Obtemos entdo um sistema de n equag0es lineares e n incognitas

(l1,l2, ..., 1n).

8. Como o estado real x(t) ser& substituido pelo estado estimado z(¢) para fins de
realimentacdo, quando mais rapido se der a convergéncia de z(¢) para z(t) melhor.
Isso exige escolher pblos para o estimador com constantes de tempo suficiente-
mente mais rapidas do que aquelas escolhidas para o sistema em malha fechada.
Um critério pratico consiste em escolher as constantes de tempo do estimador de
3 a 5 vézes menores do que a menor constante de tempo do sistema em malha
fechada.

9. Exemplo. Considere o sistema representado pelas matrizes (relevantes para o
projeto do observador)

A= e C=[10].
-2 -3
Os polos do sistema em malha fechada foram alocados através de realimentacédo
de estados em —2 =+ j2+/3. Escolhendo os p6los do estimador com constantes de
tempo 5 vézes mais rapidas, —10 4 ;j2+/3, obtemos o polindmio caracteristico para
0 estimador

po(s) = (s+ 10— j2v3)(s+ 10+ j2V/3),
5% +20s + 112.

Por outro lado,

det (sl — A+ LC) = det - + [1 0]
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Efetuando as operagdes indicadas,

s+ -1
det(sI — A+ LC) = det ,
241l s+3

= (8 + ll)(S +3) + (2 + lz),

= P24+ B+1)s+ (243l + o).

Da identidade det (sI — A+ LC) = p,(s) obtemos

341, = 20,
2—|—3l1—|—l2:112.

Logol; = 17,1 =59 e

I 17

Forma canOnica observavel

210

10. Assim como a forma candnica controlavel facilita o calculo dos ganhos de
realimentacdo de estados, a forma canodnica observavel simplifica substancial-
mente o calculo dos ganhos do observador. A forma candnica observavel associada

a funcdo de transferéncia

o bnsn + bn—]_Sn_1 + tte + b]_S + bO

G(S) n -1
S+ ap-18"" + -+ a1s+ap
é
00 --- 0 —a b() — aobn
) 10 - 0 —-a b1 — a1b,
r= . . . . : T+ :
00 -+ 1 —ap bp—1 — an—1by

y=[0 0 -+ 1]z+byu
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Assim com a matriz de estados na forma candnica controlavel, a matriz de
estados na forma candnica observavel encontra-se representada numa forma com-
panheira, a partir da qual o polindmio caracteristico de A é facilmente obtido:

det(sl — A) =s" + ap_18"" 4+ a1s + ao.

11. Com o sistema representado na forma candnica observavel, a matriz A — LC
do estimador assume a forma

0 0 0 —a ll
1 0 0 —ai l2
A-LC = L —~ [0 0 1],
[ 00 1 —ap— In
[0 0 -+ 0 —(ag+1)
10 --- 0 —(a1+l2)
00 - 1 —(an-1+1n)

Como A — LC também se encontra numa forma companheira, o polinémio
caracteristicode A — LC' €

det(sI — A+ LC) = 8" + (an_1 +1)s" L+ 4 (a1 + 12)s + (ao + 1).
Definindo o polindmio desejado como
Po(s) = 8" + qn15""" + -+ @15 + qo,

da identidade det (sI — A+ LC') = p,(s) resulta um sistema de n equagdes lineares
a n incognitas trivial, que resolvido fornece os ganhos do estimador:

li = qo—ao,
lo = q —ay,
ln = {4p—1 —Aap—-1.

Formula de Ackermann
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12. Com a mesma motivag¢ao que levou a formula de Ackermann para o calculo
dos ganhos de realimentacdo de estados, & possivel mostrar que se o sistema ndo se
encontra na forma candnica observavel, mas é observavel (rank (O) = n), existe
uma transformacdo de similaridade que leva o sistema a ser representado na forma
candnica observavel. A formula de Ackermann correspondente para o calculo dos
ganhos do estimador é

0
1 0
L= po(A)Oi . )
1
na qual O é a matriz de observabilidade do sistema, p,(A) & a matriz definida por
Po(A) = A" + g 1 A" 4+ A+ ol

e qo, q1, -- -, gn_1 Sa0 0s coeficientes do polinbmio caracteristico desejado para o
observador.

13. Exemplo. Retomando o exemplo anterior, obtemos

po(A) = A% +20A +1121,
o0 177 0 1 10
= + 20 +112 ,
-2 -3 -2 -3 01
110 17
34 59

Como o sistema é observavel (det (O) # 0, verifique), a inversa de O existe e
é dada por
c1' (101" [10
o= ... = =
CA 0 1 0 1
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Os ganhos do estimador sdo obtidos através da formula de Ackermann:

o= o[ ],

110 17 10 0 17

—34 59 01 1 59

0s mesmos ganhos encontrados pelo procedimento anterior.

Controlador baseado no estimador

14. Dado um sistema dindmico representado por variaveis de estado, controlavel e
observavel,

T = Ax + Bu,
y = Cu,

a ser controlado através de realimentagdo dos estados estimados, © = — Kz, pode-
mos determinar a funcdo de transferéncia de um controlador dindmico equivalente
a partir das seguintes equacdes de estado e de saida:

&t = (A—LC)&+ Bu+ Ly,
= (A—LC)i— BK# + Ly,
= (A-LC - BK)z+ Ly,

u = —Kz.

A saida da planta y passa a ser a entrada de um controlador baseado no esti-
mador (& representa o estado do controlador), enquanto que a saida do controlador
corresponde a entrada da planta, u. Neste caso, a fung¢do de transferéncia do con-
trolador dindmico é dada por

C(s)=—K(sI — A+ LC + BK) 'L,

a qual fica completemente caracterizada ap6s a obtengdo dos ganhos de realimentagdo
e de estimativa. A propriedade que nos garante ser possivel determinar K e L in-
dependentemente recebe o nome de Principio da Separacao.
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Aula 23

Realimentacao de estados — comportamento servo

Controle proporcional
Controle integral

Controle proporcional

1. A realimentagdo linear de estados foi apresentada como uma técnica de projeto
para se obter comportamento regulador do sistema de controle. Especificamente,
dada a equacdo de estados de um sistema linear invariante no tempo a ser contro-
lado,

& = Ax+ Bu,
= (o,

deseja-se transferir o sistema de uma condi¢&o inicial z(0) qualquer para a origem
do espago de estados. O controle da haste de um péndulo invertido na posicdo
de equilibrio vertical, caracterizada por 6 = 0, § = 0, z = 0 e & = 0, & uma
aplicacdo tipica. Com a defini¢do usual de variaveis de estado x1 = 0, zo = 9,
x3 = x € x4 = &, € supondo que o sistema é levado inicialmente a uma condi¢do
x(0) # 0 pela acdo de um distUrbio externo, por exemplo, o sistema de controle
deve ser capaz de restaurar a posicao de equilibrio z = 0, o que basicamente
envolve selecionar uma matriz de ganhos de realimentacdo K tal que todos os
autovalores de A — BK tenham partes reais negativas. Desta forma, o sistema em
malha fechada
i = (A— BK)z

torna-se assintoticamente estavel, isto &, z(t) = e(A~5BK)x(0) tende a zero quando
t tende ao infinito, qualquer que seja a condigao inicial x(0).

2. A técnica de controle por realimentacdo de estados também pode ser utilizada
para obter comportamento servo. Através de uma escolha adequada, é sempre
possivel definir a saida da planta como sendo uma das variaveis de estado. A
Figura 23.1 ilustra o sistema de controle em malha fechada com realimentacéo de
estados a ser empregado.
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ky T = Ax + Bu C

T

Figura 23.1: Realimentacdo de estados- controle proporcional.

Sem perda de generalidade, definimos y; = x1, € supomos que a referéncia a
ser sequida é r(t) = ro, t > 0, uma funcdo degrau de amplitude ro. A entrada de
controle pode ser escrita na forma

u = —Kzx+ ke
= —Kz+k(r—mx),
onde )
K=1[0 ky ks - kn].
A dindmica do sistema em malha fechada para a referéncia degrau de amplitude
ro aplicada no instante ¢ = 0 & governada pela equag&o de estados

& =(A— BK)zx + Bkyr,

cuja solucdo geral é

t
z(t) = A BE) 2 (0) + / eA=BE)E=T) Bl rodr,  t > 0.
0

A matriz de ganhos de realimentag¢do K é determinada de forma que o sistema
em malha fechada seja assintoticamente estavel. Com isso, o estado do sistema
guando quando ¢ tende ao infinito,

z(oc0) = tlirélox(t)

t
= tlim eA=BEIt 1 (0) + tlim eA=BE)=7) By rodr
—00 —o0 Jo

[ee]
_ / (A-BET) B podr
0
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tende a um vetor constante. Consequentemente,
#(00) =0 = (A — BK)x(o0) + Bkir(o0), r(c0) = rp.

Como por hip6tese todos os autovalores de A — BK possuem partes reais
negativas, a matriz inversa de A — BK existel. Podemos ent3o calcular os valores
de regime do vetor de estados,

z(00) = —(A — BK) ' Bkyro,
da entrada de controle,
u(o0) = —Kxz(c0) + k1o,
e da saida da planta, y(co) = z1(00).

3. Exemplo. Considere a planta de segunda ordem definida por

Y (s) 1 B 1
S UGs) (s+a)(s+1) 24+ (1+a)s+a’

onde o € um pardmetro real. A representacdo do sistema na forma candnica con-
trolavel é

—a —(1+a) 1
y=[1 0]a.
O polinémio caracteristico de A & dado por

det(sI —A) = s>+ (1+4+a)s+a
2 + a18 + ag.
Supondo que o objetivo seja alocar os dois p6los de malha fechada em —4, o po-
lindmio desejado fica sendo p.(s) = (s + 4)?; a matriz de ganhos K deve ser tal
que
det(s — A+ BK) = s?>+8s+16
s+ q15 + qo.

YPropriedade utilizada: uma matriz quadrada & inverti vel se e somente se todos os seus autoval o-
res sao diferentes de zero
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Como o sistema se encontra na forma candnica controlavel, os ganhos de
realimentacdo sdo facilmente obtidos:

kl = qo—a0:16—a
kg = ql—a1:7—a.
Neste caso,
0 1 1 -8 -1
A— BK = e (A—BK)’1:1—6
—-16 -8 16 0
Os valores de regime dos estados sdo dados por
1(00)
z(00) = = —(A— BK) 'Bkrg
2(00)
1 -8 -1 0
= 16 (16 — )1
16 0 1
(6
(1-15)m

O valor de regime da entrada de controle, ap6s simplificagBes, assume a forma
(6]
u(oo) = =Kz (00) + kiro = « (1 - —) 0.

Finalmente, o valor de regime da saida é dado por

Se a = 0, entdo y(oo) = 1y, indicando que saida do sistema passara a seguir a
referéncia degrau de amplitude o sem erro de regime. Nesta condicéo, u(oco) = 0.
Este resultado era previsivel, uma vez que para o = 0, 0 sistema possui um poélo
na origem, e sistemas desse tipo (Tipo 1) ndo apresentam erros de regime para
entradas constantes.

Controle integral
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4. Como nem todo sistema a controlar possui um integrador natural que anule o
erro de regime para entrada degrau, torna-se necessario inclui-lo adequadamente na
malha de controle. A Figura 23.2 ilustra um sistema de controle em malha fechada
com um bloco integrador no caminho direto entre a referéncia e a saida da planta.

T+K\ifikl

Figura 23.2: Realimentacéo de estados - controle integral.

A representacdo de estados associada ao sistema ilustrado na Figura 23.2 é

& = Ax+ Bu,

= r=y,
= (Cu,

onde v = —Kx + K ;£ e K; € o chamado ganho integral, uma constante a ser
determinada juntamente com K a partir das especificacdes de desempenho para o
sistema em malha fechada. Como anteriormente, assuma que r(t) = rq, t > 0.

5. As equacOes anteriores representam um sistema aumentado, uma vez que o
vetor de estados foi acrescido da variavel auxiliar £&. Na forma matricial, obtém-se

x A 0 T B 0
= + u+ T
3 -C 0 § 0 1

Dado que u = — Kz + K&, podemos reescrever a equagao de estado na forma

compacta
x A—-BK BKj x 0

3 e, 0 ¢ 1
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T } A— BK BK; 0
T = , A= e B=
3 -C 0 1

As dimensBes de 7, Ae Bsio (n + 1), (n+ 1) x (n+1)e (n + 1) x
1, respectivamente. A equagdo de estado do sistema aumentado assume a forma
matricial compacta

i = A% + Br.

Supondo que os ganhos K e K possam ser escolhidos de tal forma que todos
os autovalores de A tenham partes reais negativas, entdo com argumentos similares
aos utilizados no caso de controle proporcional, podemos mostrar que o estado do
sistema aumentado,

t e ~
i(t) = ex(0) —I—/ A=) Brodr, t>0.
0

atinge um valor constante Z(oo) quando ¢ tende ao infinito, 0 mesmo acontecendo
com a entrada de controle, u(oo0) = —Kxz(o0) + K&(o0), e com a saida do sis-
tema, y(oco) = Cz(co). Os valores de regime podem ser determinados a partir das
equacdes de estados do sistema aumentado:

ac(oo) =0 = Az(c0) + Bu(0)
§(00) =0 =r¢ — Cx(0),

ou ainda,
A B z(00) 0

—-C 0 u(o0) -1

Se a matriz a esquerda for ndo-singular, isto &, se rank(A) = n + 1, entdo x(o0) €
u(oo) serdo calculados através de

-1

x(00) A B 0
u(00) -C 0 —rp 7
e como
u(o0) = —Kuz(co) + K£(c0),
obtém-se .
§(00) = =[u(o0) + Kz(0)]
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A saida do sistema é y(co) = Cz(o0). O resultado que permite caracterizar 0s
valores de regime do sistema em malha fechada na forma acima pode ser enunciado
COmMO segue.

Teorema. Se o sistema & = Axz + Bu € controlavel e

A B
rank =n-+1,
—-C 0

entdo os autovalores de A podem ser arbitrariamente alocados através

de escolhas apropriadas de K e K.

6. Exemplo. Considere a planta de primeira ordem definida por

Y(s) 025
U(s) s+0.1

P(s) =

Uma representacdo do sistema na forma de estado é

&= —0.1z 4+ 0.25u,
Yy ==
Note que n = 1, A = [-0.1], B = [0.25] e C' = [1]. O sistema em malha aberta

é controlavel e possui um polo real em —0.1. O sistema aumentado, de ordem
n+ 1 = 2, é dado por

T —0.1 —0.25K 0.25K; | x 0
= + r
¢ -1 0 | [¢ 1
Como
—0.1 0.25
rank =2,
-1 0

o0s autovalores do sistema aumentado podem ser arbitrariamente alocados através
de K e K. Supondo que o objetivo seja alocar os dois pblos de malha fechada do
sistema aumentado em —2, o polindmio desejado fica sendo p.(s) = (s + 2)?; as
constantes K e Ky devem ser tais que

det(sI — A) = s> + 45 + 4,
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onde

N s+ (0.1+0.25K) —0.25K;
det(sI — A) = det
1 s

= 524 (0.14+0.25K)s + 0.25K7.

Igualando os polindmios, obtém-se K; = 16 e K = [15.6]. Os valores de regime
do estado e da entrada sdo

1

x(00) [ —0.1 025 ] 0
u(o0) | -1 0 —ro
[0 -1 0
4 —04 || —ro
C
L 0.47“0

Note que como y = x, obtém-se y(oco) = x(0c0) = rg, € a saida segue a referéncia
em regime — o controle puramente proporcional ndo produziria 0 mesmo resultado.
O valor de regime do estado auxiliar £ & dado por

{(o0) = Kil[u(oo) + Kz(o0)]
= %[0.47“0 4 15.67’0] =T0.
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Aula 24

Introducdo ao Controle Digital

Controle digital

Conversor A/D

Conversor D/A

Controlador digital

Equacdes a diferéncas

Funcdes de transferéncia discretas

Resposta temporal de sistemas discretos

Controle digital

1. Podemaos definir controle digital como sendo o controle de sistemas dindmicos
na forma amostrada através de computadores digitais. A Figura 24.1 ilustra um
sistema de controle em malha fechada no qual a fungao de controle é realizada por
um controlador digital residente num processador digital de sinais.

w(t)

r(k) Jrf\e(k) Controlador | “(F) DIA
N Digital
Clock
(k)
A/D

Planta

Sensor [

T u(t)

Figura 24.1: Sistema de controle com implementacéo digital.

2. No diagrama de blocos da Figura 24.1 coexistem dois tipos distintos de sinais:
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sinais continuos ou analogicos, representados por u(t), w(t), y(t) e v(t), e sinais
discretos ou amostrados, representados por r(k), é(k), u(k) e y(k). O argumento
k, que indica o instante de tempo no qual o valor da variavel associada é represen-
tado, & uma abreviagdo para k7', onde 7" & o chamado periodo de amostragem do
sistema. Os sinais discretos assumem valores apenas nos instantest = 0, t = T,
t=2T,...,correspondentesa k =0, k=1, k=2, ....

3. A saida do sistema no instante ¢ = kT, medida pelo sensor, & submetida a
um conversor analogico-digital (A/D); a saida do controlador, representado pelo
computador digital, € submetida a um conversor digital-analogico (D/A), sendo
as operagOes de conversao habilitadas por um sinal de clock. Em seguida, a saida do
conversor A/D & comparada com o valor da referéncia no mesmo instante discreto
de tempo, para gerar o erro a ser processado pelo computador digital. Assume-se
gue a soma dos tempos necessarios as conversdes e ao processamento pelo compu-
tador & pequena quando comparada ao periodo de amostragem 7.

Conversor A/D

4. Um conversor A/D é basicamente um dispositivo eletrdnico que transforma
sinais analdgicos em sinais digitais. A conversdo A/D consiste de duas etapas. Na
primeira & obtida a amostra do sinal analogico através de um circuito amostrador.
Para que o sinal anal6gico seja adequadamente representado, a taxa de amostragem
a ser utilizada deve ser de pelo menos duas vézes a faixa de passagem do sinal
analdgico, a chamada freqiiéncia de Nyquist.

5. Na segunda etapa do processo de conversdao A/D, o valor da amostra é re-
presentado por um ndmero binario, digital. A Figura 24.2 ilustra o processo de
digitalizacdao do sinal amostrado. O nivel de quantizacdo do sinal depende do
nimero de bits utilizados pelo conversor. Exemplo: um conversor de 4 bits per-
mite quantizar o valor do sinal amostrado em 2% = 16 niveis distintos. Se o sinal
amostrado variar de 0 a M volts, entdo o sinal digital podera assumiré os valores 0,
M/16,2M/16,..., até 15M/16, representados pelos nimeros binarios 0000, 0001,
0010,..., até 1111.

6. Assumindo que o processo de digitalizacdo aproxima as tensdes analbgicas para
0s niveis de quantizagcdo mais proximos, superiores ou inferiores, 0 erro maximo
introduzido pelo processo sera de metade da diferénca entre niveis de quantizagdo.
Para um conversor de 4 bits, o erro maximo de quantizacdo & M/32. Como o custo
de um conversor A/D é inversamente proporcional ao nivel de quantizagdo produ-
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zido, torna-se necessario estabelecer uma relacdo de compromisso entre precisao

desejada e custo.

15M /16
14M /16
13M/16
12M/16
11M/16
10M/16
M/16
8M/16
™M/16
6M/16
5M/16
/16
3M/16
2M/16
M/16
oM/16

Figura 24.2: Amostragem e digitaliza¢do do sinal analogico.

Conversor D/A

y(t)

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000

7. O conversor D/A transforma sinais digitais em sinais analdgicos. A Figura 24.3
ilustra um processo de conversdo digital-analogica que utiliza o chamado segura-

dor de ordem zero —

SOZ.

<
’ .
/
! .
! \

u(t) médio

1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 24.3: Conversdao D/A com SOZ.
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O valor u(kT) & segurado (mantido na saida do conversor) pelo periodo de
amostragem 7', até que a chegada da proxima amostra u[(k + 1)7T], quando entdo
0 processo é repetido. O resultado final & um sinal continuo w(¢) constante por
partes. O sinal u(t) atrasa u(k7"), em média, 7°/2 segundos. O atraso diminui ao
se reduzir o periodo 7', mas 0 custo do circuito amostrador aumenta.

Controlador digital

8. O controlador digital indicado na Figura 24.1 pode ser visto como um programa
executavel contendo instrugcdes descritas numa linguagem de programagao que su-
porte aplicagbes em tempo real. Essas instru¢des descrevem como o sinal digital
de controle u(k) deve ser computado a partir do sinal de erro é(k). O controla-
dor digital pode estar hospedado hum mini ou micro-computador, ou mesmo num
microprocessador integrado num (nico chip. Para fins de ilustragdo, considere um
controlador continuo do tipo PID,

u(t) = kpe(t) + ky /0 " e(r)dr + kpé(h)

onde kp, k; e kp sdo os ganhos proporcional, integral e derivativo do controlador,
por hip6tese conhecidos. No instante ¢ = kT, obtém-se

kT
uw(kT) = kpe(kT)+ kj/o e(T)dr + kpé(kT),

k—1
~ kpe(kT) + kT Y e(iT) + kp“HT) e}(k —UT),
=0

onde a integral do erro foi aproximada através de integracdo retangular e a deri-
vada do erro através da regra de Euler. Subtraindo-se u(kT') e

u[(k — 1)T] = kpe[(k — 1)T]|+
k—2
kT e(iT) + kp-
=0

[(k = DT] — el(k = 2)T]
T ;

obtém-se a seguinte recorréncia para o sinal de controle:

w(kT) = u[(k — V)T + kp(e(kT) — e[(k — 1)T])+
e(kT) — 2e[(k — 1)T] + e[(k — 2)T]
7 :

k‘]Te[(k — 1)T] + kp
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Apenas o valor do controle no instante (k—1)7" e os valores do erro nos instan-
tes (k—2)T, (k—1)T e kT sdo necessarios. A recorréncia acima é facilmente co-
dificada em qualquer linguagem de programagao que suporte aplicagdes em tempo
real. A Figura 24.4 apresenta uma possivel codificagcdo do controlador PID digitali-
zado através da linguagem de programacdo disponivel no Laborat6rio de Controle
e Servomecanismos da FEEC. O programa comeca com as definicBes de variaveis
e pardmetros e prossegue com as inicializacdes necessarias. A parte do programa
delimitada por begi n e end é executada a cada 7" segundos. Note a existéncia das
variaveis com nomes reservados cmdpos e encpos, através das quais o programa
tem acesso aos valores da referéncia e da saida da planta, econt r ol ef f ort , que
representa o valor da variavel de controle — a saida do programa.

: Definicoes

#define T ql

#define kP g2

#defi ne Kl g3

#define kD g4

#define uknml g5

#defi ne ek q7

#define eknl 8

#define ekn2 q9

; Inicializacoes

T=0. 000884

kP=1.72

kl =8

kD=0. 065

ukml=0

eknm2=0

ekml=0

uk=0

; Loop

begi n

ek=cndpos- encpos

control ef f ort =uknil+kP* (ek- ekni) +kI * T* ekl
+kD* (ek- 2*eknil+eknR) / T

uknil=control ef fort

eknm2=ekml

ekml=ek

end

Figura 24.4: Controlador PID digital codificado.
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Equacdes a diferéncas

9. O controlador PID digital discutido na se¢do anterior foi obtido através da
discretiza¢do do controlador continuo. Sistemas obtidos dessa forma sdo chamados
de sistemas discretizados. Existe entretanto um classe de sistemas que s&o ineren-
temente discretos. Considere por exemplo o sistema que descreve como o saldo de
uma conta corrente evolui ao longo do tempo. Se y (k) representa o saldo da conta
e u(k) a diferénca entre o que foi depositado e o que foi retirado da conta no més
k, entdo
yk+1)=y(k)+uk), k£=0,1,2,...

Qualquer sistema discreto ou discretizado linear e invariante no tempo cuja saida
no instante k& depende de n valores passados da saida e m valores passados da
entrada, pode ser representado por uma equacao a diferencas da forma

y(k) = —ary(k — 1) — agy(k —2) — -+ — any(k —n)+

+ bou(k) + byu(k — 1) + - - + bpyu(k — m)
onde y(k) e u(k) denotam saida e entrada, respectivamente, e a1, as, ..., an, by,
b1, ..., by, S30 0S parametros constantes do sistema.

Funcdes de transferéncia discretas

10. A anélise e a sintese de sistemas discretos no tempo podem ser sistematizadas
e tornadas operacionalmente mais simples quando se utiliza a Transformada Z
(discreta), do mesmo modo que a transformada de Laplace empresta simplicidade
ao estudo de sistemas continuos no tempo. Se f(t) & uma funcdo que admite
transformada de Laplace e f(¢) = 0 para todo ¢ < 0, entdo

LI (1) = F(s) = /0 " ft)etat,

Supondo que a n-ésima derivada de f(¢) possui transformada de Laplace, entdo
com condi¢es iniciais nulas, obtém-se

£t @] =),

gue é a propriedade fundamental por tras da obtencdo de funcdes de transferéncia
de sistemas continuos.
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11. A transformada Z de um sinal discreto no tempo f(k), £ =0,1,2,... tal que
f(k) = 0 para todo inteiro £ < 0 é definida como

Z[f(k)] = F(z) =Y _ f(k)="".
k=0

Em particular, a transformada Z do sinal f(k — n) pode ser calculada da seguinte
forma:sel =k —n,entdok =1+ne

Zlf(k—n)] = Y fl)z" ¢

12. A propriedade Z[f(k —n)] & essencial para se obter funcdes de transferéncia
discretas a partir de equagdes a diferéngas. A funcdo de transferéncia do sistema
discreto genérico da secdo anterior & obtida aplicando-se a transformada Z a ambos
os lados da equagao:
Y(2) = —a127 Y (2) —apz"2Y (2) — - — anz "Y(2)+
+boU(2) + b1z U (2) + - + bz ™U(2).

A funcdo de transferéncia discreta do sistema é definida por

Y (2) bo+biz 4 bp™

Se n > m entdo é possivel representar P(z) como a seguinte razdo de polindmios
na variavel z:

Y(2)  bo2" 4 b1z b2 ™

U(z) 2"4aiz" 14az" 24 4an

Caso ndo hajam raizes comuns, 0s zeros dos polindmios numerador e denominador
de P(z) sdo os zeros e os polos de P(z), respectivamente.

Resposta temporal de sistemas discretos
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13. A resposta temporal de um determinado sistema discreto a uma dada entrada
pode ser obtida através da equacao a diferencas que o descreve. Entretanto, com
esse procedimento obtemos apenas os valores da saida instante-a-instante, e nao
uma expressao analitica que descreva a saida em qualquer instante discreto de
tempo. Além disso, gostariamos de conhecer o valor final da saida, caso esse
valor exista. A resposta temporal de sistemas discretos pode ser eficientemente
caracterizada através do conceito de fungdo de transferéncia discreta.

14. O procedimento para obter a resposta temporal de um sistema modelado pela
funcdo de transferéncia discreta P(z) = Y (z)/U (%) pode ser resumido como se-
gue:

1. Obtenha a transformada Z da entrada u(k);
2. Obtenha a transformada Z da saida, Y (z) = P(2)U(z);

3. A transformada Y (z) é tipicamente uma func&o racional — razdo de po-
lindmios — na variavel z. Fatore Y (z) numa soma de fracdes parciais com
anti-transformadas Z conhecidas;

4. A resposta temporal do sistema, y(k), serd a soma das anti-transformadas
das fraces parciais de Y (z).

Os dois Gltimos passos sdo normalmente conduzidos com o auxilio de uma tabela
de anti-transformadas ~.

15. Exemplo. Considere a equacdo a diferencas que descreve a evolugdo do saldo
de uma conta corrente, modelada anteriomente como y(k + 1) = y(k) + u(k). A
funcao de transferéncia do sistema é

Desejamos conhecer o saldo da conta em qualquer instante discreto de tempo k,
dado que mensalmente a conta recebe recursos liquidos no montante de r reais.
Neste caso, u(k) = ro parak = 0,1,2.... Consultando uma tabela de transfor-
madas Z, obtemos U (z) = r9z/(z — 1). A transformada Z da saida &

roz

(z —1)*

No presenta caso ndo & necessario empregar o processo de fatoracéo porque Y (z)
possui uma anti-transformada tabelada, a qual fornece y(k) = rok, £ = 0,1,2,.. ..
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O resultado final indica que o saldo da conta cresce (decresce) linearmente quando
a movimentagdo da conta (constante) & positiva (negativa).

16. Seja Y (z) a transformada Z de um sinal qualquer y(k) que possui um valor
final y(oo) quando k& — oco. Este valor pode ser calculado utilizando-se a verséo
discreta do Teorema do Valor Final empregado para sistemas continuos. Se todos
os polos de (1 — z~1)Y (z) se encontrarem no interior do circulo de raio unitario,
isto &, possuirem médulos menores do que 1, entdo

y(oo) = lim y(k) = lim(1 — =~V (2)

17. Exemplo. Considere a saida Y (z) = 79z /(z — 1)? obtida no exemplo anterior.

Como
z—1 1oz )

z (z—1)2 T -1

nao satisfaz a hipotese formulada, ndo é possivel calcular o valor final de y(k).
(Note que y(k) = rok, kK = 0,1,2,... ndo possui valor final para ro # 0.). Por
outro lado, um sinal y(k) tal que

(1-2HY(2) =

z(z+1)

Y(z) = (z—05)(z—1)

satisfaz a hipotese e seu valor final &

y(oo) = lm(1-2")Y(2)

-1 1
— lm Z z(z+1)

R P N[O R
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Aula 25

Introducdo ao Controle Digital

Estabilidade entrada-saida
Mapeamento Plano s — Plano z

Estabilidade entrada-saida

1. Dizemos que um sistema & estavel do ponto de vista entrada-saida se a resposta
do sistema a qualquer entrada limitada & também limitada. De forma a caracterizar
a estabilidade de sistemas dindmicos lineares discretos e invariantes no tempo, seja
G(z) uma funcdo de transferéncia discreta de um sistema qualquer. A transformada
Z da funcéo pulso unitario, definida como u(k) = 1se k = 0 e u(k) = 0 para
k#£0,8

k=0

Como a resposta de G(z) a entrada pulso unitério é Y(z) = G(2)U(z) =
G(z), podemos obter G(z) experimentalmente submetendo o sistema que a fungéo
representa a uma entrada pulso unitario e coletando as amostras ¢(0), g(1), ...,
g(k), ..., e entdo calculando a transformada Z

G(z) = Zg(k,‘)z—k.
k=0

A resposta do sistema a uma entrada w (k) qualquer é Y (z) = G(2)U(z), ou
em termos da definicdo de transformada Z,

o0

STyt = 3 k)Y ulk)zt
k=0 k=0 k=0

oo k
= Z Zg(k — ju(k)z7F.

k=0 j=0

Consequentemente,



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 232

A resposta do sistema no instante & € igual a convolugdo discreta entre a entrada e
a resposta ao impulso do sistema. Se a entrada u(k) for limitada, significando que
existe um M < oo tal que |u(k)| < M para todo k, entdo

k
y(k)l = > gk = ju(k)
0

=0
k
< MY gk =),
=0
€ se o
> lg(k)| < o0
k=0

a saida sera também limitada.

Teorema. Seja g(k), k = 0,1,2,... a resposta ao impulso de um
sistema linear discreto invariante no tempo e G(z) a funcdo de trans-
feréncia discreta associada. Entéo

> lg(k)] < oo
k=0

se e somente se todos os polos de G(z) possuem modulos estritamente
menores do que 1.

Assim, o sistema representado por G(z) & estavel se e somente se todos os
polos de G(z) possuem modulos estritamente menores do que 1. O sistema sera
instavel caso algum polo possua moédulo maior do que 1; marginalmente estavel
caso todos os polos possuam modulos menores ou iguais a 1.

Exemplo. Considere o sistema modelado pela fungéo de transferéncia discreta

10(z — 0.4)

Gh(z) = 2(z —0.1)(z — 0.8)°

Como todos os pblos do sistema possuem modulos menores do que 1, o sistema é

estavel. Os sistemas .

@2(2) = G 09
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o _ z+1 . z+1
3(2) = (z—1)(zZ—2+05) (2—1)(z—0.5—30.5)(z — 0.5+ j0.5)

ndo sdo estaveis, 0 primeiro porque possui um pélo maior do que 1, o segundo
porque um podlo possui modulo igual a 1 (marginalmente estavel).

2. A estabilidade absoluta de sistemas discretos no tempo representados por fungdes
de transferéncia pode ser analisada através de um procedimento conhecido como
Critério de Jury, similar ao Critério de Routh-Hurwitz para sistemas continuos no
tempo. Assim como o critério de Routh-Hurwitz, o critério de Jury é baseado na
construcdo de uma tabela associada ao polindmio caracteristico do sistema discreto
— denominador de G(z). Uma regra simples determina se todas as raizes possuem
modulos estritamente menores do que 1.

Mapeamento Plano s — Plano z

3. Varias caracteristicas importantes de sistemas continuos no tempo modelados
por funcBes de transferéncia podem ser associadas as localizacBes de seus p6los
e zeros no plano complexo s. A questdo da estabilidade, por exemplo pode ser
respondida a partir da localizagdo dos p6los do sistema relativamente ao eixo ima-
ginario. Neste ponto torna-se conveniente estabelecer um mapeamento entre pon-
tos no plano s e pontos no plano Rez x Imz, a ser referido como plano complexo
z. O mapeamento é definido por

z=eT
onde T representa o periodo de amostragem referido anteriormente. A freqiiéncia
de amostragem associada é ws = 27 fs = 27 /T rad/s.

4. A regido do Plano s indicada na Figura 25.1, na qual a freqiiéncia w varia de
—ws/2 aws/2, & chamada de faixa primaria. As faixas complementares seriam
de ws/2 a 3w /2, de —w,/2 a —3ws/2, e assim sucessivamente. Denotando s =
o + jw, obtém-se
5= e(a+jw)T _ SUTEjWT.

Logo, |z| = e°T e /z = wT. O mapeamento da faixa primaria do plano s no
plano z é indicado na Figura 25.2. O mapeamento dos pontos criticos para 0 ma-
peamento, A, B, C, D, E, é indicado na Tabela 25.1.
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5. Se um dado ponto s pertence a uma faixa complementar, entdo s pode ser escrito
como s = s1 + jnws, onde s; pertence a faixa primaria e n &€ um namero inteiro.
A imagem do ponto s; no plano z & z; = 517 aimagem de s = s; + jnw, é

s1+jnws)T s1T

SlTejTLUJST — 631T632n7r —¢ = 2.

zZ =€ :e( =€

Concluimos entdo que os pontos nas faixas complementares sdo mapeados sobre
0s mapeamentos dos pontos da faixa primaria. Exemplo: s;1 = 1 4+ ws/2 € s9 =
1 + 3w;/2 sdo mapeados no mesmo ponto do plano z.

Tabela 25.1: Mapeamento de pontos criticos.

Res Ims | Rez Imz
A 0 0 1 0
B| 0 w/2| -1 0
C|—-o0 w2 0 0
D| -0 -—ws/2 0 0
E| 0 —wy/2| -1 0
Ims
Plano s
C B Ws
-« s
- - Va - 2
oo A Faixa Primaria
A
0 Res
Y
> _Ws
D E 2

Figura 25.1: Plano s — faixa primaria.
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Imz
1 Plano z

E Do Rez

Figura 25.2: Plano z — circulo unitario.

6. Dos resultados anteriores podemos afirmar que:

1. Pontos no semi-plano esquerdo do plano s (¢ < 0) sdo mapeados no plano
z no interior do circulo de raio unitério (|z] < 1);

2. Pontos no semi-plano direito do plano s (o > 0) sdao mapeados no plano z
fora do circulo de raio unitario (|z| > 1);

3. Pontos sobre o0 eixo imaginario do plano s (¢ = 0) sdo mapeados no plano z
na circunferéncia de raio unitario (|z| = 1).

7. As caracteristicas da resposta temporal de um sistema continuo no tempo estado
intrinsecamente associadas a regido do plano s na qual seus zeros e polos se en-
contram. Indices de desempenho relativos a resposta ao degrau do sistema, como
maxima sobre-elevacdo, tempo de subida e tempo de acomodacdo, entre outros,
dependem fundamentalmente do fator de amortecimento () e da freqtiéncia natu-
ral dos p6los dominantes do sistema. O mapeamento de pontos do plano s com
£ ou w, constante nos permitira prever qual o tipo de resposta a ser apresentada
por um sistema discreto no tempo a partir do conhecimento dos zeros e p6los da
funcéo de transferéncia discreta.

8. Parte real constante. Pontos com parte real constante sdo representados por
s = o + jw, onde o & um valor constante € —oco < w < +oo. No plano s a regiao
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assim descrita & uma linha paralela ao eixo imaginario. No plano z obtém-se um
circulo de raio z = €T, interior ou exterior ao circulo de raio unitario conforme
o < 0ouoc > 0,como ilustra a Figura 25.3. Note que a variacdo de w de —cc a
+o0 corresponde infinitas voltas sobre a circunferéncia de raio z = e°”.

Ims Imz

1

Warnag
/
o1 0 |92 Res w Rez

o1 T -1

Figura 25.3: Parte real constante.

9. Parte imaginaria constante. Pontos com parte imaginaria constante sdo repre-
sentados por s = o + jw, onde —oo < o < oo € w & um valor constante. No plano
2 a regido assim determinada & uma linha radial, pois 0 modulo de z = e*7 varia
de 0 a o e 0 angulo permanece constante. Exemplo: as frequiéncias ws/2 e —ws/8
correspondem angulos de 180° e —45°, respectivamente, como indicado na Figura
25.4.

Ims Imz
1
ws/2
s
K\ e2

0 Res 0 ) _% Rez
—ws/8

—1

Figura 25.4: Parte imaginéria constante.
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10. Fator de amortecimento constante. Para analisar 0 mapeamento da regido
correspondente a fator de amortecimento constante e freqiiéncia natural variavel,
considere a seguinte representagcdo para pontos com fator de amortecimento cons-
tante:

s=—¢w+jw, —o0<w<oo,

onde £ = cos . O mapeamento de s no plano z é

z=eT e(EwtiW)T — —EwnT ojuT (T =27 /ws)

6—27rw§/ws €j27rw/ws

eI/ Ws /9 fws.

Os lugares geomeétricos no plano z associados a £ constantes sao curvas espiraladas,
simétricas em relacdo ao eixo real, exceto quando £ = 0 (8 = 90°) e & = 1
(9 = 0°). A Figura 25.5 ilustra 0 mapeamento de pontos de fator de amortecimento
constante para freqiiéncias na faixa 0 < w < w,/2. As curvas relativas a —w; /2 <
w < 0 sdo simétricas em relagdo as curvas indicadas.

Ims Imz
1 &9 = cos by
& = cos by
B2
01 K—
0 Res 0 Rez
-1

Figura 25.5: Fator de amortecimento constante.

11. Freqiéncia natural constante. O mapeamento no plano z da regido corres-
pondente a freqiiéncia natural constante no plano s — semi-circulos concéntricos
de raio w, com o < 0 - sdo curvas como as ilustradas na Figura 25.6. As cur-
vas relativas aos semi-circulos com o > 0 sdo simétricas em relagdo as curvas
indicadas.
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Ims
ws/2

ws/4
ws/8

0

/R

Res

238
Imz
1 =
Wy, = ws/2 wn = ws/4
Wp = ws/8
0 Rez
-1

Figura 25.6: Freqliéncia natural constante.
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Aula 26

Introducdo ao Controle Digital

Amostragem de sistemas continuos
Diagramas de blocos
Especificacfes de desempenho

Amostragem de sistemas continuos

1. Considere o sistema de controle com implementacdo digital ilustrado na Figura
26.1. O objetivo central ao abordar esse tipo de sistema é determinar a fungdo de
transferéncia discreta C'(z), que exerce a funcdo de controlador digital, de forma
que as especificacbes de desempenho para o sistema em malha fechada sejam aten-
didas. (Uma vez determinada a fung¢do C(z), podemos obter a equagao a diferencas
associada e implementa-la usando uma linguagem de programacado que suporte
aplicacGes em tempo real.) Como a planta a ser controlada € descrita por uma
funcdo de transferéncia em s, com entrada e saida no tempo continuo ¢, torna-se
conveniente amostra-la e em seguida obter sua funcdo de transferéncia discreta.

w(t)
r(k) + _ é(k) u(k u(t y(t)
) Controlador ) DIA " Planta
- Digital
Clock
(k)

A/D Sensor —

v(t)

Figura 26.1: Sistema de controle com implementacdo digital.
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2. Uma representacdo amostrada da planta sera obtida a partir das seguintes hipo-
teses:

Realimentagdo unitaria: um eventual ganho na malha de realimentacao é incor-
porado a planta ou ao controlador;

Conversdo D/A: o conversor D/A converte o sinal digital em analdgico usando
um segurador de ordem zero (SOZ);

Conversao A/D: o tempo de amostragem — ndo confundir com periodo — e o nivel
de quantizacdo do sinal anal6gico sdo suficientemente pequenos para que a
saida do conversor A/D possa ser aproximada por y(k7"), a saida da planta
notempo t = k7.

3. O objetivo passa a ser determinar a fungdo de transferéncia entre u(k7T") e y(kT),
dada a func@o de transferéncia continua da planta, P(s), como ilustra a Figura 26.2.

YD o 1 by ap | YD)

Figura 26.2: Diagrama para obtencdo de P(z).

A funcdo de transferéncia discreta desejada é obtida supondo-se que a entrada
u(kT") & um pulso initario: w(k7) = 1 parak = 0 e u(kT) = 0 para k # 0.
A saida do conversor D/A para uma entrada deste tipo & como ilustrada na Figura
26.3.

0 T 2T t

Figura 26.3: Resposta do conversor D/A ao pulso unitario.

4. A resposta do conversor D/A ao pulso unitario pode ser expressa como 1(¢) —
1(t—T), onde 1(t) denota a func&o degrau unitario (continua). A resposta de P(s)
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a esta entrada particular é

Y(s) = P(s) E—esﬂ
= a.—e—Tﬂflfl

S
Por definicdo, a funcdo de transferéncia de u(kT') para y(kT') é a transformada
Z da resposta ao pulso unitario:
P(z) = Z[y(kT)],

onde y(kT) = y(t)|s=r (amostragem) e y(t) = L[V (s)]. Usaremos a notagdo

S

P(z)=2 [(1 - e—TS)P(ﬂ

para representar o processo de anti-transformar Y (s) = (1 — e~7%)P(s)/s para
obter y(¢), amostrar y(t) para obter y(kT") e calcular a transformada Z de y(kT")
(a resposta ao pulso unitario do sistema) para obter P(z). Como e~ representa
um atraso de T s, verifica-se que

5. Na prética a func@o de transferéncia discreta P(z) & obtida com o auxilio de
uma tabela de transformadas através do seguinte procedimento: dado P(s),

1. Expanda P(s)/s em fracdes parciais, de tal forma que os termos individuais
da expansdo aparegam na tabela de transformadas;

2. Usando a tabela, encontre as transformadas Z dos termos individuais deter-
minados no item 1;

3. Multiplique a soma dos termos em = determinados no item 2 por (1 — z—1).
O resultado é a funcdo de transferéncia discreta P(z).

6. Exemplo. Considere

Entdo
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Note que

S

£ [@} = 1(t) — e (1),

A resposta amostrada seria 1(kT) — e~?*T'1(kT'). A fungdo de transferéncia dis-
creta correspondente &

P(z) = (1-z7HZ [P@}

O sistema descrito por P(z) € estavel do ponto de vista entrada-saida se a > 0,
pois neste caso 0 < e~ 7 < 1.

7. Exemplo. Considere

a
Ps) = (s+a)?
Entédo
P(s)  d?
s s(s+a)?
e

(z—1)(z —c)? ’

onde ¢ = e~ A func3o de transferéncia discreta é dada por

na - ()2 [22)
z(1—c—acT)+c® — c+ acT]
(z—0)? '

= {P(s)] _ 2[e(1 —c—acT) + c? — ¢+ acT]

O sistema descrito por P(z) € estavel do ponto de vista entrada-saida se a > 0,
pois neste caso 0 < ¢ < 1.
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Diagramas de blocos

7. Uma vez determinada a funcdo de transferéncia discreta associada a planta a
ser controlada, o sistema de controle em malha fechada pode ser representado de
forma equivalente como ilustrado na Figura 26.4. (Eventuais dist(rbios agindo na
planta e no sensor ndo estdo explicitamente representados.)

e(k) u(k) y(k)
) C(2) P(z)

Figura 26.4: Diagrama de blocos equivalente.

8. As regras para manipulagdo e simplificacdo de diagramas de blocos descritos
por fungdes de transferéncia na variavel complexa z sdo rigorosamente as mesmas
utilizadas para diagramas descritos na variavel s. Em particular, tendo em vista
o diagrama de blocos da Figura 26.4, a funcao de transferéncia de malha fechada
entre a entrada de referéncia (k) e a saida da planta y(k) é dada por

Y(z) _ _C()P(z)

&) = Re) “ T3 00PE)"

A equacdo caracteristica do sistema discreto é
1+ C(2)P(z) =0

e C'(z)P(z) € o ganho de malha associado. O erro de rastreio do sinal de referéncia
pode ser determinado através de
R(z)

B EErE)

Especificacdes de desempenho

9. Como no caso continuo, a primeira especificacdo de desempenho a ser atendida,
sem a qual nenhuma das outras é possivel, & que o sistema de controle em malha
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fechada seja estavel. Se representarmos a funcao de transferéncia de malha fechada
na forma
T(z) = Nr(z) _ No(z)Np(2)

Dr(2)  D¢(2)Dp(z) + No(2)Np(z)’
onde N’ e "D’ denotam numerador e denominador das func@es de transferéncia
envolvidas, e assumirmos que Nr(s) = 0 e Dr(s) = 0 ndo possuem raizes co-
muns, entdo os zeros e os polos de T'(z) sdo as raizes de N¢(z)Np(z) = 0 e
D¢ (z)Dp(z) + No(2)Np(z) = 0, respectivamente. Para garantir a estabilidade
do sistema discreto em malha fechada devemos selecionar um controlador C(z) tal
que todas as raizes de

DT(Z) = D0<Z)DP(Z) + Nc(Z)Np(Z) =0

tenham médulos estritamente menores do que 1.

10. Assumindo que C(z) é tal que o sistema em malha fechada seja estével,
podemos passar a caracterizar os erros de regime do sistema para determinadas
entradas-padrdo. Supondo que exista, isto &, seja finito, o erro de regime para uma
dada entrada (k) é calculado através do Teorema do Valor Final relativo a sinais
discretos no tempo:

- - R(z)
ERT BERT _ 1 1 _ 1
e(o0) = lim e(k) = lim(1—2")B(z) = Im(1 =27 ) =75
Em analogia com o caso de sistemas continuos no tempo, dizemos que 0 Sis-
tema discreto no tempo é do Tipo N se a funcgdo de transferéncia de malha aberta
C(z)P(z) possui N p6losem z = 1.

12. Resposta ao degrau unitario. A funcdo degrau unitario discreta é definida por
r(kT) = 1parak =0,1,2,.... Como sua transformada Z é R(z) = z/(z — 1), 0
erro de regime para essa entrada é

z
. _ R(z) . z—1 1
_ -1 _ z
ca = Im(l == )50 P iﬂ( 2 ) 11 C(2)P(2)
1
= 1'
11+ C(2)P(2)
_ 1
14k

onde, como no caso continuo,

ky, = lim C(2)P(z)

z—1
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€ a constante de posicéo do sistema. Se NV = 0 (nenhum polo em z = 1), entéo k&,
& uma constante, assim como e;. Se N > 1,entdo k, = co e eg = 0.

13. Resposta a rampa unitaria. A fung¢do rampa unitéaria discreta é definida por
r(kT) = kT parak = 0,1,2,.... Suatransformada Z é R(z) = Tz/(z — 1)%; 0
erro de regime do sistema para essa entrada é

Tz
L - R(z) — lim z—1 (z—1)2
= im0~ iragrm = () meare
. T
- MG DI+ cePE)
1
- L

e de forma similar DOl P
o = tiy &= DCEPE)

¢ a constante de velocidade do sistema. Se NV = 0, entdo k, = 0 e e, = oo. Se
N = 1, entdo k, & uma constante, assim como e,. Se N > 2, obtém-se k, = oo
e e, = 0. O procedimento pode ser estendido para entradas de ordens maiores.
Genericamente, para que o erro de regime relativo a uma entrada de ordem n seja
nulo é necessario que o ganho de malha C'(z) P(z) possua pelo menos n polos em
z =1

14. Uma técnica frequentemente empregada no projeto de sistemas de controle
consiste em selecionar uma fungdo de transferéncia para o controlador de forma
gue o sistema em malha fechada possua um par de pbélos dominantes comple-
xo0s conjulgados. A técnica é motivada pelo fato de sabermos expressar indices
de desempenho tipicos da resposta ao degrau de um sistema de segunda ordem,
como maxima sobre-elevagdo percentual, M, tempo de subida, ¢,, e tempo de
acomodacao, ¢, em termos de fator de amortecimento, &, e freqiiéncia natural, w,,.
Especificamente, a maxima sobre-elevagao percentual é dada por

M, = e $"/V1=8 5100, (0<¢<1)

o0 tempo de subida, necessario para que a resposta va de 10% a 90% do valor de
regime, por
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e 0 tempo de acomodacdo da resposta numa faixa de 2% do valor de regime, por
4
ts =

= e

15. A partir do mapeamento plano s — plano z, fung¢@o do periodo de amostragem
do sistema, T, & possivel associar pontos no plano z com as caracteristicas deseja-
das de resposta em termos de M, t, e ;. Suponha por exemplo que M,, ¢, € ts
sejam, respectivamente, os valores maximos admitidos para sobre-elevagcao, tempo
de subida e tempo de acomodagdo do sistema, e que se deseja determinar a regido
do plano z correspondente. As especificag@es sdo atendidas com ¢ > £, onde £ é
tal que M, = M,,
1.8  _ _
wp > —=w, €& (w,>=—=20.
T S

No circulo unitario do plano z, ao valor ¢ corresponde uma curva de fator de
amortecimento constante. Qualquer ponto entre essa curva e o eixo real satisfaz a
especificacdo de maxima sobre-elevacdo. Pontos no circulo unitario a esquerda da
curva correspondente a ,, satisfazem a especificacdo de tempo de subida. Como
T & conhecido, é possivel determinar a curva de frequiéncia natural constante asso-
ciada. A regido no circulo unitario correspondente ¢ < —a & um circulo interno
de raio r = e~ 7T, A trés especificagdes de desempenho serdo simultaneamente
atendidas escolhendo-se pélos na regido hachurada da Figura 26.5.

Res

Figura 26.5: Regido para alocacdo de polos no plano z.
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Aula 27

Introducdo ao Controle Digital

Projeto via discretizagdo
Projeto via emulagdo
Projeto via Lugar das Raizes

Projeto via discretizacao

1. Dada a planta a ser controlada, formuladas as especificacdes a serem atendi-
das pelo sistema de controle em malha fechada e definido que a implementacéo
do sistema sera na forma de controle digital, resta determinar a func&o de trans-
feréncia discreta (isto &, os pardmetros) do controlador. Existem basicamente trés
enfoques para o projeto de controladores discretos. O primeiro pode ser denomi-
nado de projeto via discretizacdo. O procedimento neste caso é simples: através
de uma técnica adequada de projeto, obtém-se um controlador continuo que atenda
as especificacdes de desempenho formuladas. Em seguida o controlador continuo
é aproximado por um controlador discreto através de um dos varios métodos de
integracdo disponiveis.

2. O método mais indicado para discretizacdo de controladores continuos é o da
integracdo trapezoidal ou método de Tustin. Consiste em, obtida a funcdo de
transferéncia continua C|(s), calcular

Clz)=C(s)| 2,-1,
szfz—l—l

onde T' é o periodo de amostragem do sistema. Exemplo: suponha que os ga-
nhos do controlador proporcional-integral C(s) = kp + kr/s foram determinados
de forma a atender certas especificacdes de desempenho. O controlador discreto

correspondente seria
k
C(z) = (kp + f)
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Projeto via emulacéo

3. No projeto de controladores por emulagdo utiliza-se a relagdio z = e*7 entre
pontos nos planos s e z para mapear o controlador continuo C'(s) num controlador
discreto C'(z). As regras bésicas deste mapeamento s&o as seguintes:

Polos: Os polos de C(s) sdo mapeados em polos de C(z) através de z = 7. Se
C(s) possui um poloem s = —a+jb, entdo C(z) tera um poloem z = pe?,
onde p=eT e =bT;

Zeros finitos: Os zeros finitos de C(s) sdo mapeados em zeros finitos de C'(z)
através de z = e*”. Aplica-se a mesma regra utilizada para polos;

Zeros no infinito: Os zeros de C'(s) no infinito sdo mapeados em zeros de C(z)
no ponto z = —1;

Ganho: O ganho de C(z) é igualado ao ganho de C(s) numa frequéncia de
interesse. Na freqliéncia s = 0, para a igualdade de valores DC, caso estes
sejam finitos, teriamos

4. Exemplo. Considere novamente o controlador proporcional-integral

C(S) _ k‘P n % _ kp(s +Sk[/]€p)’

que possui um zero em s = —ky/kp, um polo em s = 0 e ganho DC & infinito. O
controlador emulado seria

kp (2: _ e—kIT/kP))

z—1

C(z) =

Como exemplo adicional, o controlador continuo C(s) = a/(s + a) possui um
zero no infinito, um p6lo em s = —a e ganho DC igual a 1. O controlador discreto

seria
1(z4+1)(1 —e9T)
2 z—eaT ’

C(z) =

5. Tanto os controladores discretos obtidos através do método de Tustin quanto
o0s obtidos por emulagdo de controladores continuos apresentam bom desempenho



EA721/PAULO VALENTE/UNICAMP 249

desde que o periodo de amostragem do sistema seja suficientemente pequeno. Re-
querem verificacdo a posteriori para se saber se as especificacBes de desempenho
formuladas foram de fato atendidas. O método baseado em emulagdo geralmente
envolve menos operacgdes algébricas do que o método de Tustin.

6. O terceiro enfoque para o projeto de controladores discretos ndo envolve qual-
quer tipo de aproximagao de controladores continuos. Definido o periodo de amos-
tragem do sistema, o projeto pode ser inteiramente desenvolvido no plano z, asso-
ciando-se especificacdes a regides adequadas do circulo unitéario, o que garante a
priori o atendimento das especifica¢cdes. Técnicas ja conhecidas para o projeto de
controladores continuos, como as baseadas no Lugar das Raizes do sistema em
malha fechada podem ser utilizadas. O controlador resultante € ainda dependente
do periodo de amostragem do sistema, mas ao contrario dos dois métodos anterio-
res, nao é necessario que o periodo empregado na amostragem seja muito pequeno.

Projeto via Lugar das Raizes

7. Como a equagao caracteristica do sistema discreto em malha fechada é
1+C(2)P(z) =0,

e ndo existe nenhuma diferenca pratica entre "2’ e ’s’, as regras de contru¢do do Lu-
gar das Raizes sdo rigorosamente as mesmas ja utilizadas para projetos no dominio
da transformada de Laplace. As varias etapas do projeto de controladores discretos
através do Lugar das Raizes serdo ilustradas por meio de um exemplo.

Exemplo Dada a funcdo de trasnferéncia da planta a ser controlada,
1
P(s)

~ 5(10s + 1)’
obter C(z) via Lugar das Raizes, de tal forma que k,, > 1, M, < 16%et, < 10s.
O primeiro passo é encontrar a fungdo de transferéncia discreta da planta:

P(z) = (1-271)2 [P<S>]

S

0.0484(z 4 0.9672)
(z—1)(z — 0.9048)

O LR da equagéo caracteristica 1 + C(z)P(z) = 0 relativo a C'(z) = k
(compensagdo estatica) encontra-se ilustrado na Figura 27.1. Observe que o grafico
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€ 0 mesmo que seria obtido ao se substituir z por s na funcéo de transferéncia P(z).
Entretanto a analise de estabilidade muda: o sistema torna-se instavel quando os
ramos abandonam o circulo unitario. Através dos recursos graficos do MATLAB
podemos determinar 0 ganho critico como sendo k. = 2.32.

2

Imag Axis
°

L L I L L
4 -3 -2 -1 0 1 2
Real Axis

Figura 27.1: Lugar das Raizes — compensacdo estatica.

Compensagdo estatica. A constante de velocidade do sistema é

(z = 1)C(z)P(z)

k, = l:n% T , (T'=1s)
_ 0.048374k(1+0.9672) _

(1—0.9048)

Qualquer valor 1 < k < 2.32 atende a especificacdo k£, > 1. Mas para que
M, < 16%, €& necessario que £ > 0.5, e 0 LR cruza a curva £ = 0.5 quando
k = 0.08, aproximadamente. Logo, as especifica¢bes k, > 1 e M, < 16% nédo
podem ser simultaneamente atendidas. Além disso, a regido correspondente no
plano z a { > 0.5 (M, < 16%) e w, > 1 (ts < 10 seg) & o circulo de raio

r=e ol = 705X = 0,6065.

Os ramos do LR tangenciam um circulo de raio 0.95, aproximadamente. A especi-
ficagdo t; < 10 s também ndo pode ser atendida.
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051

0.4

031

021

011

Imag Axis
o

=011

—02F

=031

-0.41-

s

L L L L L L L
0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 12
Real Axis

Figura 27.2: Analise da especificagdo s < 10 s.

Compensacao dindmica. Uma tentativa inicial & feita com o compensador dindmico

z — 0.9048

Y i
Ci(z) = 6.64 s,

obtido pelo método de emulagdo (7" = 1 s) aplicado ao compensador continuo

B 10s + 1

Cl)=—71

9

que atende as especificacbes de desempenho.

Root Locus Design

15F

05-

Imag Axes

I I I I I )
5 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis

Figura 27.3: Lugar das Raizes — compensador C' (z).
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O LR associado a C'y (=) encontra-se ilustrado na Figura 27.3. Com k = 6.64
a constante de velocidade &

(z = 1)C1(2) P(2)

k, = lim
z—1 T
1+ 0.9672
— 6.64 % 0.048374 ——212 4
% 1-03679

os pblos apresentam & = 0.2, mas 0s ramos tangenciam um circulo de raio ~ 0.65
ndo atendendo a especificagao ¢, < 10 s. O compensador tera de ser modificado.
Uma possibilidade & mover o zero e o polo de C(z) para a esquerda e ajustar o
ganho k. Na Figura 27.4, apenas o0 p6lo é deslocado, para z = 0.05.

Imag Axes
°

L L L L I )
5 -4 -3 -2 -1 0 1
Real Axis

Figura 27.4: Deslocamento do pblo do compensador para z = 0.05.

Os polos de malha fechada,
z =0.3644 £ j0.4774,

correspondema s = (1/7) Inz = —0.5099 + 50.9188, resultandoem { = 0.49 e
wn, = 1.05 como desejado. Entretanto,

140.9672
k, = 6.64 .048374 ——— = 0.66.
» = 6.64 x 0.04837 10,05 0.66
O valor de k, tende a aumentar ao se mover o zero de C;(z) para a esquerda.
Assuma que o zero é deslocado para 0.8, resultando no controlador

z—0.80

—6.64 2
Ca(z) = 6.64 —or
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A Figura 27.5 ilustra o LR associado a C(z). A nova constante de velocidade
é
(1-0.8)(14+0.9672)
(1 —10.05)(1 —0.9048)

e portanto a especificacdo k, > 1 é atendida.

ky, = 6.64 x 0.048374 = 1.40,

151

0.5

Imag Axes

—051

-15 L L L L L T L I L ,
-4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1
Real Axis

Figura 27.5: Lugar das Raizes — compensador C(z).

A resposta do sistema ao degrau unitario é representada na Figura 27.6. Os
polos de malha fechada sdo z; » = 0.4410 £ j0.4431 e z3 = 0.7516, além do zero
em z = 0.80. Os pblos complexos se traduzem em £ = 0.51 e w,, = 0.91, 0 que
em tese levaria a M, < 16% e ¢, < 10 s, aproximadamente.

Step Response
From: U(1)
T

Amplitude

Time (sec.)

Figura 27.6: Resposta ao degrau unitario — compensador Cz(z).
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Note entretanto que este seria 0 comportamento para um sistema de segunda
ordem sem zeros ! A presenca do zero em z = 0.80 diminui 0 amortecimento,
aumentando a maxima sobre-elevagéo (M), ~ 33%). A presenca do polo em z =
0.75 torna a resposta mais lenta, aumentando o tempo de acomodagdo (¢s; ~ 14
s). O efeito do zero pode ser minimizado movendo-o para proximo do p6lo em
z = 0.9048, mas isto diminuiria K. Apbs um processo de tentativa-e-erro chega-
se a0 compensador
z—0.89
2+ 0.50°
que efetivamente atende as especificagBes de desempenho formuladas. As Figuras
29.7 e 29.8 ilustram o Lugar das Raizes e a resposta do sistema ao degrau unitario,
respectivamente, referentes ao compensador C3(z).

03(2) =13

Root Locus Design
15

Imag Axes
°

15 L L L L L L L L ,
-4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05 1

Amplitude

Figura 27.8: Resposta ao degrau unitario — compensador C3(z).
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Aula #

Pequena Historia da Realimentacao

1. Realimentacdo & um principio fundamental na Natureza. A vida na Terra se
tornou possivel porque durante o processo evolutivo foram desenvolvidos mecanis-
mos de realimentag¢ao em seres vivos. O proprio corpo humano & um repositério de
sistemas realimentados. Parte do sistema de controle de temperatura do corpo hu-
mano, o sistema de transpiracdo, & um exemplo de sistema realimentado. Quando a
temperatura ambiente torna-se mais elevada do que a temperatura normal da pele,
as glandulas sudoriparas secretam fortemente, induzindo o resfriamento da pele
através de evaporacdo. O controle da pressao arterial, isto &, o controle da pressao
em vasos sangiiineos, é outro exemplo de sistema realimentado no corpo humano.

2. O interesse maior neste curso & por sistemas realimentados artificiais, in-
troduzidos pelo ser humano por razBes econdmicas, principalmente. A seguir
apresenta-se um pequeno historico do desenvolvimento tecnol6gico do principio
da realimentaco. E interessante observar que os componentes basicos do controle
em malha fechada estdo presentes desde os mecanismos mais primitivos. A natu-
reza intuitiva e a eficacia desses mecanismos na auséncia de modelos matematicos
sdo evidéncias da potencialidade do principio da realimentacao.

Periodo primitivo: Até 1900

Século 3 AC. Registros mais antigos sobre o emprego tecnol6gico da realimen-
tacdo. Obra de Vitruvius descreve reldgios a agua atribuidos a Ktesibios, nos quais
valvulas flutuantes eram utilizadas para regular os niveis dos reservatorios d’agua
utilizados;

Século 1 DC. Na obra Pneumatica, Heron de Alexandria descreve uma série de
sistemas mecanicos baseados em realimentac&o para regulacdo de nivel (agua, vi-
nho, 6leo). O conhecimento sobre realimenta¢do no Periodo Helénico é preservado
na Cultura Islamica, redescoberta no Ocidente no final do Renascimento;

1634. O regulador de temperatura de C. Drebbel & o primeiro sistema reali-
mentado inventado na Europa moderna independentemente de modelos da An-
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tiglidade. A temperatura na cdmara de Drebbel era regulada a partir das proprie-
dades de expansdo e contra¢ao de substancias quimicas (alcool e mercirio);

1745. E. Lee patenteia um sistema baseado em realimentacdo chamado de pas-
de-cauda (fantails) para moinhos movidos pelo vento. As pas-de-cauda eram mon-
tadas em angulo reto com as pas principais do moinho, produzindo a regulagdo
necessaria para manter as pas principais orientadas na dire¢do do vento;

1783. Bonnemain desenvolve sistemas de controle de temperatura a partir de sen-
sores e atuadores baseados na expansao diferencial de diferentes metais. Durante
0 século 19, uma grande variedade de dispositivos termostaticos sao desenvolvidos
e comercializados;

1787. T. Mead patenteia um dispositivo que ligava um regulador centrifugo a
um mecanismo que variava as areas das pas principais de um moinho expostas
ao vento de acordo com a velocidade desejada, compensando assim variagfes na
velocidade do vento (distlrbios);

1789. J. Watt, que na mesma época havia desenvolvido uma maquina a vapor
para produzir movimento de rotacdo, toma conhecimento do regulador centrifugo
e 0 adapta para regular a velocidade de rotacdao da maquina.

3. Nos setenta anos seguintes a introducao do regulador de Watt, milhares de pa-
tentes sobre reguladores de velocidade sdo registradas. A maioria dos dispositivos
propostos buscava eliminar problemas no funcionamento do regulador, como erro
de regime (offset), devido a sua inerente acdo proporcional, e problemas causados
pela instabilidade do dispositivo, relatados desde a sua introducgdo. O regulador de
Watt havia adquirido grande importancia comercial e motivava grandes cientistas,
como J. C. Maxwell.

1868. J. C. Maxwell publica On Governors, no qual descreve como obter as
equacdes diferenciais lineares para varios tipos de reguladores existentes. Mostra
ainda que para sistemas de segunda, terceira e quarta ordens, a analise dos coefici-
entes das equacdes diferenciais permitia determinar a estabilidade do sistema;

1877. E. J. Routh publica Stability of Motion, no qual exp8e o que hoje se co-
nhece como critério de Routh-Hurwitz. Naquele tempo se sabia que a esta-
bilidade de um sistema dinamico era determinada pela localizagdo das raizes da
sua equagao caracteristica. Routh introduziu um método simples para localizar as
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raizes de um polinémio qualquer relativamente ao eixo imaginario do plano com-
plexo.

4. A maioria das invencdes e aplicagOes desse periodo envolvia atividades basicas
como controle de temperatura, pressao, nivel e velocidade de rotagcdo de maquinas.
Do desenvolvimento da ind(stria naval, motivado pela necessidade de navios e
canhdes cada vez maiores, e da introduc@o de novas armas como torpedos, resul-
taram aplicac@es de sistemas pneumaticos de poténcia para operar mecanismos de
controle de posi¢do. O termo servomecanismo deriva de moteur asservi, surgido
na Franga no contexto dos sistemas de controle de posicao.

Periodo pré-classico: 1900-1935

5. Do aumento da compreensdo sobre eletricidade e seus usos surgiram novas
aplicacOes para o controle por realimentacdo. Nas duas primeiras décadas do
século XX, surgiram controladores para regular tensao, corrente e freqiiéncia. Ou-
tras aplicacdes incluiam: controle de caldeiras para geracdo de vapor, controle
de velocidade de motores elétricos, controle de sistemas de guiagem de navios e
avides, e controle de temperatura, pressdo e vazao em indUstrias quimicas. A me-
dida que sistemas de controle eram cada vez mais utilizados, alguns problemas
importantes tornaram-se evidentes: falta de conhecimento teérico sobre o funcio-
namento dos controladores, dificuldades na abordagem de problemas devido a falta
de padronizacdo, inexisténcia de métodos simples de analise e projeto.

1922. N. Minorsky apresenta uma analise clara do controle envolvido em siste-
mas de controle de posi¢do e formula a lei de controle hoje conhecida como PID
(Proporcional, Integral, Derivativa), na qual teria chegado observando a maneira
como timoneiros pilotam navios. O trabalho de Minorsky teve pouco impacto, a
época, devido a inexisténcia de amplificadores adequados para converter sinais de
baixa poténcia, correspondentes aos sinais medidos, em sinais de poténcia sufici-
ente para fins de atuacéo;

1927. Atransmissao de sinais telefénicos a longas distancias exigia amplificacdes
eletrdnicas, mas a distor¢cdo introduzida pelos amplificadores limitava o nimero de
repetidores que poderiam ser colocados em série, e portanto a distancia atingida.
H. S. Black percebe que a distor¢cdo poderia ser eliminada se se pudesse amplificar
sinais com ganhos precisos, 0 que obtém através da realimentacdo negativa da saida
do amplificador. Ganhos precisos numa faixa de freqiiéncia maior - maior largura
de banda - tornaram possivel a expansao do trafego nas linha de transmissao;
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1930. C.E. Mason desenvolve o equivalente pneumatico do amplificador de Black,
realimentando negativamente parte do movimento da saida de um amplificador
pneumatico. A realimentacdo linearizava o funcionamento da valvula de atuagao
conectada ao amplificador. Além da ac@o proporcional viabilizada pela realimen-
tacdo negativa da saida, 0 esquema proposto por Mason permitia a incorporagéo de
acdo integral no sistema;

1932. H. Nyquist publica Regeneration Theory, no qual desenvolve uma teoria
de estabilidade que considera ganhos e defasamentos dependentes da freqiiéncia,
levando ao que hoje se conhece como critério de Nyquist para estabilidade, e
dando origem a um método para analise e projeto de sistemas de controle base-
ado na combinacdo de dados computaveis e dados experimentais, a resposta em
freqliéncia do sistema.

Periodo classico: 1935-1950

6. Um dos principais problemas praticos no comeco deste periodo era ampliar a
largura de banda dos sistemas de comunicacdes e ainda assim obter boas carac-
teristicas de resposta em frequiéncia. Idealmente buscava-se um amplificador com
ganho constante numa grande faixa de freqiiéncias, rapida atenuacdo fora da faixa
e pequeno atraso de fase. Numa linha mais tetrica, H. L. Hazen e G. S. Brown,
que utilizavam métodos baseados no dominio do tempo (equagdes diferenciais),
comecgaram a desenvolver o uso de diagramas de blocos e a empregar um analisa-
dor diferencial (pequeno computador anal6gico, mecanico) para simular sistemas
de controle.

1940. H. Bode evidencia a relagdo entre uma dada caracteristica de atenuagdo
e 0 defasamento minimo associado. Adota o ponto (—1,0) como ponto critico
para analise de estabilidade - Nyquist utilizava (+1, 0) - e introduz os conceitos de
margem de fase, margem de ganho e de limitacdo de largura de banda;

1942. Avancos na area de controladores pneumaticos tornavam agora possivel
construir controladores PID’s com ganhos ajustaveis. J. G. Ziegler e N. B. Nichols
publicam artigos descrevendo como obter ajustes dtimos para controladores Pl e
PID, as chamadas regras de sintonia de Ziegler-Nichols.

7. O inicio da Segunda Guerra Mundial desviou os esforgos na area de sistemas de
controle para problemas especificos. O mais importante era o de posicionamente
de armas antiaéreas, que envolvia detetar a posi¢do de uma aeronave, calcular sua
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posicdo futura e controlar precisamente 0 movimento da arma. Para resolver efi-
cientemente o problema - as aeronaves de combate tornavam-se cada vez mais
rapidas - um sistema automatico de rastreamento via radar foi diretamente co-
nectado ao controle de tiro. A solugcdo envolvia diferentes sistemas, mecanicos
e eletro-eletrdnicos, e explorava as melhores caracteristicas dos enfoques centra-
dos nos dominios do tempo (sistemas mecanicos) e da freqiiéncia (sistemas eletro-
eletrdnicos).

1943. A. C. Hall mostra que adotando-se uma abordagem por transformada de
Laplace, sistemas mecanicos e elétricos representados em diagramas de blocos
podem ser substituidos por fungbes de transferéncia. Hall introduz ainda o uso
dos circulos M e N, que permitem estimar a constante de tempo dominante do
sistema;

1947. N. B. Nichols introduz uma técnica grafica para obter o ganho e a fase de
um sistema em malha fechada a partir do grafico ganho logaritmico versus fase do
sistema em malha aberta parametrizado pela freqliéncia. A técnica é hoje conhe-
cida como carta de Nichols;

1948. W. R. Evans introduz um método grafico para a analise de sistemas de con-
trole, através do qual & possivel investigar o comportamento das raizes da equacdo
caracteristica do sistema quando um determinado pardmetro presente na equagao
varia. O chamado lugar das raizes (root locus) de Evans permite relacionar a
variagao do parametro a variacdo do comportamento temporal do sistema.

Periodo moderno: Apo6s 1950

8. No comeco da década de 1950, as inovagOes do periodo classico estavam con-
solidadas. As técnicas classicas permitiam tratar sistemas dindmicos lineares, in-
variantes no tempo, e monovariaveis, isto &, sistemas representados por equagdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes e apenas uma entrada e uma saida.
Técnicas baseadas em resposta em freqiiéncia (Nyquist, Bode, Nichols) traduziam
0 comportamento desejado em termos de largura de banda, ressonancia e margens
de ganho e de fase, sendo essencialmente graficas. Técnicas baseadas em resposta
temporal (solucéo de equacdes diferenciais via transformada de Laplace) expressa-
vam desempenho em termos de tempo de subida, sobre-elevacao, erro de regime
e amortecimento.

9. As inovagOes introduzidas ap6s 1950 visam eliminar restricdes das técnicas
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do periodo classico. Sistemas reais sao geralmente multivariaveis, variantes no
tempo, nao-lineares e estdo sujeitos a ruidos e incertezas. Além disso, motivado
por algumas aplicagBes do pbs-guerra na area da pesquisa aeroespacial, o enfoque
passou de apenas obter um controle estabilizante para obter um controle 6timo, no
sentido da otimizagdo de um indice de desempenho. Uma aplicagéo tipica era a
interceptacdo de misseis em tempo minimo (indice de desempenho). As técnicas
de controle 6timo utilizam a chamada abordagem no espago de estados, segundo
a qual uma equacdo diferencial de ordem n & reescrita como um conjunto de n
equacdes diferenciais de primeira ordem, cada uma delas representando a evolugdo
de um estado do sistema. O computador analbgico, no qual cada estado podia ser
representado por um integrador, e a introducdo do computador digital em meados
da década de 1950, foram decisivos para o desenvolvimento dos métodos baseados
em controle 6timo.

1956. L. S. Pontryagin estabelece as bases da teoria matematica do controle
6timo ao formular um conjunto de condi¢cBes algébricas e diferenciais, conhecido
como Principio do Maximo, a serem satisfeitas por leis de controle 6timas em
problemas nos quais as variaveis de controle encontram-se limitadas;

1957. R. Bellman formula o Principio da Otimalidade e chega a uma técnica de
resolucdo de problemas de controle 6timo denominada Programacao Dinamica,
através da qual problemas de controle 6timo bastante gerais podem ser subdividi-
dos e resolvidos em estagios;

1960. R. E. Kalman evidencia a relacdo de dualidade existente entre controle e
filtragem - a obtencdo do estado real da planta através de medidas ruidosas - mul-
tivariaveis e introduz o indice de desempenho quadratico, através do qual obtém
um procedimento de sintese de controladores para sistemas lineares multivariaveis
baseado na realimentacao linear das variaveis de estado da planta. O regulador
proposto por Kalman foi mais tarde denominado (por M. Athans) de LOR - Regu-
lador Linear-Quadratico.

10. Kalman também introduziu os conceitos de controlabilidade e observabili-
dade, que combinados a idéia de controle modal proposta por H. H. Rosenbrock,
deram origem a inimeros trabalhos na linha de controle por alocagdo de pélos.
O chamado filtro de Kalman-Bucy (em referéncia a cooperacdo com R. Bucy) é
uma extensdo (para sistemas variantes no tempo) do trabalho sobre filtragem 6tima
realizado por N. Wiener na década de 1940. Os ganhos do LQE - Estimador
Linear-Quadratico, como também viria ser conhecido, sdo obtidos de forma si-
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milar a utilizada no LQR. Mais tarde mostrou-se que se os distUrbios nos estados e
nas medidas fossem do tipo ruido branco Gaussiano, a realimentagdo dos estados
estimados pelo LQE com os ganhos fornecidos pelo LQR levava a minimizagao do
valor esperado do indice de desempenho quadratico, um principio de separagcao
entre controle e filtragem que simplifica enormemente a sintese dos controladores
otimos do tipo LQG - Linear Quadratico Gaussiano, como ficaram conhecidos.
Navegacao e guiagem de veiculos espaciais (as missdes Apollo, em particular) es-
tiveram entre as primeiras aplica¢des de controladores LQG’s.

11. Até aproximadamente o comeco da década de 1980, as abordagens baseadas
em espaco de estados foram predominantes em relagcdo as baseadas em métodos
freqliénciais, mas ndo satisfizeram plenamente as expectativas criadas em torno
da sua capacidade de lidar com incertezas, que é a razdo central para se utilizar
sistemas realimentados. A abordagem por espaco de estados pressupde modelos
matematicos precisos da planta e dos demais elementos presentes na malha de
controle, nem sempre disponiveis ou mesmo passiveis de obtencdo em aplicacdes
industriais importantes. A revalorizag¢do da abordagem freqiiéncial havida nas duas
Gltimas décadas do Século XX deriva da constatagao de que incertezas parecem ser
melhor tratadas no dominio da freqiiéncia e de avangos na aplicacdo de técnicas
como analise funcional em teoria de controle.

12. O enorme progresso da area de sistemas de controle ndo seria possivel sem a
introducdo do computador digital. Computadores digitais passaram a fazer parte do
controle de processos em indUstrias quimicas, sider(rgicas e de gera¢do de ener-
gia no final da década de 1950. No comecgo tinham funcdes apenas de super-
visao e monitoramento, auxiliando na obten¢do de condi¢Bes 6timas de operagao,
emissdo de relatorios de producdo e consumo de matéria-prima. O descompasso
entre a teoria e a pratica envolvidas em controle de processos estimulou o desenvol-
vimento de areas como identificagdo de sistemas, controle adaptativo e projeto
de reguladores auto-ajustaveis.

13. A partir de 1962 os computadores digitais passaram a responder pelo con-
trole digital direto de processos, substituindo instrumentag@es analbgicas de con-
trole. Baixo custo por malha de controle, simplicidade e flexibilidade tornaram
0s computadores digitais atrativos, especialmente para indistrias de grande porte
gue podiam arcar com os elevados custos iniciais de aquisicdo de computadores.
Com o aparecimento do microcomputador em 1972, o custo da computacéo di-
gital passa a cair continuamente e novas aplicagdes sao exploradas. Equipamentos
como o controlador de malha (single-loop) passam a fazer parte da maioria das
instalac@es industriais. Sistemas para seqilenciamento de operagOes (partida, che-
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gada e intertravamento) baseados em logica de relé sdo progressivamente subs-
tituidos por controladores logicos programaveis (programmable logic control-
lers, PLC’s).

14. Hoje em dia, praticamente todos os sistemas de controle sdo baseados em
controle digital. Aplicacdes vao desde geracdo e distribuicdo de energia elétrica,
controle de processos, manufatura e transporte, até produtos de consumo de massa,
como eletrbnica automotiva e aparelhos de som e video.



