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CAPITULO 1

Introducdo

A matéria transmissao digital se preocupa com a transmissao de bits de um
ponto a outro. Bits aparecem em varias formas nas aplicagoes. Eles podem ser

representados por:

e Orientacao do campo magnético em um dado ponto de um disco rigido. Por
exemplo, uma orientagao corresponde ao bit 1, e a orientagao oposta corre-

sponde a 0.

e Refletividade em um dado ponto na superficie de um CD ou DVD. Por exem-
plo, se um determinado ponto reflete o laser de leitura, ele representa um bit

1. Do contrario, ele representa 0.

e Voltagem na saida de um transistor. Por exemplo, 5V corresponde ao bit 1,

0V corresponde a 0.

Devido as véarias formas que um bit pode assumir, nesse curso faremos uma ab-
stracao muito comum e falaremos da transmissao de uma seqiiéncia de bits, sem nos
preocuparmos com a representacao fisica original desta seqiiéncia. O interesse nessa
abstragao ¢ que, com ela, podemos estabelecer uma teoria geral para o projeto de
sistemas de transmissao digital, nos desligando da forma especifica que o bit assume.

A transmissao desses bits se d4 através de um canal. Este pode ser o par trancado

que liga a sua casa a central telefénica no caso de um modem discado ou DSL; o
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cabo coaxial da provedora de TV a cabo no caso de servigos de internet em banda
larga via cabo; os elementos de gravacao e leitura de memorias como o disco rigido,
CDs e DVDs; o canal de radio (ar), no caso de transmissao de celular digital, TV
digital, radio digital e satélite.

A entrada desses canais tem que ser um sinal elétrico continuo no tempo, ao
passo que a seqiiéncia de bits é um sinal discreto. De fato, vocé nao pode colocar
um “bit”, que é uma abstracao, em um cabo coaxial. O processo de transformar uma
seqiiéncia de bits em um sinal analogico adequado as exigéncias do canal, conhecido
como modulacao, € um dos principais topicos desse curso.

Todos os canais introduzem distor¢oes ao sinal transmitido. Cabe ao receptor
a tarefa de recuperar os bits transmitidos, compensando essas distor¢oes. Assim,
o outro topico principal desse curso é o estudo de técnicas para combater essas

distor¢oes, permitindo a recuperacao dos bits transmitidos no receptor.

1.1 Analégico versus Digital

Em varios exemplos praticos, trabalhamos com grandezas inerentemente
binérias, tais como os dados em uma memoria. Entretanto, sistemas analogicos,
como voz e imagens, sao cada vez mais transmitidos digitalmente. Estes sinais sao
continuos tanto no tempo quanto em amplitude. Para serem transmitidos digital-
mente, os sinais analdgicos devem ser amostrados e quantizados periodicamente por
um conversor analogico/digital (A /D), de forma que agora eles assumem valores dis-
cretos, em instantes de tempo discretos. De acordo com o teorema da amostragem, o
processo de amostrar o sinal analogico nao acarreta perdas, desde que as amostras as-
sumam um valor continuo em amplitude, e que elas tenham uma freqiiéncia minima,
correspondente ao dobro da faixa de freqiiéncias do sinal de interesse. Entretanto, o
processo de quantizagao (a transformagao do valor continuo da amostra em um valor
digital) inevitavelmente introduz uma perda. Mais ainda, a conversao de analogico
para digital tem um custo, por necessitar de um conversor A/D. Assim, é natural
que se pergunte porque usar transmissao digital nesses casos.

Sao muitas as respostas a essa pergunta. De um ponto de vista mais pratico,
os custos do equipamentos extras necessarios para a transmissao digital, tais como
o conversor A /D e o sincronizador (que, como veremos, é essencial em transmissao

digital), estao diminuindo rapidamente. De um ponto de vista teorico, a resposta foi
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dada em 1948 por Claude Shannon, que, em um trabalho fundamental, inaugurou o
campo da teoria da informacao e possibilitou a emergéncia das comunicacoes digitais.

Em primeiro lugar, seqiiéncias de bits podem ser comprimidas. Por exmplo,
nem tods as ltras sao necssaras pra que vcé entnda ess txto. De fato, Shannon
estabeleceu os limites de quanto se pode comprimir uma seqiiéncia de bits, quer se
aceitem perdas, quer nao. O formato zip é um exemplo de compressao sem perdas,
enquanto que o MP3 é um exemplo de compressao com perdas. Esse processo de
compressao é chamado de codificacao de fonte.

Em segundo lugar, a transmissao digital é robusta a distor¢des. A intuicao por
tras deste resultado é simples. Se eu posso transmitir 0V ou 1V, mas eu recebo 1.5V,
sao grandes as chances de que eu tenha transmitido 1V. Assim, a distor¢ao que levou
o sinal de 1V para 1.5V pode ser corrigida. Mais ainda, ¢ possivel introduzir, de
maneira inteligente, redundancia ao sinal transmitido, de forma a aumentar essa
robustez. Considere, por exemplo, os bits de paridade. Digamos que a cada 7 bits
eu introduza um oitavo, de forma que esses 8 bits sempre tenham um ntmero par de
1s. Se eu recebo um grupo de 8 bits com um ntimero impar de 1s, eu sei que um erro
foi cometido, e portanto eu posso pedir a retransmissao do grupo. Esse processo de
introducao inteligente de redundancia é chamado de codificacao de canal.

Shannon foi muito além, e provou que cada canal tem uma capacidade C' de
transmitir informacao. Se a razao entre o nimero de bits de informacao e o nimero
de bits transmitidos (7/8 no exemplo anterior) for menor que C, entdo existe um
esquema de introdugao de redundancia (um codigo de canal) tal que, a medida que
o numero de bits de informacao vai a infinito, a probabilidade de erro cai a zero.
Em outras palavras, é possivel recuperar tudo o que foi transmitido quase que sem
erros! E mesmo que eu transmitisse um sinal analogico, eu nao poderia transmitir
mais informacao do que a possibilitada pela transmissao digital.

Outra vantagem de comunicagoes digitais, que também foi estudada por Shan-
non, é que elas possibilitam o uso de estratégias de criptografia eficientes. Para um

estudo dos trabalhos de Shannon, recomendamos o curso de teoria da informacao.

1.2 Objetivos

O objetivo desse curso é tratar da transmissao de bits. Cobriremos os seguintes

topicos:
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e Modulacao em banda basica, para canais cuja resposta em freqiiéncia admite

sinais de baixa freqiiéncia, tais como os pares trancados.

e Modulacao em banda passante, para sistemas onde os sinais devem ter com-

ponentes de freqiiéncia elevada, tais como sistemas celulares.
e Analise do desempenho das técnicas de modulagao estudadas.

e Efeitos das duas principais distor¢oes introduzidas pelos canais de comuni-

cagoes: o ruido aditivo e a interferéncia entre simbolos.

e Caso haja tempo, cobriremos outros topicos, tais como sincronizacao, espal-

hamento espectral, e codificacao.

Espera-se que, ao final do curso, o aluno saiba projetar e entender transmissores

e receptores de sistemas de transmissao digital simples.

1.3 Pré-requisitos

Neste curso, serao usados alguns conceitos de processos estocasticos, que serao
brevemente revisados. Basicamente, usaremos os conceitos de variaveis aleatorias
discretas e continuas, média e variancia. Para processos estocasticos, usaremos os
conceitos de funcoes de correlacao e densidade espectral de poténcia. Finalmente,
usaremos alguns conceitos de dlgebra linear, como projecoes ortogonais.

Serao também necesséarios alguns conhecimentos dos varios tipos de transfor-
madas de Fourier, bem como a relacao entre eles. Por sua importancia, esses con-

ceitos serao revistos a seguir.

1.3.1 Transformadas

Existem basicamente quatro tipos de transformadas de Fourier, uma para cada

tipo de sinal temporal. Essas transformadas sao resumidas a seguir:

e Série de Fourier (FS, do inglés Fourier Series). A FS é definida para sinais que

sao continuos e periodicos no tempo, com periodo Ty = 1/ fp. A transformada
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resultante é discreta e aperiodica em freqiiéncia. As transformadas direta e

inversa sao dadas por

X[kl = fo /<T ] x(t) exp (—j27k fot) dt <= z(t) = ZX[I{] exp (727k fot) .
’ (1.1)

e Transformada de Fourier (FT, do inglés Fourier Transform). A FT é definida
para sinais que sao continuos e aperidodicos no tempo. A transformada resul-
tante é continua e aperiodica em freqiiéncia. As transformadas direta e inversa

sao dadas por
X(f) = /x(t) exp (—j2n ft) dt <= x(t) = /X(f) exp (j2r ft) df. (1.2)

e Transformada de Fourier a tempo discreto (DTFT, do inglés Discrete Time
Fourier Transform). A DTFT é definida para sinais que sao discretos e aper-
iodicos no tempo. A transformada resultante é continua e periodica em fre-

qiiéncia, com periodo 1. As transformadas direta e inversa sao dadas por
X(f) = Y slulexp (~g2nfn) <= ol = [ X(exp (i2nfn) df. (13)
<1>

Em varios cursos, vemos a transformada em funcao de w, nao em funcao de f.

Nesse caso, a DTFT é peridédica com periodo 27.

e Transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés Discrete Fourier Trans-
form). A DFT é definida para sinais que sdo discretos e periodicos no tempo,
com periodo N. A transformada resultante é discreta e peridédica em freqiién-
cia, também com periodo N. As transformadas direta e inversa sao dadas

por

X[k] = Z X[k]exp (—jkn2r/N) <= z[n| = % Z X|[k]exp (jkn2mw/N).

(1.4)

Nas defini¢oes de transformada, ) _,. indica soma em qualquer periodo de
duragao N. O periodo escolhido é irrelevante, pois as funcoes somadas possuem
periodo N. Da mesma forma, f<1> indica a integral em qualquer periodo de duragao
1. O periodo escolhido é também irrelevante, pois as func¢oes integradas possuem
periodo 1.
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E interessante notar uma certa dualidade entre a FS e a DTFT. De fato, suas
formulas sao muito parecidas, mas invertendo-se os papéis dos sinais no tempo e na
freqiiéncia. Ainda dentro dessa dualidade, é interessante notar que sinais periddicos
no tempo levam e a sinais discretos em freqiiéncia e vice-versa: sinais discretos no

tempo levam a sinais periodicos em freqiiéncia.

1.3.2 Relacgoes entre as Transformadas: Amostragem

Se uma seqiiéncia discreta é obtida através da amostragem de um sinal con-
tinuo, podemos relacionar suas transformadas de Fourier através dos teoremas da

amostragem. O objetivo dessa secao é revisar essas relagoes.

Sinais de duragao infinita

Suponha que o sinal a tempo discreto x[n] seja obtido a partir da amostragem
de z(t), ou seja, x[n] = x(nT,), onde T, = 1/f, é o periodo de amostragem. Como
relacionar a DTFT de z[n], X4(f), com a FT de z(t), X(f)?

Para isso, usamos uma fungao auxiliar, obtida passando z(¢) por um amostrador
consistindo de um trem de impulsos. O resultado é uma espécie de sinal amostrado
mas a tempo continuo,

o0

ro(t) = Y a(t)s(t — nT,). (1.5)
n=—o0
Esse sinal nao existe na pratica, e nenhum amostrador usa trens de impulsos. En-
tretanto, ele serve para encontrar a relacao entre a F'T e a DTFT de interesse, como
segue.
O sinal z,(t), por ser a tempo continuo, possui transformada de Fourier, X,(f).

O teorema da amostragem diz que
1 k
Xo(f) = = X f—=). 1.
=g, 2% (17 (16)

Por outro lado, para um n qualquer, z(t)§(t — n1,) = x(nT,)é(t — nT,) = x[n|o(t —
nT,). Temos entao que a FT de z(t)d(t — nT,) é x[n]exp(—j2r fnT,). Finalmente,
usando a linearidade da FT e a defini¢ao de z,(t) em (1.5), podemos escrever

o0

Xa(f) = aln]exp(—j2mfnT,). (1.7)

n=—oo
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Note que (1.7) é muito semelhante & definicdo da DTFT de z[n]. De fato,

podemos escrever que

Xi(f) = X, (%) | (18)

Finalmente, usando esta observagao e (1.6), obtemos a relacdo desejada entre a
DTFT de z[n| e a FT de z(t):

X = X x ()] (19

k

Notas:

e E interessante notar que se nao houver aliasing, entao temos que,

Xa(f) = TLX (Ti> , para — % < f< % (1.10)

Para isso, é necessario que x(t) seja limitado em freqiiéncia, ou seja, que
X(f) =0 para |f| > f./2. A menor freqiiéncia de amostragem que garante a

eliminacao de aliasing é chamada de freqiiéncia de Nyquist.
e De (1.6), vemos que X,(f) é periodico com periodo 1/7,.

e De (1.9), vemos que a DTFT X,(f) é periodica com periodo 1, como é desejado
para uma DTFT.

Sinais de duracao finita

As relagoes obtidas acima sao para sinais de duracao infinita. Revisamos um fato
muito importante da teoria de sinais: se um sinal for limitado em freqiiéncia, ele pode
ser perfeitamente representado por amostras tomadas com uma freqiiéncia que seja
maior ou igual a freqiiéncia de Nyquist do sinal. Entretanto, os sinais armazenados
em um computador sao de duragao finita, o que causa algumas complicacoes. Nessa
secao, revisaremos as relacoes entre transformadas de Fourier para esse caso.

Considere um sinal z(t), e seja z[n] = x(nT,) um vetor de tamanho N represen-
tando N amostras do sinal z(t), tomadas entre os instante 0 e 7' com periodo de

amostragem T,. Assim, T, = T'/N'. O computador vai trabalhar em cima dessas N

!Note que amostrar z(¢) com periodo T, corresponde a assumir que as freqiiéncias em X (f)
variam entre —f,/2 e f,/2, onde f, = 1/T,.
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amostras, mas para isso é necessario fazer algumas hipoteses sobre o que acontece
com o sinal fora do intervalo 0 < n < N — 1. Em particular, ele pode assumir que
x[n] é uma seqiiéncia de duragao infinita, mas que vale 0 paran < 0 oun > N. Essa
hipotese corresponde a assumir que o sinal z(t) tem duracao finita, sendo nao nulo
apenas no intervalo 0 <t < T. Nesse caso, a seqiiéncia z[n| possuiria uma DTFT.
Entretanto, a DTFT é continua em freqiiéncia, e portanto nao pode ser manipulada
muito convenientemente pelo computador.

Uma hipdtese mais conveniente é assumirmos que x[n] é uma seqiiéncia periodica
com periodo N, e que as N amostras representam um periodo de z[n]. Nesse caso,
podemos calcular a DFT. Essa transformada, por ser discreta também em freqiiéncia,
pode ser facilmente manipulada pelo computador. Mais ainda, a DFT também é
periddica com periodo N, e portanto pode ser representada por um nimero finito, /V,
de valores. Talvez mais importante, a DFT pode ser computada por um algoritmo
de baixa complexidade computacional, a transformada de Fourier rapida (FFT, do
inglés Fast Fourier Transform). Na seqiiéncia, examinaremos a relagao entre a DFT
e outras transformadas.

Em primeiro lugar, vamos relacionar a DFT do sinal de duracgao finita z[n| com
a DTFT de um sinal também discreto no tempo, mas de duragao infinita. Seja
y[n] esse sinal, com DTFT Y (f). Considere que a DFT de x[n], X[k], seja obtida
a partir de N amostras igualmente espagadas em um periodo de Y (f). Ou seja,
X[kl =Y (k/N), para k =0,... N — 1. Note que Y (f) é periodico com periodo 1, e
portanto X [k] é periodico com periodo N, como desejado. Aplicando um raciocinio
semelhante ao teorema da amostragem, é possivel mostrar que a DFT inversa de
X|[k] & dada por

z[n] =Y yln + kN, (1.11)
k

Ou seja, x[n] ¢ dado pela soma de versdes y[n] deslocadas no tempo de N. Algo
semelhante ocorre no teorema da amostragem original, s6 que no dominio da fre-
qiiéncia: o espectro do sinal amostrado é dado pela soma de copias do espectro
original, deslocadas de f,.

Uma conseqiiéncia de (1.11) é que z[n] é peridédico com periodo N. Isso é es-
perado, pois xz[n] é uma DFT inversa. Entretanto, vemos outra analogia com o
teorema da amostragem. No teorema original, uma amostragem no tempo leva a
uma periodicidade na freqiiéncia. Aqui, uma amostragem em freqiiéncia leva a uma

periodicidade no tempo. Outra conseqiiéncia de (1.11) é que s6 é possivel recuperar
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y[n] a partir de x[n] se y[n| valer zero paran < 0en > N —1. Do contrario, havera
sobreposicao entre as copias deslocadas de y[n] em (1.11), de forma semelhante ao
problema de aliasing no teorema de amostragem classico.

Vamos agora relacionar a DFT de x[n] com a FT de z(¢). Como vimos acima,
x[n] pode ser usado para representar um sinal de duragao finita. Assumimos, assim,
que z(t) tem duracao finita, valendo zero para t < 0 e t > T. Nesse caso, podemos

escrever .
X(f) :/0 x(t) exp (—j27 ft) dt. (1.12)

Podemos também aproximar a integral acima como uma soma de Riemann dividindo

o intervalo entre 0 e 7" em N segmentos de largura 7;:

N-1
X(f) =~ x(nT,)exp (—j2m fnT,) T.. (1.13)

n=0
Considere agora o calculo X(f) para f = kf,/N. De certa forma, é como se

amostrassemos o sinal X (f), tomando N amostras para f variando entre 0 e f,.
Como f,/N =1/T, temos que

r

X(k/T)~T,» xz(nT,)exp(—j2nkn/N). (1.14)

3
Il
=)

Podemos entao relacionar o lado direito da equagao acima com a DFT de z[n|, X [k]:

X(k/T) ~ T,X[K]] (1.15)

Em resumo, se amostrarmos o sinal x(t) em um periodo 7, a DFT do sinal
amostrado, X [k], é aproximadamente igual & FT do sinal original, X (f), calculada
em f=k/T, vezes T,.

A relagao (1.15) é apenas uma aproximagao, mas vale a pena considerar algumas
das hipoteses feitas. Além do fato de aproximarmos uma integral por uma soma,
a hipotese de duracao finita pode levar a confusoes. De fato, considere N = 10
amostras de z(t) = cos(wt) entre os instantes 0 e 1. Nesse caso, T =1 e a DFT
calcula X (f) nas freqiiéncias 0, 1, 2, etc. Entretanto, sabemos que X (f) deveria
possuir apenas um delta em f = 0.5. Ou seja, nunca calculamos X (f) na freqiiéncia
mais importante.

Por outro lado, o fato de que X (f) = 0 para f # 0.5 nao quer dizer que X [k]
seja sempre nulo, o que pode ser verificado em MATLAB. De fato, X (f) seria um
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delta se o sinal tivesse duracao infinita. Na realidade, a DFT aproxima a FT do

produto entre cos(mt) e uma janela retangular entre 0 e 1.



CAPITULO 2

Modulacdo em Banda Base

Conforme falamos na introducao, a entrada dos canais de comunicagoes tem que
ser um sinal continuo. Afinal de contas, um bit é, para nos, uma abstracao, de forma
que nao podemos colocar um “bit” em um cabo telefonico. Neste capitulo, discu-
tiremos o processo, chamado de modula¢ao, de transformar bits em sinais continuos
adequados ao canal de transmissao.

Restringiremos aqui nossa atenc¢ao a canais em banda bésica. A defini¢cao destes
sistemas nao é muito clara na literatura, sendo possivel encontrar varias defini¢oes
relativamente equivalentes. Em principio, um canal em banda bésica aceita freqiién-
cias proximas ao zero. Uma definicao equivalente é que um canal em banda bésica
aceita uma faixa de freqiiéncias que é da mesma ordem de grandeza da sua freqiiéncia
central (a média entre a maior e a menor freqiiéncia que passam pelo canal). Assim,
um modem discado, que transmite aproximadamente entre 100Hz e 3.400Hz, ¢ um
canal em banda béasica. Por outro lado, o sistema celular, que transmite faixas de
freqiiéncia de cerca de 30kHz a uma freqiiéncia de 900MHz, é conhecido como um

canal em banda passante. Lidaremos com esse tipo de canal no proximo capitulo.

11
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5V

0 0.5 1 15 2 2.5 t(seg.)

Figura 2.1: Exemplo de sinal na entrada do canal.

2.1 Principios Basicos de Modulacao

Imagine que queiramos transmitir a seqiiéncia de bits 01101 por um canal. In-
spirados em nosso laboratoério de circuitos l6gicos, podemos pensar em colocar uma,
tensao de OV no canal se o bit a ser transmitido for 0, ou 5V se o bit a ser trans-
mitido for 1. Assim, para a nossa seqiiéncia, o sinal na entrada do canal seria como
visto na figura 2.1. Note que, nessa figura, nos transmitimos um bit a cada 0.5s.

Obviamente, essa é uma solugao que funciona. Entretanto, ela estd longe de
ser a tnica. Considere, por exemplo, as formas de onda mostradas na figura 2.2.
Na figura 2.2(a), temos que a “distancia” entre as formas de onda para 0 e 1 sao
iguais a figura 2.1. Entretanto, a energia transmitida é, na média, menor na figura
2.2(a) que na figura 2.1. Ja o sinal na figura 2.2(b) tem a vantagem adicional de
nao possuir descontinuidades, e portanto ocupar uma faixa mais estreita do que o
sinal na figura 2.1. Finalmente, considere o esquema mostrado na figura 2.2(c), onde
no6s transmitimos dois bits a cada 0,5s. Em outras palavras, usando o esquema na
figura 2.2(c) podemos transmitir a uma taxa de bits maior que a possibilitada pelos
esquemas anteriores.

O processo mostrado nas figuras 2.1 e 2.2, onde uma seqiiéncia de bits é conver-
tida em formas de onda, é chamado de modulacao. Mais genericamente, podemos
pensar em um modulador como um bloco que, a cada T segundos, recebe um grupo

de M bits em sua entrada. Para cada possivel combinagao desses M bits (existem
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s(t) s(t)

0 105 1 15 2 125 f(seg)

s(t)

()

Figura 2.2: Exemplos alternativos de sinais na entrada do canal.
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N = 2M possibilidades), o modulador produz uma forma de onda diferente. Assim,
a cada T}, segundos o sistema transmite um dos sinais {s;(¢)},".

Note que esse ¢ um modulador sem memoria, pois o sinal associado a um deter-
minado grupo de M bits nao depende de bits anteriores. Existem ainda moduladores
com memoria, mas esses fogem ao escopo deste curso.

As modulagoes mostradas nas figuras 2.1 e 2.2 sao apenas alguns exemplos. As
alternativas sao, literalmente, infinitas. No restante desse curso, buscaremos estab-
elecer uma estratégia para andlise e comparacao entre os esquemas mostrados nas
figuras anteriores, bem como qualquer outro esquema de modula¢ao. Os parametros

nos quais estaremos interessados sao:

e Faixa de freqiiéncia ocupada pelo sinal transmitido (B), medido em Hz. Este
parametro é de interesse pois nos permite determinar se o sinal transmitido
estd de acordo com as caracteristicas do canal. Se um sinal possui freqiiéncias
além das especificadas pelo canal, duas coisas podem ocorrer. Em primeiro
lugar, podemos estar desperdicando energia, tentando transmitir em freqiién-
cias para as quais a resposta do canal é nula. Outra possibilidade é causar
interferéncia com outros usuérios, como pode ocorrer se uma estacao de radio
tenta transmitir em freqiiéncias correspondentes a outras estacoes. Apesar de
nao haver exatamente um consenso na literatura, incluiremos na faixa de fre-
qiiéncia apenas aquelas positivas com energia maior do que a metade da maior

energia do sinal (também conhecida como faixa de freqiiéncia de 3dB).

e Desempenho do sistemas, medido pela taxa de erro de bits (BER, do inglés
bit error rate), dado como uma probabilidade de erro. Este parametro mede

a qualidade do sistema de transmissao.

e Energia usada para transmissdao de um bit (E3). Essa quantia é ligada, por
exemplo, a vida tutil da bateria de telefones celulares. Claramente, entre dois
sistemas com as mesmas caracteristicas, devemos escolher o que tem a menor

energia de transmissao.

e Quantidade de informagao que uma modulacao pode transmitir (R;), dada em
bits por segundo. Por exemplo, a modulagao da figura 2.1 transmite 1 bit a
cada 0.5s, ao passo que na figura 2.2(c) temos a transmissdo de dois bits a
cada 0.5s.
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e Eficiéncia espectral (). Como veremos, para uma dada modulagao, pode-
mos aumentar R, simplesmente aumentando a faixa de freqiiéncia ocupada
pelo sinal. Como isso nem sempre é interessante ou possivel, gostarfamos de
comparar modulacoes levando em conta R, e B. Definimos assim a eficiéncia

espectral v = R,/ B, dada em bits por segundo por Hz.

A comparacao entre diferentes esquemas de modulacao envolve o tratamento
de grandezas aleatorias, tais como o ruido e a seqiiéncia de bits a ser transmitida.
Assim, recomendamos que, nesse ponto, o aluno deve fazer uma revisao de alguns

conceitos de variaveis aleatorias e processos estocasticos.

2.2 Modulacao por Amplitude de Pulso

A técnica de modulacao em banda béasica mais comum, tanto na teoria quanto na
prética, é chamada de modulac¢ao por amplitude de pulso (PAM, do inglés pulse am-
plitude modulation). Nessa técnica, a cada grupo de M bits associamos um nimero
a;, conhecido como um simbolo. A esta regra (ou fun¢do) que associa grupos de bits
a simbolos damos o nome de mapeamento. Obviamente, os simbolos podem assumir
N = 2™ vyalores, ntimero conhecido como a ordem da modulacdo. Ao conjunto de
todos os simbolos damos o nome de alfabeto ou constela¢ao, que denotaremos por
A. Ou seja, A = {ai}figl. Em geral, por motivos que ficarao claros adiante, para
modulagao em banda bésica temos que A = {—(N —1)d, —(N —3)d, ... (N — 1)d},
onde d é um parametro que ajusta a energia transmitida. A esta modulagao damos
o nome de N-PAM.

Para gerar o sinal continuo a ser transmitido, o modulador PAM simplesmente
multiplica uma forma de onda ¢(t), chamada de pulso conformador (shaping pulse,
em inglés), pelo simbolo. Em outras palavras, o sinal transmitido em uma modulagao
PAM é dado por s;(t) = a;g(t). Nesse caso, podemos pensar no modulador como
consistindo de dois blocos: um que mapeia os M bits em um niimero, outro que gera
um pulso ¢(¢) multiplicado por este nimero. A necessidade de gerar apenas uma
forma de onda é um dos motivos por tras da popularidade de modulagoes PAM.
Afinal de contas, isso pode ser feito com o uso de um ftnico filtro linear, o que
diminui o custo de PAM.

Note que transmitimos sempre o mesmo pulso, mas com amplitudes que estao

ligadas aos bits que queremos transmitir. Ou seja, a informagao de interesse (os bits)
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bn t
—Mapeamento * g(t) L
Bits Simbolos

Figura 2.3: Diagrama de um modulador N-PAM.

esta representada na amplitude dos pulsos, dai o nome de modulagao por amplitude
de pulso. Temos também que esse ¢ um esquema de modulagao bastante genérico,
pois permite a “livre” escolha do pulso de modulagao. (Em breve, veremos que essa
escolha nao é tao livre assim.)

Agora, assuma que queiramos transmitir /KM bits. A primeira etapa da mod-
ulagdo gera uma seqiiéncia de nimeros {sk}kK:_Ol, onde cada s € A é o simbolo
correspondente ao k-ésimo grupo de M bits. Na segunda etapa da modulacao, va-
mos gerar uma forma de onda para cada um dos s;. A forma de onda para os
primeiros M bits sera transmitida no instante 0. Teremos entao a transmissao de
s0g(t). A forma de onda para os M bits seguintes sera transmitida no instante Ty,
onde T é conhecido como o periodo de simbolo. Equivalentemente, Ry = 1/T; é
conhecido como a taxa de simbolos, ou, no inglés, baud rate. De qualquer forma,
teremos a transmissao de s;1g(t — Ts). Procedendo desta maneira, vamos transmitir
a superposicao dessas formas de onda. Em outras palavras, o sinal transmitido ser4

K—1

s(t) =Y suglt — kT.). (2.1)
k=0

O diagrama de blocos da modulagao N-PAM esta mostrado na figura 2.3. Nesta
figura, vemos que o pulso conformador estd implementado como um filtro. Esta é
a configuracao mais encontrada na pratica, e o filtro é chamado filtro conformador
de pulso, ou filtro de transmissao. Note, ainda, que o indice dos bits e dos simbolos
nao sao os mesmos. Isto é feito para explicitar o fato de que a cada M bits temos
um simbolo.

Por exemplo, nas figuras 2.1, 2.2(a) e 2.2(c), o pulso g(¢) é dado por um sinal
retangular. Ja na figura 2.2(b), o pulso é um seno, limitado ao intervalo de 0 a
Ts. Por outro lado, na figura 2.1 temos que ag = 0 se o bit a ser transmitido for
0, e agp = 5 se o bit a ser transmitido for 1. Nas figuras 2.2(a) e 2.2(b), temos que
ag = —2.5 se o bit a ser transmitido for 0, e ag = 2.5 se o bit a ser transmitido for
1. Ja na figura 2.2(b), temos que ap = —3 se os bits a serem transmitidos forem

10, a; = —1 se os bits a serem transmitidos forem 00, as = 1 se os bits a serem
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transmitidos forem 01, e ag = 3 se os bits a serem transmitidos forem 11.

Neste ponto, ja podemos estabelecer alguns parametros da modulacao PAM.
Assuma que os bits transmitidos sdo descorrelacionados. (Como veremos, essa é
uma hipdtese razoéavel.) Nesse caso, pode-se mostrar’ que a densidade espectral de

poténcia do sinal transmitido é dada por
ol 2
Ss(w) = Z21G(w)P, (2:2)

onde G(w) é a transformada de Fourier de g(t), e 02 = E|si|>. Assim, a caracteristica
do sinal transmitido no dominio da freqiiéncia é completamente determinada pelo
pulso conformador.

A taxa de transmissao pode ser calculada se notarmos que transmitimos R,
simbolos a cada segundo, e cada simbolo corresponde a M bits. Assim, R, = MR,
bits por segundo. A eficiéncia espectral é, portanto, v = R,/ B, onde B é a faixa de
freqiiéncias ocupada por g(t).

Finalmente, a energia necessaria para a transmissao de um simbolo, denotada

por E,, é dada por

15

E,=—
27

2

swdw=2 [I6@Pdo=d? [lgoPa, @)
T

onde a ultima igualdade segue da identidade de Parseval. Como cada simbolo equiv-

ale a M bits, temos que a energia necessaria para a transmissao de um bit é dada

por
By, = == (2.4)

2.2.1 Um Primeiro Estudo Sobre Alfabetos

No comeco desta secao, dissemos que normalmente o alfabeto usado para mod-
ulagoes N-PAM ¢é dado por A = {—(N — 1)d, —(N — 3)d,...(N — 1)d}. Agora,
daremos um primeiro passo na direcao de explicar o motivo da popularidade de tal
alfabeto.

'Para isso, devemos assumir que nés nio tenhamos uma origem do tempo fixa. De fato, essa
é uma hipétese razodvel, j4 que nao existe uma sincronizacao entre o transmissor e o receptor.
~ K—1 ) L - .
Temos, entdo, que s(t) = Y, srpg(t + 6 — kT), onde 6 é uma variavel aleatéria uniformemente
distribuida entre 0 e T5.
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Para este fim, considere um alfabeto genérico A = {q; f:ol. A energia gasta

para a transmissao do simbolo a; é dada por

=ﬁﬂwww (2.5)

Assim, na média, a energia gasta para transmitir um simbolo é dada por

1 N-1
— 2 2
Fo=y 3t [ oo a (2.6

o que esta de acordo com (2.3).

Imagine, agora, que todos os pontos do alfabeto sejam deslocados de um valor a.
Nosso novo alfabeto sera, entao, B = {a; — a fV:_Ol. Intuitivamente, esperamos que
os alfabetos B tenham o mesmo desempenho, qualquer que seja o valor de a. Dessa
forma, podemos nos perguntar qual o valor de a que minimiza a energia transmitida
ja que, para sistemas com o mesmo desempenho, devemos escolher aquele que usa
a menor energia para transmissao.

Ora, para o alfabeto deslocado, temos que a energia transmitida é proporcional

1
¥ (a; —a)?.

7

=

(2.7)

Il
=)

Diferenciando em relacao a a e igualando a zero, temos que o valor de a que minimiza

a energia deve satisfazer

=

-1

-2 (a; —a) =0. (2.8)

=2l
I

i
Em outras palavras, devemos ter que

N—

1
a = N ZO a;, (29)

ou seja, a deve ser igual & média dos a;.
Finalmente, observe que A = {—(N —1)d, —(N —3)d, ... (N —1)d} possui média
nula. Assim, o “deslocamento” que minimiza sua energia é zero. Ou seja, ele ja é um

alfabeto de minima energia, o que é um dos aspectos que justificam sua popularidade.
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2.3 Critério de Nyquist

O pulso retangular mostrado na figura 2.1 tem uma desvantagem séria. Apesar
de ser completamente limitado no tempo, permitindo a perfeita separagao temporal
entre os simbolos transmitidos, esse pulso decai muito lentamente em freqiiéncia,
causando forte interferéncia com canais adjacentes (aqueles que transmitem em fre-
qiiéncias contiguas as do pulso). Este problema inviabiliza o seu uso em canais
limitados em freqiiéncia, e na realidade afeta todas as formas de onde limitadas
abruptamente no tempo, como também é o caso do pulso usado na figura 2.2(b).
Nesta secao, veremos algumas alternativas para solucionar este problema.

Assim, considere o uso de um pulso g(t) com duragao maior do que o periodo
de simbolo T;. Neste caso, é facil encontrar um pulso com melhor limitagao em
freqiiéncia. O pulso perfeitamente limitado em freqiiéncia, por exemplo, é dado por
sinc(t) e tem uma duragao temporal infinita.

Infelizmente, neste caso, a transmissao de um simbolo dura obviamente mais do
que um periodo de simbolo. Com isso, durante o segundo intervalo de transmissao,
o sinal correspondente ao primeiro simbolo ainda esti sendo transmitido, e assim
sucessivamente. Desta forma, ha uma sobreposicao temporal dos sinais correspon-
dentes a simbolos adjacentes. Este tipo de distorcao é conhecido como interferéncia
intersimbolica (IIS), e obviamente um bom projeto de um sistema de comunicagoes
deveria limita-lo.

Para um melhor estudo dos efeitos da IIS, consideremos um canal ideal, que nao

introduza nenhuma distor¢ao. Assim, o sinal recebido é igual ao transmitido:

r(t) =Y skg(t — kT). (2.10)

Como os simbolos sao transmitidos a cada T segundos, gostariamos que a cada Ty
segundos o canal produzisse uma saida que represente, o mais perfeitamente possivel,
o simbolo transmitido. Seja, entao, r, = r(kTs) o sinal amostrado na saida do canal,

obtido a cada 7§ segundos. Temos que

K-1 K-1 K—-1
Ty = Z Sng(kTs - nTs) = Z Sng«k - n)Ts) = Z SnGk—n, (211)
n=0 n=0 n=0

onde gr = g(kT}) é a seqiiéncia obtida através da amostragem do pulso conformador
a uma taxa R,. Em outras palavras, r; ¢ a convolucao dos simbolos transmitidos,

Sk, com as amostras do pulso conformador, gy.
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Gostariamos que, no instante k, r; fosse igual a s;. Assim, vamos reescrever ry

de forma a explicitar o simbolo de interesse:

K—1
Ty = GoSk + Z SnGk—n- (2.12)

n=0

n#k

O segundo termo em (2.12) é o impacto que os outros simbolos transmitidos tém
sobre a recepgao de si. Ou seja, este termo é a IIS. De (2.12), fica claro que, para

que 1, = ag, devemos ter que

1, sek=0

gk = { . (2.13)
0, caso contrario.

Esta funcao é conhecida como o delta de Kronecker, e em geral é denotada por d.
E interessante notar que (2.13) especifica o comportamento do pulso apenas nos
instantes de amostragem: para nao gerar IIS, o pulso deve obedecer (2.13), nao
importando seu comportamento entre os instantes de amostragem.

Em resumo, para que nao tenhamos IIS quando transmitimos por um canal ideal,
devemos usar um pulso conformador g(t) tal que g = ;. E facil obter um pulso
com essas caracteristicas. Por exemplo, se g(t) = sinc(t/Ty), entao gy = dx. Ou seja,
o uso da fung¢ao sinc como um pulso conformador leva, em um canal ideal, a um
sistema de transmissao sem IIS.

Ora, o pulso sinc é idealmente limitado em freqiiéncia e nao introduz IIS, en-
tao porque nao usi-lo? Sao dois os principais motivos. Em primeiro lugar, sua
implementagao pratica ¢ impossivel, devido a descontinuidade de sua resposta em
freqiiéncia. Boas aproximagoes sao possiveis, mas caras. Em segundo lugar, este
pulso nao é muito robusto a erros no instante de amostragem, conforme veremos
adiante.

Para entendermos como obter outros pulsos satisfazendo (2.13), vejamos o sig-
nificado desta equacao no dominio da freqiiéncia. Lembre-se que o sinal g, é a
amostragem de ¢(t), com freqiiéncia de amostragem R;. Assim, pelo teorema da
amostragem, a transformada de Fourier de g, G4(f) é proporcional a soma das

versoes deslocadas da transformada de g(t). Mais especificamente, temos que

Ga(f) =R, Y G(f—nR,). (2.14)

n=—oo
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G(f+2R,) G(f+1R,) G(f) G(f-R,) G(f-2R,)

N /
/
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2R,  -3R,/2 -R, —R,/2 0 R./2 R, 3R,/2 2R, f

Figura 2.4: Uma funcao que satisfaz o critério de Nyquist, bem como uma visual-

izacao grafica deste fato.

Por outro lado, de (2.13) temos que G4(f) = 1. Juntado estes dois resultados,
chegamos ao critério de Nyquist: para transmissao sem IIS, devemos usar um pulso

conformador cuja resposta em freqiiéncia satisfaca

R, i G (f —nR,) =1| (2.15)

n=—oo

Este critério é ilustrado na figura 2.4 para um pulso com resposta em freqiiéncia
triangular.

Podemos ver, do critério de Nyquist, que g(t) = sinc(t/T5), que ocupa freqiién-
cias de —R,/2 a Rs/2, é o pulso de menor faixa de freqiiéncias que possibilita a
transmissao sem IIS. Afinal de contas, um pulso com uma faixa de freqiiéncias infe-
rior a R,/2 nao pode satisfazer o critério, conforme mostrado na figura 2.5. Nessa
figura, vemos que a transformada Gy(f) sempre sera nula em uma faixa em torno
de R,/2 se G(f) ocupar uma faixa inferior a Ry/2. Visto de outra forma, para que
possamos transmitir a uma taxa T, sem IIS, devemos usar um pulso conformador
com uma faixa de freqiiéncias de no minimo R,/2. Neste caso, o tnico pulso que
satisfaz o critério de Nyquist é o sinc.

Por outro lado, se permitimos que G( f) se extenda além de R,/2, é possivel obter
infinitos pulsos que possibilitam a transmissao sem IIS. Possivelmente, o pulso de
transmissao mais encontrado na pratica é o cosseno levantado. Ele ocupa uma faixa
de freqiiéncia de (1 + a)Rs/2, com 0 < a < 1. O parametro a é chamado de fator
de roll-off, e determina o excesso de faixa, ou seja, o quanto a faixa do pulso excede

o minimo de R,/2. Mais especificamente, a transformada de Fourier do cosseno
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G(f+1) G(f) G(f-T)

1 1
—3RJ2 -R,  —R,2 0 Ry/2 R, 3R2  f

Figura 2.5: Uma funcao que nao pode satisfazer o critério de Nyquist.

levantado é dada por

T,, 0<|f| <2

2T

Gf) =4 Bli-sim(L(F-o))| <<y, @
0, |fl> 4=

e esté ilustrada na figura 2.6. Invertendo esta transformada, chegamos (nao muito

facilmente, é verdade) a

/ ) cos(amt/Ty)

g(t) = sinc (— 1= (at/T.)?

T (2.17)

que também estd mostrado na figura 2.6. Note que, quando o = 0, o cosseno
levantado é igual a um filtro passa-baixas ideal, cuja resposta ao impulso é um sinc.

Um exemplo de um sinal modulado em 2-PAM usando um cosseno levantado
com o = 0,5 é mostrado na figura 2.7. A seqiiéncia de simbolos transmitidos é
-1,-1,+1,+1,—-1,4+1,4+1, -1, -1, —1,4+1. Note que nos instantes de amostragem,
t=0,T,, 2T, ..., o sinal recebido é idéntico ao simbolo transmitido.

E importante ressaltar as diferencas entre o teorema de Nyquist para amostragem
e o critério de Nyquist para transmissao sem IIS. De fato, para recuperarmos um
sinal a partir de suas amostras, o teorema de Nyquist diz que as amostras devem ser
tomadas com uma freqiiéncia que seja pelo menos o dobro da maior freqiiéncia do
sinal amostrado. No critério de Nyquist para transmissao sem IIS, nao assumimos
nada a respeito da maior freqiiéncia de g(t), e a amostragem é feita com a freqiiéncia
dos simbolos, que de certa forma é um dado do problema. De fato, observe que um

cosseno levantado amostrado com o dobro de sua maior freqiiéncia leva a um pulso



CAPITULO 2. MODULACAO EM BANDA BASE 23

AN

—-R, —R,/2 0 R,/2 Ry f

(a) (b)

Figura 2.6: Resposta em freqiiéncia (a) e temporal (b) de um cosseno levantado com
roll-off de 0, 0,5 e 1.

que nao satisfaz o critério de Nyquist. De certa forma, podemos dizer que o critério
de Nyquist explora a ocorréncia de aliasing para obter um sinal amostrado que nao
gera IIS. Em resumo, na amostragem queremos evitar aliasing, mas para transmissao
sem IIS queremos explorar aliasing.

Nota: Nesta secao, bem como na seqiiéncia do curso, consideraremos alguns
pulsos, como sinc(t), de duracao infinita e que nao sao causais. Obviamente, uma
implementagao pratica de sistemas envolvendo esses pulsos seria obrigada a gerar
pulsos causais de duracao finita, o que pode ser obtido através da introducgao de
atrasos no sistema e da truncagem do pulso. Assim, ao invés de usarmos ¢(t), na

pratica poderiamos usar o pulso g(t) dado por

mﬂz{g@—mn%ogtgmn 218

0, caso contrario

Como o uso de pulsos nao causais de duracao infinita facilita tremendamente a
notacao e as derivacoes matematicas, e como eles podem ser bem aproximados na

pratica, usaremos esses pulsos na seqiiéncia do curso.

2.3.1 Exemplos e Aplicagoes

Consideraremos agora algumas conseqiiéncias do critério de Nyquist e da modu-
lagao PAM. Assumiremos sempre um canal passa-baixas ideal, limitado a |f| < F,
e analisaremos os efeitos de alguns parametros: a ordem da modulacao N, a taxa
de simbolos Ry = 1/T5, e o fator de roll-off a.
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A S(t)

Figura 2.7: Exemplo de um sinal modulado com um cosseno levantado com roll-off
de 0,5.

EXEMPLO 2.1:

Assuma a transmissao digital por um modem discado, onde o canal esta limi-
tado a |f| < 3kHz. Para transmitirmos a uma taxa de 16kbps usando um cosseno
levantado com a = 0,5, qual deve ser a ordem da modulacao?

Resposta: O cosseno levantado esta limitado a |f| < (1 + a)Rs/2. Assim, o
maior valor que R, pode assumir é aquele que satisfaz (1 + a)R;/2 = 3000, ou
seja, Ry = 4000 simbolos por segundo. Para uma taxa de 16kbps usando essa taxa
de simbolos, devemos transmitir 4 bits por simbolo, o que implica no uso de uma
modulacao 16-PAM.

EXEMPLO 2.2:

Assuma a transmissao de uma modulacao 32-PAM por um modem discado, onde
o canal esté limitado a |f| < 3kHz. Qual a maior taxa de bits possivel para trans-
missao sem IIS?

Resposta: Neste caso, devemos primeiramente determinar a taxa de simbolos
méaxima. Ora, da figura 2.5, sabemos que para transmitir a uma taxa de simbolos

R, sem IIS, necessitamos de um pulso com faixa de freqiiéncias de no minimo R, /2.
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No caso do modem discado, a maior faixa de que podemos dispor é R,/2 = 3000,
o que leva a uma taxa de simbolos méaxima de R, = 6000 simbolos por segundo.
Considerando que numa modulacao 32-PAM temos 5 bits por simbolo, podemos

transmitir no maximo a 30kbps sem IIS.

EXEMPLO 2.3:

Qual a maior eficiéncia espectral possivel para um sinal N-PAM?

Resposta: Como no exemplo 2.2, devemos primeiramente determinar a taxa de
simbolos maxima. Usando novamente a figura 2.5, vemos que para transmitir a uma
taxa de simbolos R, sem IIS, necessitamos de um pulso com faixa de freqiiéncias
de no minimo R,/2. Ora, para uma modulagao N-PAM, transmitimos M bits por
simbolo. Assim, para transmitir a M R, bits por segundo, precisamos ocupar no
minimo Rs/2Hz. Assim, para um sinal N-PAM, a maior eficiéncia espectral é dada
por v = 2Mbits/s/Hz.

2.4 Diagrama de Olho

O diagrama de olho, a ser descrito nessa secao, consiste em uma ferramenta
simples e rapida para observacao do desempenho de um sistema de transmissao
digital. Em particular, ele mostra a robustez de um sistema a ruido e a erros no
instante de amostragem. Para obté-lo, considere que vocé coloque um osciloscopio
na saida de um canal, ajustado de forma que a tela do osciloscopio corresponda a um
periodo de simbolo. Também considere que o osciloscopio esteja ajustado de forma
que as formas de onda que ele mostre nao se apaguem. Finalmente, considere que
voce ligue o osciloscopio no instante —T; /2. Assim, na tela do osciloscopio aparecera
a forma de onde recebida entre —7T;/2 e T, /2. A esta sera sobreposto o sinal recebido
entre T, /2 e 3T/2, e assim sucessivamente. Seguindo este procedimento, poderiamos
obter na tela do osciloscopio um sinal como o mostrado na figura 2.8 para um
cosseno levantado com a = 0.5 e uma modulacao 4-PAM, transmitido pelo canal
ideal descrito em (2.10).

Idealmente, gostariamos de amostrar a saida do canal nos instantes t = k7.

Afinal de contas, o pulso conformador é projetado para nao introduzir IIS apenas
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Sinal recebido r(t)

Instante de amostragem

Figura 2.8: Diagrama de olho de um cosseno levantado com roll-off de 0,5. O ponto
central corresponde a um instante de amostragem ¢ = 0, quando nao ha IIS. A
distancia indicada por A é a imunidade do pulso conformador a erros no instante
de amostragem. A distancia indicada por B é a imunidade do pulso conformador a

ruidos.

quando o sinal transmitido é amostrado nesses instantes. Entretanto, os instantes de
amostragem nao sao conhecidos no receptor, e portanto devem ser estimados. Essa
estimacao esta sujeita a erros, de forma que o sinal recebido acaba sendo amostrado
nos instantes t = to+k7, para —T1,/2 < tqg < Ts/2. Neste caso, o pulso conformador
vai fatalmente introduzir IIS, o que pode levar a uma degradacao no desempenho
do sistema. Ora, por construcao, os pontos que possuem a mesma coordenada
no diagrama de olho correspondem a saida do canal nos instantes t =ty + k7s. Ou
seja, para um erro de ¢y no instante de amostragem, o sinal 7, assumird os valores
marcados no diagrama de olho no instante .

Assim, o diagrama de olho nos d& duas informagoes importantes sobre o desem-
penho do sistema. Em primeiro lugar, a largura da abertura central, indicada por
A na figura 2.8, nos d4 a imunidade do sistema a erros no instante de amostragem.
De fato, se amostrarmos em qualquer lugar dentro desta abertura central, seremos
capazes de distinguir entre um —1 e um +1. Por outro lado, a altura da abertura,
indicada por B na figura 2.8, nos da a imunidade do sistema ao ruido. De fato,
a presenca de ruido podera mover o sinal amostrado na saida do canal levemente

para cima ou para baixo. Se a abertura do olho for pequena, um pequeno ruido
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serd suficiente para que o sistema nao seja mais capaz de determinar se o simbolo
transmitido foi —1 ou +1.

Neste ponto, ¢ instrutivo comparar o diagrama de olho de um cosseno levantado
com a = 0,5, mostrado na figura 2.8, com o de um sinc, mostrado na figura 2.9.
Claramente, o sinc é muito mais sensivel a erros no instante de amostragem do que
o pulso com a = 0,5, conforme evidenciado pela sua pequena abertura horizontal.

Para entendermos o porqué da maior sensibilidade do sinc a erros no instante
de amostragem, considere, por exemplo, que comecamos a amostrar no instante
to = Ts/10. Nesse caso, gr = g(kTs + tg) # 0 para todo k, e portanto teremos IIS.
Este fato é comum & maioria (se nao a todos) os pulsos conformadores, mas o sinc

tem um agravante. Ocorre que, quando ¢(t) = sinc(t/Ty), entao

KT, +to\  sin(kr +7to/T,)  (—1)"sin(nto/Ts)
TS N k7T+7Tt0/TS N ]{37T—|—7Tt0/TS )
(2.19)

Lembre-se, agora, que 1/k é uma série divergente, ou seja, sua soma é infinita.
Ora, de (2.19), temos que |gx| = a/(k + b), onde a = sin(ty/T5)/7m e b = to/Ts,

de forma que o termo corresponde a IIS em (2.12) também é uma série divergente.

gr = g(kTs + ty) = sinc (

Ou seja, a IIS pode ir a infinito. Assim, teremos uma taxa de erro muito grande
se nao amostrarmos o sinal recebido no instante ¢y = 0. Este fato nao é tao grave
quanto parece, pois a série diverge muito lentamente, e isto s6 ocorre para uma
seqiiéncia especifica de simbolos, com baixa probabilidade de ocorréncia. Ainda
assim, o diagrama de olho da figura 2.9 deixa claro que o instante de amostragem
tem que ser melhor estimado em um sistema com « pequeno.

Neste ponto, vocé ja é capaz de projetar o transmissor de um modem bésico.
Programas como MATLAB sao capazes de gerar um cosseno levantado e, por ex-
emplo, jogar a forma de onda obtida no alto falante do computador, criando assim
um modem actuistico. Agora que ja sabemos alguns principios sobre a transmissao

de simbolos, vamos estudar um pouco sobre a sua recepcao.

2.5 Exerciclos

EXERcIcIO 2.1:

Nesse exercicio, vocé vai usar o MATLAB para gerar um sinal digital. Para

isso, converta os 4 tltimos digitos do seu RA para binério, usando para isso 14 bits.
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Sinal recebido r(t)

Instante de amostragem

Figura 2.9: Diagrama de olho de um cosseno levantado com roll-off de 0.

Depois, usando uma constelacao 4-PAM e um cosseno levantado com o = 0,25, gere
o seu sinal modulado. Por exemplo, se seu RA é 001093, vocé vai converter 1093
para binario, obtendo 00010001000101. Em seguida, vocé vai gerar os simbolos
4-PAM, e usé-los para modular um cosseno levantado com o = 0,25.

Obviamente, o cosseno levantado tem duracao infinita, e portanto deve ser trun-
cado. Para isso, use apenas 6 periodos de simbolo, entre —37; e 37. Para dar uma
aparéncia “suave” ao grafico, use dez amostras do pulso conformador por periodo
de simbolo. Vocé deve entregar um grafico com o sinal modulado e o mapeamento
usado, ou seja, quais grupos de bits vocé associou a quais simbolos. O grafico sera

semelhante ao da figura 2.7 das notas, com a diferenca que nas notas usamos uma
modulacao 2-PAM.

ExErcicio 2.2:

Agora, use o comando soundsc do MATLAB para transmitir o sinal obtido no
exercicio 1 pelo alto-falante do seu micro, usando o valor default de R, = 8192 Hz.
A que taxa de simbolos voceé esta transmitindo? Note que, a cada segundo, soundsc
envia 8192 amostras do seu sinal para o alto-falante, interpolando-as com um filtro
passa-baixas (que vocé pode assumir como ideal) com freqiiéncia de corte 4096 Hz.
Ou seja, soundsc assume que o sinal que vocé quer transmitir foi amostrado a uma

freqiiéncia que é o dobro da maior freqiiéncia do sinal. Também é importante notar
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que existem duas taxas distintas: a taxa de simbolos propriamente dita, 7}, e a taxa

T, = 1/8192s com que as amostras do pulso sao enviadas para o alto falante.

EXERcIcIO 2.3:

Qual a maior taxa de simbolos possivel usando o comando sound com R, =
8192Hz e av = 0,257 (Dica: pense na resposta em freqiiéncia do pulso conformador
continuo, que consiste na cascata do pulso conformador discreto obtido no exercicio
1 com o filtro passa-baixas continuo e ideal implementado pelo comando soundsc.)

Como vocé modificaria o pulso no problema 1 para obter essa taxa?

EXERcIicIO 2.4:

O objetivo desta questao é projetar modens discados. Assuma, para isso, que
temos um canal passa-baixas ideal com freqiiéncias até 3kHz, e que vocé vai usar
uma modulagdo PAM. Vocé vai precisar da probabilidade de erro de modulagoes
PAM, mostrada na figura 2.10.

10 L Il
0 5 10 15 20

E,/o’(dB)

Figura 2.10: Probabilidade de erro de simbolo para varias modulagoes N-PAM.

a. Vocé dispoe de uma energia tal que, na recepcao, Fy/o? = 10dB, e vocé deseja
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uma probabilidade de erro menor que 0,004. Que constelacao vocé usaria para

maximizar a taxa de bits dadas estas restricoes?

b. Qual a maior taxa de bits que pode ser transmitida neste canal usando esta

constelacao, em termos de bits por segundo?
c. Qual pulso conformador atinge esta taxa, eliminando a I1S?

d. Agora, vocé precisa transmitir 18kbps a uma probabilidade de erro menor que

1075, Qual valor de Ej,/0? é necessario?

e. Supondo agora uma FEj,/0? = 15dB e uma probabilidade de erro inferior a
107°, qual é a maior taxa de bits que podemos atingir se usarmos um cosseno
levantado com roll-off de 0,257

ExERcicio 2.5:

O objetivo deste exercicio é chamar a atencao para a diferenca entre dois “critérios
de Nyquist”, um para amostragem e outro para transmissao sem IIS. Para fins de
telefonia, consideramos que o sinal de voz ocupa uma faixa de 4kHz. Suponha
que desejamos amostrar esse sinal & menor taxa possivel e quantiza-lo usando um
quantizador de 8 bits. Determine a taxa de amostragem f, e a freqiiéncia de bits
resultante. Suponha agora que esse sinal serd transmitido por um canal com faixa
de 16 kHz usando modulagao M-PAM. Suponha também que usaremos o pulso que

permita a transmissao a mais alta taxa de simbolos, mas evitando IIS. Determine o
valor de M.

ExXERcicio 2.6:

Efeito do roll-off na abertura do olho:
Neste exercicio, vocé usarda o MATLAB para tracar o diagrama de olho para difer-
entes valores de roll-off. Para tracar o diagrama de olho, use o seguinte algoritmo:

Ns=1000; % Ns define o numero de simbolos.
s=gera_pam(N,Ns) ; % Gera Ns simbolos N-PAM, igualmente provaveis
Rs=16; % Rs define a taxa de super-amostragem
s_interp=zeros(1,Ns#*Rs); % Gera vetor para interpolacdo

s_interp(1l:Res:end)=s; % Atribui os simbolos nas posigdes corretas
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h=rcos(Rs,rolloff); A
b
r=conv(h,s_interp); h
h
r=r((Rs#*8+1) : (end-Rs*8)) ; h
neye=5; b
c=floor(length(r)/(neye*Rs)); %
rplot= r(end-neye*Rs*c+1:end);

plot (reshape (rplot,neye*Rs,c))’

Pede-se:

Gera um cosseno levantado super-amostrado
de Rs com roll-off e janelamento de [-8T,8T]
Convolui vetor de simbolos interpolados

com filtro cosseno levantado

Elimina regime transitério na convolugdo

Define o numero de olhos por plot

Traga diagrama de olho

a. Gere as fungoes gera_pam(N,Ns) e rcos(Rs,rolloff) com janelamento de 16 perio-
dos de simbolos, i.e, [-8T%, 8T];

b. Trace o diagrama de olho para N=4 e os seguintes valores de roll-off: 0, 0.25, 0.5 e 1;

c. Comente os resultados!

Dicas:

1) Para a fun¢do gera_pam, use a fun¢do rand que gera uma variavel aleatéria uniforme-

mente distribuida entre 0 e 1. Particione este intervalo em N intervalos, associando cada

um a um diferente simbolo PAM. Selecione o simbolo correspondente toda vez que a var-

iavel aleatoria "cair''meste intervalo.

Na construcao da modulagdo, assuma d = 1 para

simplificar o problema e a visualizagdo;

2) Para a funcdo rcos use a fungao sinc do proprio MATLAB.



CAPITULO 3

Receptores de Sinais em Banda Base

No capitulo anterior, estudamos os primeiros conceitos de um transmissor, um
dispositivo que transforma uma seqiiéncia de bits em um sinal continuo que pode
ser transmitido por um canal em banda basica. Neste capitulo, estudaremos alguns
principios basicos do projeto de um receptor, ou seja, do dispositivo responsavel pela
recuperacao dos bits transmitidos a partir da saida do canal.

A funcao do receptor em um sistema de transmissao digital é observar a saida
do canal e decidir, de acordo com algum critério, quais bits foram transmitidos.
Para uma modulacaio PAM podemos, equivalentemente, decidir quais simbolos
foram transmitidos. Assim, considere um sinal transmitido como descrito em (2.1),

repetido aqui por conveniéncia:
s(t) = skg(t — kTs). (3.1)

Ao observar o sinal recebido r(t), o receptor deve disponibilizar, em sua saida, a
seqiiéncia de estimativas Zj, onde Zj deve ser uma “boa” estimativa do k-ésimo
simbolo transmitido, sy.

Obviamente, o melhor critério para a escolha dos bits transmitidos é o que min-
imiza a probabilidade de erro. Neste capitulo, veremos como este critério pode ser

implementado na préatica.

32
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3.1 Receptores de Minima Distancia

De agora em diante, assumiremos que o canal introduza ruido aditivo branco e
Gaussiano!. Além disso, para facilitar as deducoes, assumiremos inicialmente que
apenas um simbolo PAM isolado seja transmitido. Desta forma, o sinal recebido é

dado por

r(t) = sog(t) + n(t), (3.2)
onde sog(t) é o pulso transmitido e n(f) é um ruido Gaussiano de média zero e
fungao de autocorrelagao o24(t).

Um critério intuitivo para um receptor é o de distancia minima. Receptores
de distancia minima escolhem os bits que geram o sinal transmitido que mais se
aproxima do sinal recebido, usando o conceito de distancia entre dois sinais que é
definido no apéndice B. Ou seja, para cada possivel seqiiéncia de bits, medimos a
distancia entre r(t) e o que seria recebido se esta seqiiéncia tivesse sido transmitida.
Decidimos entao pela seqiiéncia que minimiza esta distancia. Note que o ruido esta
fora de nosso controle. Assim, quando falamos do sinal que seria recebido se uma
determinada seqiiéncia fosse transmitida, nao levamos em conta o ruido.

Vamos pensar sobre esse conceito com mais detalhe. Imagine que o simbolo
transmitido seja ag, ou seja, o sinal recebido é 7(t) = agg(t) + n(t). Este é o valor
observado pelo receptor. De posse da observacao do sinal recebido, o receptor passa
agora para a fase de testes. Em primeiro lugar, ele gera os N sinais a;g(t), para
t = 0,...N — 1, onde cada um desses sinais corresponde a uma das N possiveis
seqiiéncias de M bits. (Lembre-se que existem N = 2 valores possiveis para cada
grupo de M bits.)

Em seguida, o receptor mede a distancia entre agg(t) e r(t). Conforme visto no

apéndice B, essa distancia ¢ dada por

&= [ 1r) = aoglt) . (3.3

As outras N distancias d; entre a;g(t) e r(t), para i = 0,... N — 1, sdo também
computadas. Finalmente, o receptor verifica qual é a menor distancia. Sua saida é,
entao, a seqiiéncia de bits que gera esta distancia minima. Neste caso, esperamos
que, se o ruido for pequeno, dy serd a menor distancia, e o receptor decidird assim

que ag foi o simbolo transmitido.

!Esta ndo ¢ uma hipétese muito restritiva. Canais de comunicacdes via satélite, por exemplo,
podem ser modelados desta forma.
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Ainda que a descricao do procedimento seja relativamente simples, sua implemen-
tacao pode ser extremamente complexa. Afinal, o valor de N pode ser bastante alto.
Nesses casos, gerar todos os possiveis sinais recebidos e calcular todas as distancias
pode ser extremamente complexo. Mais ainda, ¢ preciso se perguntar se o critério de
distancia minima tem alguma razao de ser. Projetar um sistema baseado apenas em
observacoes intuitivas nem sempre é o melhor. Assim, na seqiiéncia, mostraremos
uma implementacao de baixa complexidade do receptor de minima distancia para
sistemas PAM. Buscaremos, também, mostrar que o receptor de minima distancia

minimiza a probabilidade de erro.

3.1.1 Uma Intuicao por Tras da Distancia Minima

Para uma explicacao intuitiva da validade do critério de distancia minima, imag-
ine que o receptor queira decidir que o sinal transmitido foi a;g(t), para um dado i.
Esta decisao é equivalente a dizer que o sinal recebido é dado por r(t) = a;g(t)+n(t)
ou, ainda, que o ruido que afetou a saida do canal é dado por n(t) = r(t) — a;g(t).
Ora, nesse caso estamos dizendo que a energia do ruido que afeta a saida do canal
¢ dada por [[n(t)]|? = ||r(t) — a;g(t)]]?, ou seja, ela é igual A distancia entre r(t) e
aig(t).

Assim, considere que o detector tenha que escolher entre as hipoteses de que
a;g(t) ou a;g(t) foi transmitido. Se escolhermos que a;g(t) foi transmitido, estaremos
dizendo que o ruido tem energia d?. Se escolhermos que a;g(t) foi transmitido,
estaremos dizendo que o ruido tem energia d?. Entretanto, é mais provavel que o
ruido tenha uma energia pequena do que uma energia grande, da mesma forma que
é mais provavel que uma variavel aleatoria Gaussiana de média nula assuma um
valor 1 do que um valor 10. Assim, se d? < d?, ¢ mais provavel que o ruido seja
dado por 7(t) — a;g(t) do que por r(t) — a;¢(t). Por isso, é mais provavel que a;g(t)
tenha sido transmitido, e portanto essa deve ser a decisao.

Nota: O uso da palavra provavel no paragrafo anterior nao é muito preciso, ainda
que esteja mais de acordo com o que se pensa em geral a respeito de probabilidade.
De fato, a probabilidade de uma variavel aleatoria Gaussiana de média nula assumir
um valor 1 ou 10 é a mesma: zero. O conceito com que trabalhamos aqui ¢ chamado
na literatura de verossimilhanca. De fato, é mais verossimil dizer que nossa variavel
aleatoria assumiu um valor 1 do que um valor 10, ainda que ambos eventos sejam

igualmente provaveis.



CAPITULO 3. RECEPTORES DE SINAIS EM BANDA BASE 35

3.1.2 Correladores e Distancia Minima

Nesta secao, mostraremos uma implementacao de um detector de distancia min-
ima para sistemas PAM baseado no uso de correladores. Esta é uma implementacao
relativamente simples que é de fato usada em sistemas praticos. Uma primeira ob-
servagao a fazer é que minimizar a distancia é equivalente a minimizar o quadrado
da distancia. Assim, deste ponto em diante, buscaremos minimizar o quadrado da
distancia, e nao a distancia em si. Esta abordagem evita o uso desnecessario da raiz
quadrada em alguns pontos do processamento e das derivagoes.

Para um sistema PAM, o sinal transmitido é dado por s(t) = sog(t), onde sg é
um dos N possiveis simbolos do alfabeto A. Conforme vimos, o receptor decide que
o simbolo transmitido foi a, onde ag(t) é, entre todos os simbolos possiveis, o sinal
mais proximo do recebido. Matematicamente, temos que

a = arg mi;ll/ I7(t) — ag(t)|* dt. (3.4)
ac

Assim, considere a distancia entre o sinal recebido e o sinal a;g(t), que corre-
sponde a um determinado simbolo transmitido. Conforme vimos, esta distancia é

dada por
£=i/me—waWdt (3.5)

Expandindo, obtemos que

d :/|aig(t)|2dt—2/aig(t)r(t) dt+/|r(t)|2dt. (3.6)

Observe que o primeiro termo de (3.6) corresponde a energia necessaria para
a transmissao do -ésimo simbolo. Este termo nao depende do sinal recebido, e
portanto pode ser computado de antemao. Chamemos este termo de E;. O segundo
termo de (3.6) corresponde ao produto interno entre 7(t) e a;g(t), de acordo com a
defini¢do do apéndice B. Ja o ultimo termo de (3.6) corresponde a energia do sinal
recebido. Este termo nao depende do sinal que estamos considerando, e portanto
pode ser ignorado. Em outras palavras, qualquer que seja a nossa escolha de a;g(t),
esse termo nao muda. Desta forma, o valor de a;¢(t) que minimiza d; é o mesmo
que minimiza

E, — 2(r(t), aig(2)). (3.7)

Agora, note que podemos dividir (3.7) por 2 sem alterar a minimiza¢ao. Também,

como a; é um escalar, obtemos que o receptor de minima distancia deve escolher o
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Figura 3.1: Implementacao de um receptor de distancia minima com um correlador.

simbolo que minimiza
Bi/2 — ailr(t), g(1)). (3.8)

Seja, entao, ro = (r(t),g(t)). Este valor pode ser computado com o uso de um
tnico filtro analoégico, chamado correlador. Temos, entao, que o receptor de minima
distancia pode ser implementado com um tunico filtro analégico, seguido de uma
camada de processamento digital, conforme mostrado na figura 3.1.

Antes de tentarmos explicar o bom desempenho de receptores de distancia min-
ima, discutiremos mais alguns aspectos de sua implementacao, e veremos com um
pouco mais de detalhe algumas propriedades do correlador. Em particular, na prox-
ima secao veremos uma interpretacao geomeétrica do critério de distancia minima
que leva a uma implementagao mais simples da parte digital do detector da figura
3.1. Na secao seguinte, veremos como o correlador em si pode ser implementado de

uma forma mais conveniente.

3.2 O Espaco de Sinais

Conforme vimos, o conceito da distancia entre o sinal recebido e os possiveis
sinais transmitidos ¢ de importancia em sistemas de comunicagoes. Receptores sao
baseados neste conceito e, como veremos, a distancia entre dois possiveis sinais
transmitidos determina o desempenho do sistema. Ainda que seja possivel definir
o conceito de distancia entre duas func¢oes, nossa intuicao funciona melhor com
vetores. Assim, nesta secao, veremos como representar o sinal recebido, bem como
os possiveis sinais transmitidos, como vetores de um espaco Euclidiano tradicional.

Para sistemas de comunicagoes, este espaco é chamado de espaco de sinais. Veremos
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Figura 3.2: Representacao do detector de distancia minima no espaco de sinais.

também uma interpretacao do detector de distancia minima que é, em principio,
mais intuitiva do que a abordagem anterior.

A maior dificuldade aqui, assim como no apéndice B, é pensar em func¢oes como
“vetores”. Elas sao vetores no sentido de que todas as propriedades de um espago
vetorial sao satisfeitas pelo conjunto das funcoes. Ou seja, o conjunto das fungoes
formam um espaco vetorial. O maior interesse em nosso caso é que isso possibilita
a definicao de subespacos do espaco de funcoes.

De fato, considere o “vetor” g(t). Este vetor gera um subespago de dimensao
1, dado por V = {ag(t)|a € R}. Ou seja, V' é formado pelos multiplos de g¢(t).
Note, assim, que todos os pulsos transmitidos de uma modulacao PAM pertencem
a V. Como V & um subespaco de dimensao 1, ele pode ser representado como
uma reta. Em outras palavras, os sinais transmitidos podem ser representados
geometricamente como na reta mostrada na figura 3.2 para uma modulagao 8-PAM.
Por exemplo, o ponto marcado 3 na figura representa o sinal transmitido 3g(t).
Como todos os sinais de interesse podem ser representados em um mesmo espaco
V', chamamos este espaco de espaco de sinais.

O sinal r(t) também estad mostrado na figura 3.2. Observe que, devido ao ruido,
r(t) dificilmente é um multiplo de g(t) e, portanto, ele em geral nao esta no subespago
V. Por isso, na figura, r(¢) nao esta representado sobre a reta gerada por g(t).

Finalmente, mostramos na figura 3.2 a projecao ortogonal de r(¢) no subespago
V', dada pelo ponto ry. Note que o ponto 9 em V' corresponde ao sinal rog(t). Do
curso de algebra linear, temos que a projecao ortogonal possui algumas propriedades
importantes. Em primeiro lugar, ela é o ponto de V' mais proximo de r(t).

Além disso, a projecao ortogonal é dada por ro = (r(t), g(t)), ou seja, ela ¢ dada
pela saida do correlador. Cabe aqui uma observacao. Para que o produto interno
(r(t), g(t)) represente a projegao ortogonal, é necessario que ¢(t) seja um vetor de

norma unitaria. Em outras palavras, devemos assumir que o pulso conformador
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satisfaga (g(t), g(t)) = 1. Ou seja, g(t) deve ser um sinal de energia unitaria. Esta
hipotese facilita tremendamente a notacao, e sera usada deste ponto em diante.

A dltima propriedade importante da projecao ortogonal é que ela é, justamente,
ortogonal. Isso esta representado pelo angulo reto na figura 3.2 e, matematicamente,
quer dizer que o vetor r(t) — rog(t) é ortogonal a qualquer vetor de V. Ou seja,
(r(t) —rog(t),ag(t)) = 0 para qualquer valor de a.

Considere, agora, o calculo de d; no espaco de sinais, onde d; corresponde a
distancia entre 7(¢) e um sinal dos possiveis sinais transmitidos, dado por a;g(t). Na
figura 3.2, representamos este calculo para o sinal 7¢(t). Devido a ortogonalidade
e ao teorema de Pitdgoras, temos que d? = ||rog(t) — a;g(t)||* + ||7(t) — rog(t)]*.
Note que o segundo termo desta equacao nao depende de a;,. Em outras palavras, o
detector de distancia minima pode, equivalentemente, tentar minimizar a distancia
17 = |ro — ail*|lg(t)]I” %,
pois assumimos que o pulso conformador tem energia unitaria.

entre rog(t) e a;g(t). Entretanto, ||rog(t) — a;g(t) =|ro—ua

E assim chegamos, finalmente, & maior vantagem da representacao no espago
de sinais: rog(t) e a;g(t) sao sinais no mesmo espaco V' de dimensao 1. Podemos,
entao, pensar no detector de distancia minima como a busca do valor de a; mais
proximo de 7y, onde a; e g sao pontos em uma reta. Sob essa perspectiva, fica claro
que, para a configuragao da figura 3.2, o detector de distancia minima deve decidir
que o simbolo transmitido foi 3. Claramente, temos assim uma interpretagao mais
intuitiva do critério de distancia minima.

Esta interpretagao permite também uma implementacao interessante do detector
de distancia minima. Ele deve, inicialmente, calcular ry. O estagio seguinte depende
da modulacao em questao. Para o sistema mostrado na figura 3.2, temos que, se
ro < —6, o receptor deve dizer que o simbolo transmitido foi —7. Se —6 < ry < —4,
o receptor deve dizer que o simbolo transmitido foi —5, e assim sucessivamente.
Em outras palavras, o receptor ¢ implementado como um correlador seguido de um
quantizador. Esta implementacao pode ser consideravelmente mais simples do que
a mostrada na figura 3.1.

Terminamos essa secao com uma tltima definicao. Conforme vimos, tudo que o
detector precisa saber a respeito de r(t) para fazer a sua decisao de distancia minima
é o valor de ry. Assim, ry é chamado de estatistica suficiente para o processamento

de r(t). Falaremos um pouco mais sobre isso no final desse capitulo.
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Figura 3.3: Filtro de recepcao e o amostrador.

3.3 Filtros de Recepcgao

Nas secoes anteriores, vimos que a primeira etapa de um receptor de distancia
minima consiste em um correlador. Nesta secao, obteremos uma implementacao
alternativa do correlador como um filtro linear, a partir de uma abordagem alterna-
tiva & da secao anterior. Obteremos também uma propriedade importante do filtro
resultante.

Comecaremos com um cenario genérico. No capitulo anterior, assumimos que o
sinal s(t) era amostrado diretamente. Entretanto, a presenca de ruido foi ignorada.
Se o sinal recebidor(t) for corrompido por ruido, ele nao deve ser amostrado direta-
mente. Isso porque o ruido esta presente em todas as freqiiéncias (por se tratar de
um ruido branco), ao passo que o sinal de interesse esta limitado a freqiiéncias entre
—W e W. Assim, se passarmos 7(t) por um filtro passa baixas, podemos eliminar
muito do ruido sem afetar em nada o sinal de interesse.

Um filtro como o descrito acima, colocado antes do amostrador, é chamado de

filtro de recepgao, e estd mostrado na figura 3.3. Nesta figura, temos que
z(t) =r(t) « h(t) = so(g(t) * h(t)) + n(t) = h(t), (3.9)

onde h(t) é a resposta ao impulso do filtro e * indica convolu¢ao. Ainda que o filtro
passa baixas seja uma opcao viavel e intuitiva para um filtro de recepcao, ele nao é

o tnico nem o melhor, como veremos na seqiiéncia.

3.3.1 Filtro Casado

Nesta secao, proporemos um critério para o projeto de um filtro de recepcao, e
estabeleceremos algumas propriedades do filtro resultante. Para isso, considere que
o sinal em (3.9) seja amostrado no instante 0. Teremos, entao, que a saida do filtro
de recepcao é dada por

ro = p(0)so + v(0), (3.10)
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onde p(t) = g(t) * h(t) e v(t) = n(t) * h(t). Vemos, assim, que existem dois compo-
nentes na saida do filtro: um que traz informacao sobre o sinal de interesse, dado
por p(0)sg, e outro que corresponde ao ruido, dado por v(0).

Podemos, entao, pensar no seguinte critério para o projeto do filtro de recepcao:
gostariamos que, no instante de amostragem, a relacao entre a poténcia do sinal
de interesse e a do componente de ruido seja a maior possivel. Esta relacao entre
as poténcias é conhecida como relagao sinal-ruido (SNR, do inglés signal-to-noise

ratio), e pode ser escrita como

CEpO)sol?]  [p(0)E[Jsof?]
SNE=Bor — EROP

(3.11)

onde a ultima igualdade segue do fato que p(0) é uma constante deterministica.
Buscaremos agora uma forma de escrever a expressao em (3.11) em termos das

formas de onda g(t) e h(t). Para isto, note que podemos escrever

p(0) = / B(t)g(r — 1) dt

:/ﬁ@¢4mﬁ (3.12)

7=0

Mais ainda, podemos escrever

E [[v(0)*] = E[0(0)(0)]

(3.13)
= E[(n(t) * h(t)) =0 (n(t) * h(t))]1=o] -

Usando diferentes variaveis para descrever as convolugoes em (3.13), obtemos que
E [|v(0)|2] =E {/ h(t)n(—t)dt/h(T)n(—T)dT}

(3.14)
://EMFQM—ﬂM@MﬁMMr

Finalmente, lembrando que o ruido é branco e portanto E[n(—t)n(—7)] = 0?6(t—71),

temos que

E [[v(0)]] =¢” // O(t —1)h(t)h(r)dtdr
:H/M@F&

Assim, substituindo (3.12) e (3.15) em (3.11), temos que

_ E(]so]?][ [ g(=t)n(t) dt|?
SNR = TGN : (3.16)

(3.15)
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De posse desta expressao para a SINR em termos de g(t) e h(t), podemos agora
passar para a obtencao de um filtro de recepcao que maximize a SN R. Para isso,

usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz que, conforme mostrado no apéndice

‘/g(—t)h(t) dt 2 < /|g(—t)|2dt/|h(t)|2dt, (3.17)

com igualdade se e somente se h(t) ¢ um miltiplo de g(—t). Substituindo essa

B, implica que

desigualdade em (3.16), temos que

snR < Llisol’] fg Hifde

(3.18)

com igualdade se e somente se h(t) é um multiplo de g(—t). Ou seja, o maior valor
que a SNR pode assumir é dado pelo lado direito de (3.18), o que ocorre quando
h(t) é um multiplo de g(—t). Por simplicidade, escolhemos h(t) = g(—t). Neste caso,
dizemos que o filtro h(t) esta casado ao pulso g(t), e o filtro resultante é chamado
de filtro casado.

A expressao do filtro casado no dominio da freqiiéncia é também bastante sim-
ples. De fato, usando propriedades da transformada de Fourier, pode-se mostrar
que se h(t) = g(—t), entao H(f) = G*(f). Em outras palavras, a magnitude da
resposta em freqiiéncia do filtro casado é igual a do pulso conformador, ao passo que

suas fases possuem sinais invertidos.

3.3.2 Relagao entre o Filtro Casado e o Correlador

Nesta se¢ao, mostraremos como o detector de distancia minima pode ser imple-
mentado com um filtro casado. Isso é de interesse, pois a implementagao de um
filtro linear como o filtro casado é bastante simples.

Para estabelecer esta relagao, note que a saida do filtro casado no instante t = 0
é dada por

r(t) * h(t)]i=o

/r (3.19)
/

= (r(t)
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onde usamos o fato que h(t) = g(—t). Vemos, entdo, que no instante ¢ = 0, a saida
do filtro casado é igual a saida do correlador. Esta observacao pode ser generalizada.

De fato, a saida do filtro casado no instante t = k7 é dada por

h(t)l =k,

)h
)g

Tk

kT, —t)dt

r(t) *
r(t
(3.20)

t

/

= (r(t), g(t = KT)).

Em outras palavras, a saida do filtro casado no instante ¢ = kT, é igual a corre-

(
(t — kT,) dt

lagao entre o sinal recebido, r(t), e uma versao deslocada do pulso de transmissao,
g(t — kTy). Este resultado tera conseqiiéncias importantes na implementagao de um

receptor de distancia minima para a deteccao de multiplos pulsos.

3.4 Recepcao de miiltiplos pulsos

Considere agora a transmissao de multiplos pulsos, de forma que o sinal transmi-
tido é dado por s(t) = Yor_ spg(t—kT,). Para a discussdo nesta secio assumiremos
inicialmente um sistema sem ruido, de forma que o sinal recebido é r(t) = s(t). As-
sumiremos também o uso de um filtro de recepgao, com resposta ao impulso h(t).

Neste caso, a saida do filtro de recepgao, expressa em (3.9), é dada por

=
L
=

z(t) = h(t) xr(t) = h(t) * srg(t — kTs) = skp(t — kTs), (3.21)

iy
o
il

onde p(t) = h(t)*g(t), e onde usamos o fato de que a convolu¢ao € linear e invariante
no tempo. Podemos agora seguir um raciocinio semelhante ao da secao 2.3, que levou
ao critério de Nyquist. De fato, na secao 2.3 tentamos decidir qual foi o simbolo
transmitido amostrando o sinal recebido r(t) a cada T segundos, onde T} é o periodo
de simbolo. Aqui, podemos tentar fazer a mesma decisao baseado na saida do filtro
de recepgao, ou seja, amostramos z(t) a cada T segundos e tentamos com isso decidir
qual foi o simbolo transmitido. Observe que z(¢) é muito semelhante ao sinal r(¢)
da se¢ao 2.3, mas com p(t) ocupando o lugar de g(t). De certa forma, é como se a

presenga do filtro de recepgao transformasse o pulso de transmissao em p(t).
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Seja entao z[k| = z(kTs). Gostariamos que z[k] fosse igual a s, ou seja, que nao
houvesse interferéncia entre os simbolos. Seguindo os passos da secao 2.3, é possivel
ver que, para que isso seja verdade, é necessario que p[k| = d[k], onde p[k] = p(kTy).
Ou seja, devido a presenca do filtro de recepgao, é necessario que p(t), e nao g(t),
satisfaga o critério de Nyquist. Como p(t) = g(t) * h(t), entao P(f) = G(f)H(f).

Finalmente, temos que o critério de Nyquist para sistemas com filtro de recepcao é

EEo(-gnlog) e

n=—oo

dado por

Caso o sistema empregue um filtro casado, temos que H(f) = G*(f). Portanto,
de (3.22), para que nao tenhamos IIS nas amostras da saida do filtro casado, o pulso

conformador deve satisfazer

j — n
7> jo(r-7)

n=—oo

T 1. (3.23)

Em outras palavras, o quadrado da resposta em freqiiéncia do pulso conformador
é que deve satisfazer o critério de Nyquist. Dizemos que um pulso com esta carac-

teristica é um pulso de raiz de Nyquist.

3.4.1 Raiz de Cosseno Levantado

Um pulso raiz de Nyquist muito usado na pratica é o raiz de cosseno levantado,
cuja resposta em freqiiéncia é a raiz quadrada de (2.16), equacao que define a re-
sposta em freqiiéncia do cosseno levantado. Aplicando a transformada de Fourier

inversa, obtemos que a raiz de cosseno levantado é dada por

Aq COS ((1 + oz)%) + fjt sin ((1 — a)%)

7Ty 1— <4at)2

Ts

g(t) =

(3.24)

3.4.2 Detectores de Distancia Minima

Nesta secao, veremos como podemos projetar um detector de distancia minima
para a deteccao de multiplos pulsos. Assuma inicialmente a transmissao de dois
pulsos, so e s1, de forma que 7(t) = sog(t) + s19(t — Ts) + n(t). Assuma também
o uso de 2-PAM, de forma que os pulsos podem assumir valores +1 ou —1. Neste

caso, existem quatro possiveis pulsos transmitidos:
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o g(t) +9(t—To),
o g(t) —g(t = To),
o —g(t)+g(t—Ty),
o —g(t) —g(t = T5).

Teoricamente, deveriamos calcular a distancia entre r(t) e cada uma dessas quatro
possibilidades, fazendo a decisiao pelos simbolos que levam & menor distancia?. Ob-
viamente a complexidade deste detector é grande. Pior ainda, se houvéssemos trans-

21000 hossiveis sinais transmi-

mitido 1000 simbolos, deveriamos comparar r(t) com
tidos. Este numero excede a estimativa atual para o nimero de atomos no universo,
indicando que a complexidade deste detector é inviavel.

A simplificacao do detector de distancia minima neste caso passa por uma
hipotese importante: assumiremos que o pulso ¢(t) seja um pulso raiz de Nyquist,
satisfazendo (3.23). Estes pulsos possuem a importante propriedade de que g(t) e

g(t — kT) sdao ortogonais®. De fato, como h(t) = g(—t),

(9(0).9(t = KT.)) = [ g(0)g(t ~ KT.) ds
= /g(t)h(k:Ts —t)dt (3.25)
— (9(t) * B(®) s,

Ora, de (3.22) e (3.23) vemos que o pulso g(t) = h(t) satisfaz o critério de Nyquist,

de forma que
(9(t), 9(t — kTy)) = O (3.26)

Como conseqiiéncia desta ortogonalidade, podemos representar o sistema com

dois pulsos como na figura 3.4. Como os dois triangulos retangulos desta figura

2Lembre-se que a idéia de distancia minima é comparar 7(¢) com todos os possiveis sinais
transmitidos. Uma dessas comparacgoes serd com o sinal que foi de fato transmitido, e nesse caso
estaremos medindo apenas a energia do ruido. Nos outros casos, medimos a energia do ruido mais
um outro termo. Espera-se que a energia nesses outros casos seja maior do que no caso com ruido

apenas. E por isso que selecionamos a hipdtese com menor energia, ou de distancia minima
3Esta propriedade também é importante para o projeto de constelaces, conforme veremos

adiante.
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To o
-

aog(t) + arg(t — Ty)
g(t - Ts)

Figura 3.4: Espaco de sinais com a transmissao de dois simbolos.

deixam claro,

Ir(t) = (aog(t) + arg(t = T))|I* =|r(t) — (rog(t) + rig(t — To))|*+
I(rog(t) + rig(t = T3)) — (aog(t) + arg(t — T0))||*
=[r(t) = (rog(t) + mg(t = T,))|I*+
[(rog(t) — aog(®)|I* + llrig(t = Ty) — arg(t = To)|?
=[r(t) = (rog(t) + rg(t — T,))|I*+
+|ro = ao*lg(@®)1* + [r — a1 *[lg(t)[1*.
(3.27)
Claramente, o termo ag aparece em apenas um lugar na equagao acima, no termo
|70 — apl?. Da mesma maneira, o termo a; aparece em apenas um lugar na equagao
acima, no termo |r; — a4|?>. O problema de determinar o sinal transmitido mais
proximo ao recebido foi entao desacoplado em dois problemas. Basta determinar o
simbolo ay mais proximo de rg e o simbolo a; mais proximo de ;. Em cada uma
destas hipoteses, é necessario fazer duas comparacoes para cada simbolo. No caso de
1000 simbolos transmitidos, isto resulta em 2000 comparacoes, valor muito menor

do que as 2'°°° comparacoes do método no inicio desta secdo.
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3.4.3 Ruido

Considere novamente o sinal na saida do amostrador da figura 3.3. Para poder-
mos analisar o desempenho deste sistema, é necessario conhecer as estatisticas do
ruido. Assim, nesta secao, estudaremos as estatisticas da seqiiéncia aleatoéria ng, que
representa o componente de ruido de r;. De (3.9), temos que n, = (n(t)*h(t))|i=xr..
Obviamente, n; é o resultado da filtragem linear de um processo Gaussiano, e por-
tanto é Gaussiano. Mais ainda, como E[n(t)] = 0, E[ng] = 0.

Falta determinar a funcao de autocorrelacao de ny. Assim, considere
E[ngn) = E[/ n(t)h(kTs —t) dt/n(r)h(kTs —7)dr7], (3.28)

onde usamos duas variaveis de integracao distintas para representar n; e n;. Tro-
cando a ordem das integrais com a esperanga, e reconhecendo que n(t) é a tnica

grandeza aleatoria, temos que
Elngny] = //E[n(t)n(T)]h(kTs —t)dth(ITs — 7)d7
_ / / No/26(t — TV h(kT, — t) dt h(IT, — 7) dr (3.29)
= /NO/Qh(kTS —71)h(ITs — 7)dT.
Ora, se h(t) é um filtro casado, entao h(t) = g(—t). Portanto,
E[ngn) = /NO/QQ(T —kTH)h(ITs — 7)dr

= No/2(g(t) = h()) =1

(3.30)

Se, além disso, os pulsos satisfizerem (3.23), entdao a convolu¢ao acima da zero, a
nao ser que k = [. Assim, concluimos que se usarmos um filtro de recepcao casado
que satisfaz (3.23), entao

E[nin) = No/20k_y, (3.31)

ou seja, os ruidos tém varidncia Ny/2 e sao descorrelacionados. Como eles sao
Gaussianos, isto significa que eles sao independentes.

A independéncia entre amostras consecutivas de ruido é de suma importancia
para o esquema de deteccao da figura 3.3. De fato, ela indica que o sinal n; nao traz
nenhuma informacao sobre o sinal n,. Como assumimos que os simbolos transmiti-

dos também sao independentes, isso implica que o sinal r; também nao traz nenhuma
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informacao sobre r,. Em outras palavras, usar apenas o sinal r; para decidir sobre o
k-ésimo simbolo transmitido nao acarreta nenhuma perda de desempenho. Ou seja,
para canais que introduzem apenas ruido aditivo, um receptor simbolo-a-simbolo é
6timo se o filtro de recepgao satisfizer (3.23).

Se, por outro lado, os ruidos fossem correlacionados, nés seriamos capazes de
extrair alguma informacao sobre n; a partir de ;. Em outras palavras, poderiamos
usar r; para melhorar a nossa decisao sobre o k-ésimo simbolo transmitido. Infeliz-

mente, esta informacao nao é 6bvia, e sua demonstracao nao é simples.

3.4.4 Resumo: Um Receptor Pratico

Nesta secao, estudamos um receptor como o mostrado na figura 3.3. Principal-
mente, mostramos as vantagens de usar um filtro casado como filtro de recepcao.
Este filtro maximiza a relagao sinal ruido em sua saida. Além disso, se amostrarmos
sua saida nos instantes ¢t = kT, obteremos um sinal 74 igual & correlagao entre r(¢)
e g(t — kTy).

Vimos também que se o pulso conformador satisfaz (3.23), entao o sinal r; nao

apresenta IIS, ou seja, podemos escrever
T = Sk + Ng. (332)

Neste caso, vimos também que duas amostras diferentes do ruido n; sao sempre
independentes. Em resumo, podemos determinar nossa decisao de distancia minima
para o k-ésimo simbolo transmitido simplesmente passando r, por um quantizador,

como visto na secao 3.2.

3.5 O porqué da distancia minima

Esta secao é um pouco mais teorica, e tenta explicar o porqué de detectores de
distancia minima. Para isso, tentaremos estabelecer qual detector minimiza a prob-
abilidade de erro, e em seguida estabeleceremos a equivaléncia entre este detector e
o de distancia minima. Lembrando que ry contém toda a informacao relevante de
r(t) a respeito do simbolo transmitido, basearemos nosso detector no valor de 7.
Além disso, suporemos, como sempre, que o canal introduza apenas ruido aditivo
Gaussiano branco e que apenas um simbolos seja transmitido. Ou seja, rg = so+ no,

onde sg é o simbolo transmitido e ng é um ruido Gaussiano.
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Considere, entao um receptor genérico que, para cada ry, decide por um simbolo
a(rg). Seja, entdao, Zy o conjunto dos valores de ry que levam a uma decisao a(rg) =
ap. Ou seja, se g € Zy, entao a decisao serd que o simbolo transmitido foi ag.
No exemplo da figura 3.2, a partir do critério de distancia minima temos que, se
ag = —7, entdo Zy = {rg < —6}. De forma equivalente, podemos definir Z;, para
1t =20,..., N como a regiao que leva a uma decisao a;. Os conjuntos Z; sao chamados
de regioes de decisao.

O problema de determinar o detector pode entao ser visto como um problema
de especificar as regides Z;, ou seja, para que valores de rg eu devo decidir pelo
simbolo a;. Vamos pensar na probabilidade de uma decisao correta, P, para regioes
de decisao genéricas. Em particular, dado que o simbolo transmitido foi a;, a prob-
abilidade de uma decisao correta é igual a probabilidade do sinal recebido cair na
regiao de decisao correspondente ao simbolo a;, ou seja, ro € Z;. Assim, usando o

teorema da probabilidade total, temos que

P.= Z Placerto|a foi transmitido| P[a]

— Z Plro € Zi|a;] Plaj] (3.33)

onde fg,(r|a;) é a densidade de probabilidade de ry dado a;.

Considere, agora, um ponto especifico ry. Devemos determinar a que regiao este
ponto pertence, de forma a minimizar a probabilidade de erro ou, equivalentemente,
maximizar P.. Para isso, considere o argumento da integral em 3.33. Imagine que
fry(rola;) Pla;] > fr,(rolaj) Pla;], para i # j. Assim, se dissermos que ry € Z;,
teremos que a contribuicao do ponto ry para P. é maior do que se disséssemos
que 19 € Z;. Pensando da mesma forma para todos os valores de i e j, cheg-
amos a conclusao que ry deve pertencer ao conjunto que apresenta o maior valor
de fr,(rola;) Pla;]. Em outras palavras, a decisao que maximiza a probabilidade de

acerto é dada por

a(rg) = arg max fry(r0la) Plal. (3.34)

Duas observagoes podem ser feitas a partir de 3.34. Em primeiro lugar, o valor

de fgr,(ro) nao depende de a. Assim, podemos dividir fg,(ro|a) Pla] por fr,(ro) sem
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afetar a maximizagao em 3.34. Isto leva a

a(rg) = arg max M.

max Fr (o) (3.35)

Ora, o termo sendo maximizado acima é exatamente Pla|rg]. Este é o valor da
probabilidade de a depois que observamos a saida do canal, e é conhecido como a

probabilidade a posteriori. Concluimos, assim, que a decisao
a(rg) = arg max Pla|ro] (3.36)
acA

minimiza a probabilidade de erro. Ou seja, o critério de maximo a posteriori em
3.36 é equivalente a minimizacao da probabilidade de erro.

Um outro critério importante pode ser obtido quando todos os simbolos sao
igualmente provaveis, ou seja, Pla] = 1/N,Va € A. Neste caso, o termo P[a] nao
influi na maximizacao em 3.34, e portanto pode ser ignorado. Isto leva ao critério

de mdzima verossimilhanga (MV):
a(ro) = argmax fr, (rola), (3.37)

que, quando os simbolos sao igualmente provaveis, também ¢é equivalente & mini-
mizacao da probabilidade de erro.

E o critério de MV que leva ao elo entre distancia minima e minima probabilidade
de erro. De fato, como 79 = s¢ + ng, temos que, dado sg = a, g ~ N(a,c?). Em

outras palavras, devemos buscar o valor de a que maximiza

exp <—M> , (3.38)

202

Jro(rola) =

2o

0 que é equivalente a maximizar o logaritmo de fg,(rola), ja que o logaritmo é uma

funcao estritamente crescente. Assim,

a(rg) = arg m%i( log (fry(rola))

= argmaglog < ¢1—§ + l(ci (e;‘; (_%2%'2&)2) ) (3.39)

= argmax log (\/_ =
a)*

(ro —a)*
= arg max —
& acA 202
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onde, na tultima igualdade, ignoramos os termos que nao dependem de a. Agora,
note que maximizar o negativo de uma func¢ao é igual a minimizar esta funcao. Note
também que o termo 20? nio influi na maximizacdo acima. Finalmente, chegamos
a

a(rg) = arg Hli;‘l(fo —a)?, (3.40)
ae

que é justamente o critério de distancia minimal

3.6 Exercicios

ExErcicio 3.1:

No lado esquerdo da figura 3.5, temos a resposta ao impulso de alguns filtros de
transmissao, marcados a, b, e c. No lado direito, temos a resposta combinada destes
filtros com o filtro casado correspondente. Associe as formas de onda do lado direito

com as do lado esquerdo.

1. Quais sinais resultam em um sistema sem IIS apds o filtro casado se o periodo
de simbolos é T, = 0.57

2. Quais sinais resultam em um sistema sem IIS ap6s o filtro casado se o periodo
de simbolos é T, = 17

3. Quais sinais resultam em um sistema sem IIS ap6s o filtro casado se o periodo
de simbolos é T, = 27

ExErcicio 3.2:

Considere um sistema em banda base onde o ruido é branco, e onde o pulso
conformador é sinc(2000t). Ou seja, o filtro de transmissdo é passa-baixas, com
freqiiéncia de corte de 1kHz. Assuma o uso de um filtro casado na recepcao. Qual é
a densidade espectral de poténcia do ruido, dado que a variancia do ruido na saida
do amostrador é 0.017 Dica: calcule a variancia do ruido na saida do amostrador

usando o dominio da freqiiéncia.
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Figura 3.5: Resposta ao impulso de filtros de transmissao e de suas cascatas com os

respectivos filtros casados.



CAPITULO 4

Transmissdo e Recepcdo em Banda Passante

Neste capitulo, discutiremos a transmissao de sinais através de canais em banda
passante. Ao contrario dos canais em banda base, os canais em banda passante nao
transmitem em baixas freqiiéncias. Entretanto, todas as técnicas vistas até agora
assumem transmissao de freqiiéncias ao redor de zero. Assim, o tema deste capitulo é
como adequar as técnicas para transmissao em banda base a transmissao por canais
em banda passante.

Como pré-requisito, usaremos nesta secao algumas propriedades importantes da

exponencial complexa. Em primeiro lugar, temos que
exp(j2m fot) = cos(2m fot) + j sin(27 f.t). (4.1)

Isto implica, por exemplo, que

cos(2n fo1) = Rlexp(j2m £.6)] = & (exp(j2 fuf) + exp(—2r fot)
(4.2)

sin(27 f.t) = Slexp(j27 f.4)] = %(exp(— 27 fit) — expl(j 2 £ot),

onde R[z] e I[z] denotam, respectivamente, as partes real e imaginaria do niimero
complexo x. Outra propriedade importante da exponencial complexa é que, se um

sinal s(t) tem transformada S(f), entao

Flexp(j2m fet)s(t)} = S(f = fo), (4.3)

onde F{s(t)} denota a transformada de Fourier de s(t).

22
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Figura 4.1: Exemplo de um canal em banda passante, bem como da modulagao de

um sinal em banda base.

4.1 Transmissao em Fase e em Quadratura

Iniciaremos nossa discussao mostrando como sinais em banda passante sao
produzidos na pratica. Nas proximas secoes, desenvolveremos uma representacao
matematica mais conveniente para esses sinais. Como sempre, para facilitar a no-
tacao e o entendimento, assumiremos inicialmente a transmissao de apenas um sim-
bolo.

Assim, considere que vocé queira transmitir M bits por um canal com largura de
faixa B, centrado na freqiiéncia f.. Um exemplo de um tal canal estd mostrado na
figura 4.1. Assim como fizemos em banda base, o objetivo é associar a cada possivel
grupo de M bits um sinal em banda passante, s,(t), cuja densidade espectral de
poténcia ocupa a mesma faixa de freqiiéncias que o canal.

Dos capitulos anteriores, sabemos produzir um sinal N-PAM em banda base s(t)

para transmitir estes M bits:
(1) = s09(t), (4.4)

onde ¢(t) é o pulso conformador. Assumiremos aqui que ¢(t) tem energia unitaria,
ou seja, (g(t),g(t)) = 1. Ora, se G(f) = 0 para |f| > B/2, a resposta em freqiiéncia
de s(t), S(f), serd como mostrado na figura 4.1. A idéia, entdao, é obter um sinal
em banda passante a partir deste sinal em banda base.

A propriedade da modulacao da transformada de Fourier nos da uma forma 6bvia
de obter um sinal em banda passante a partir de s(t). De fato, para dois simbolos

Zo e Yo podemos criar os sinais

s7(t) = V2x0g(t) cos(2m f.t)

4.5
sa(t) = V2yog(t) sin(2m £.t). )
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(A multiplicacao de ambos os sinais por V2 sera explicada adiante.) A resposta em

freqiiéncia destes sinais é dada por

Si(f) = %(G(f — L)+ G(f + fo)

Solf) = %(G(f 1)~ G(f — fo)).

Observe que s;(t) e so(t) sao obtidos multiplicando s(¢) por uma senéide de fre-

(4.6)

qiéncia f.. Esta sentide é chamada de portadora, e f. é chamado de freqiiéncia
da portadora Isto explica o indice em f.: ¢ vem do inglés carrier, que quer dizer
portadora.

Na figura 4.1, mostramos S;(f), que claramente ocupa a mesma faixa de fre-
qiiéncias do canal. Portanto, s;(¢) é um sinal adequado para transmissao. O mesmo
pode ser dito de sg(t), ja que ele difere de s;(t) apenas em fase, e ndo em ampli-
tude. De fato, S;(f) e So(f) possuem a mesma resposta em magnitude, ao passo
que suas fases diferem de 7/2. Quando isto ocorre, dizemos que os sinais estao
em quadratura, de forma que chamamos xog(t) e yog(t) de sinais em fase e em
quadratura, respectivamente. Isto explica a escolha dos indices: I vem do inglés in
phase, e () vem de quadratura.

Infelizmente, o uso de s7(t) ou sg(t) para a transmissao nao é eficiente. De fato,
do exemplo 2.3, na pagina 25, vemos que a eficiéncia espectral de s(t) pode chegar
a v = 2Mbits/s/Hz. Os sinais s;(t) e sqg(t) transmitem a mesma taxa de bits por
segundo que s(t), assumindo que sy, g e yo venham todos do mesmo alfabeto N-
PAM. Entretanto, mas s;(t) e sg(t) ocupam uma faixa de BHz, o dobro da de s(t).
Em outras palavras, a eficiéncia espectral destes sinais é apenas metade da de s(t).

Uma possivel solugao para este problema é transmitir s;(¢) ou sq(t) usando faixa
lateral inica (SSB, do inglés single sideband). Entretanto, a modula¢ao SSB envolve
filtros com descontinuidades em freqiiéncia, que portanto sao dificeis de implementar
na pratica. Dai o interesse na busca por solucoes alternativas.

Assim, considere a transmissao de

sp(t) = s1(t) = sq(t). (4.7)

(A razao para subtrair sg(t), ao invés de somé-lo, também sera explicada adiante).
Obviamente, S,(f) = Si(f) — Sq(f), de forma que s,(t) também tem uma resposta
em freqiiéncia adequada ao canal. Mais ainda, s,(t) transmite a4 mesma taxa de

simbolos de s;(t) e sqg(t). Entretanto, cada “simbolo” de s,(t) carrega informacao
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sobre dois simbolos, xg e yo, de forma que sua eficiéncia espectral é o dobro da de
s1(t) e sg(t). Ouseja, com s,(t) podemos resolver o problema da eficiéncia espectral.
A questao é se é possivel e conveniente projetar um receptor para recuperar o e o
quando s,(t) é transmitido.

4.1.1 Recepcao em Fase e Quadratura

Vamos agora tentar projetar um receptor de distancia minima para recuperar x

a partir da transmissao de s,(t). Assim, considere o sinal recebido

rp(t) = 5p(t) + 1y (1), (4.8)

onde, como anteriormente, n,(f) ¢ um ruido Gaussiano de média zero e fungao de
autocorrelagao No/26(t).
Como vimos no capitulo 3, um receptor de distancia minima diz que o simbolo

transmitido foi zy, onde
. : 2
Zo = arg min 17 (1) — V2x09(t) cos(2m f.t)||?, (4.9)

onde A é o alfabeto usado para transmissao, ou seja, o conjunto de valores que o
simbolo xy pode assumir. Em outras palavras, Zy é o simbolo que, se transmitido
por um canal sem ruido, geraria o sinal recebido mais proximo de r,(t). Observe
que em (4.9) adotamos uma abordagem em principio ingénua e ignoramos o fato de
que um sinal em quadratura também foi transmitido. Conforme veremos, isso nao
acarreta nenhuma perda de desempenho.

Também vimos no capitulo 3 que podemos implementar este detector de distancia
minima passando 7,(¢) por um correlador que calcula r; = (r,(t), v/2g(t) cos(27 f.t)).
Ora,

rr = x0(vV2g(t) cos(2m f.t), V2g(t) cos(2m f.t))—
Yo (V2g(t) sin(2m fot), V2g(t) cos(27 fot))+ (4.10)
(np(t), V2g(t) cos (27 ft)).
Para nao interromper o raciocinio, assumiremos agora como verdadeiros alguns re-
sultados que provaremos na proxima secao. Em particular, o primeiro produto
interno em (4.10) d4 um, o segundo da zero, e o terceiro resulta em uma variavel

aleatoria Gaussiana n; de média zero e variancia No/2. Assim, temos que

rr :m0+n1, (411)
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ou seja, o sinal sg(f) nao tem nenhuma influéncia sobre a saida do correlador. Em
outras palavras, para a recuperagao de xg, a transmissao ou nao de sg(t) nao faz a
menor diferenca! Podemos simplesmente dizer que o simbolo transmitido é aquele
mais proximo de r7, como fizemos fizemos na secao 3.2.

Obviamente, podemos chegar a mesma conclusao se tentarmos recuperar y, cal-

culando

rg = (rp(t), —v2g(t) sin(27 f.t)). (4.12)

Ou seja,
ro = Yo + N, (4.13)

de forma que a transmissao de xy nao tem influéncia sobre a recepcao de .

Igualmente importante é o fato de que n; e ng sao independentes, conforme
mostraremos na proxima secao. Intuitivamente, isto significa que ng nao traz nen-
huma informacao sobre ny, e, portanto, que rg nao traz nenhuma informacgao sobre
r7. Em outras palavras, nao temos nada a ganhar em usar rg para auxiliar na
estimacao de x.

A conclusao importante desta se¢do é que podemos transmitir s;(t) e sg(t) ao
mesmo tempo, e de forma que podemos recuperar zy e yy como se o outro simbolo
nao tivesse sido transmitido. Em outras palavras, o sinal s,(f) ¢ adequado para

transmissao, nao resultando em nenhuma perda de taxa ou desempenho.

4.1.2 Transmissao e Recepcao de Miltiplos Simbolos

Obviamente, se quisermos transmitir 2K M bits, podemos fazer como nos sis-
temas em banda base e transmitir

K-1

sp(t) = ; [wk\/ﬁg(t — kT cos(2r fut)— )

yeV2g(t — KT sin(2r f.t)].

onde zj, e y;, sdo simbolos de uma constelacdo N-PAM, com n = 2. O esquema de
transmissao resultante estd mostrado na figura 4.2.

Chamamos a atengao para o fato de que a geracao e multiplicacao de um sinal por
uma portadora pode ser facilmente implementado na pratica. Em outras palavras,
as multiplicacoes mostrada na figura 4.2, bem como em vérias que se seguirao, nao

representam nenhuma dificuldade pratica.
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Figura 4.2: Transmissor de um sistema em banda passante.

Na figura 4.3, mostramos um exemplo de um sinal modulado em fase e
quadratura. Na figura 4.3(a) mostramos apenas o componente em fase. Obvia-
mente, 0 componente em quadratura tem uma aparéncia semelhante. Nesta figura,
mostramos também o sinal em banda base que gerou s;(t), bem como seu negativo.
Na figura 4.3(b), mostramos o sinal em fase e quadratura propriamente ditos.

Entretanto, temos aqui um problema igual ao encontrado em sistemas em banda
base e discutido na secao 3.3.2: a implementagao de um correlador quando vérios

pulsos sao transmitidos nao é conveniente. Entretanto, note que
ri = (1 (1), V2g(t) cos(2m 1))
= / V2g(t) cos(2m ft)r,(t) dt (4.15)
= (V2r,() cos(27 f.), g(1)).

Ora, como vimos na secao 3.3.2, a correlacao acima pode ser obtida passando o
sinal v/2r,(t) cos(2m f.t) por um filtro casado com g(t), e amostrando sua saida
no instante + = 0. Da mesma forma, vimos que podemos calcular (r,(t),v/2g(t —
T) cos(2m ft)) amostrando a saida deste filtro casado no instante t = Ty, etc. As
mesmas observacoes podem ser feitas para o correlador em quadratura. Assim, o
receptor de um sistema em banda passante pode ser implementado como na figura
4.4.

Na proxima se¢do, buscaremos entender melhor os produtos internos em (4.10).
Em seguida, discutiremos uma representacao equivalente de sistemas em banda pas-
sante que nos permite ignorar a presenca de uma portadora, facilitando assim a

andlise e simulacao destes sistemas.
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Figura 4.3: Exemplos de um sinal em fase s;(t) (a) e de um sinal em fase e quadratura
sp(t) (b). Em (a), as linhas tracejadas representam o sinal em banda base equivalente

a sr(t) e seu negativo. O sinal em quadratura tem aparéncia semelhante a s;(t).
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Figura 4.4: Receptor de um sistema em banda passante.
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4.2 O Correlador em Banda Passante

Esta se¢ao, onde estudamos com mais detalhes os produtos internos em (4.10), é
bem mais matemaética. O objetivo é demonstrar as propriedades que levam de (4.10)
a (4.11) a (4.12). Estudaremos também as propriedades estatisticas dos ruidos ny e
nQ.

Para comegar, definimos f(t) = ¢*(t), de forma que F(f) = G(f)* G(f), onde *
denota convolucao. Note que g(¢) é o pulso conformador em banda base, de forma
que G(f) = 0 para |f| > B/2. Assim, fazendo graficamente a convolugao, nao é
dificil ver que F(f) = 0 para |f| > B. Além disso, recordamos uma propriedade de
transformadas de Fourier que usaremos muito nesta se¢ao: se X (f) é a transformada

de um sinal z(t), entao
/:U(t) dt = X(0). (4.16)

Assim, considere o primeiro produto interno de (4.10),

(V2g(t) cos(2m f.t),V/2g(t) cos(2m fot)) = 2/ 2(t) cos?(2m f.t) dt (4.17)

Ora, de igualdades trigonométricas, temos que

cos(2a) = cos*(a) — sin®(a),

cos?(a) + sin?(a) = 1.

2/9 o) (30 + costann))

dt—i—/ 2(t) cos(4m f.t) dt
(4.19)
Ora, a transformada de Fourier de y(t) = g¢*(t)cos(4nf.t) é Y(f) = (F(f —
2f.) + F(f +2f.))/2, onde, lembramos, f(t) = ¢*(t). Vamos assumir que f. >
B, de forma que os termos F(f — 2f,) e F(f + 2f.) nao “encavalem”. Por isto

entendemos que e o espectro de y(t) possa ser desenhado da mesma forma que S;(f)

(4.18)

Assim, concluimos que

(V2g(t) cos(2m f.t), V2g(t) cos(2m f.1))

na figura 4.1, com os espectros F(f—2f.) e F'(f+2f.) ocupando regides distintas de
freqiiéncias, agrupadas respectivamente em torno de 2 f, e —2 f.. Obviamente, F'(f)
nunca é idealmente limitado em freqiiéncia, de forma que esta hipotese é apenas

uma aproximacao, que aumenta em precisao a medida que f. se torna maior.
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De posse dessa aproximagao, temos que Y (0) = 0. Portanto,

/gz(t) cos(4m fot)dt = Y (0) = 0. (4.20)

Finalmente, concluimos que
(V2g(#) cos(2m ft), V/2g(t) cos(2 f.)) / Gt dt =1, (4.21)

conforme dito na secao anterior. Esta ultima igualdade segue da hipotese de que o

pulso tem energia unitaria. A demonstracao que
(V2g(t) sin(2n f.t), V2g(t) sin(2n f.t)) = 1 (4.22)

segue as mesmas linhas.

Podemos agora justificar o uso de v/2 na definicao de s;(t) e sq(t). Este é um
fator dito normalizante, por fazer com que os produtos internos considerados no
paragrafo anterior sejam iguais a 1, e nao 1/2. Caso este fator nao fosse utilizado,
teriamos por exemplo que r; = x9/2 + n;/2, 0 que nao é exatamente conveniente.

Vamos considerar agora a segunda correlagio de (4.10). Podemos escrever

(V2g(t) sin(27 f.t), V/2g(t) cos(2m fut)) = 2 /92(15) sin(27 f.t) cos(27 f.t) dt
(4.23)
= /gQ(t) sin(4x f.t) dt,

onde usamos a igualdade sin(2a) = 2 sin(a) cos(a). Assim, se f(t) = ¢*(t) e x(t) =

g*(t) sin(4r f.t), temos que X(f) = j(F(f +2f.) — F(f —2f.))/2. Assuma, como
sempre, que F(f) = 0 para |f| > B, e que f. > B, de forma que (F(f + 2f.) e

F(f —2f.) nao encavalam. Temos entao que X (0) = 0, e portanto
(V2g(t) sin(27 f.t), V2g(t) cos(2m f.t)) = 0, (4.24)

como desejavamos. Em resumo, vemos que os componentes em fase e em quadratura

sao ortogonais.

4.2.1 Estatisticas do Ruido

Vamos analisar agora as estatisticas dos componentes de ruido n; e ng na saida
do correlador. Em primeiro lugar, observe que o correlador é um filtro linear. Assim,
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como ny,(t) ¢ um ruido Gaussiano, n; também é Gaussiano. Mais ainda,

Eln;] = E { / n,,(t)V/2g(t) cos(2 f.t) dt
~ [ By (0] VEg(e) cos(er fot) (4.25)
= 0.
Falta, assim, caracterizar a variancia de ny. Para isso, note que
o7 = E[nj]
g { / 0, (£)V/3g(¢) cos(2m fut) dt / n(T)V2g(7) cos(r fer)dr| (4 g5
- / / (Bl (), ()] 20(t) cos(2 1.1) e V2g(r) cos 2 f,7) dr

onde, na primeira passagem, usamos duas variaveis de integragao distintas para
escrever n; e, na segunda, agrupamos os termos de acordo com o nosso interesse,
lembrando que a esperanga é um operador linear. Como E[n,(t)n,(7)] = No/20(t —

T), temos que
o2 = // [—5 (t—7) \/§g(t) cos(2m f.t) dt \/59(7‘) cos(2m f.r)dr

=5 /2g( ) cos? (27 f.7)dT

(4.27)

Ora, no comeco desta secao mostramos que a integral acima da um, o que nos leva

a
2_N0

Or = 7
Evidentemente, os célculos da média e variancia de ng sao semelhantes e

(4.28)

produzem os mesmos resultados. Assim, temos que n; ~ N(0,Ny/2) e ng ~
Finalmente, falta mostrar que os componentes de ruido na saida dos dois cor-

reladores, n; e ng, sao independentes. Para isto, devemos apenas mostrar que eles
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sio descorrelacionados, j4 que ambos sio Gaussianos. Assim,
Elning] = E [ / 0 (£)v/2g(t) cos(2r f.t) dt / 0 (7)v/2g(7) sin(2r for) dr
_ / / Bl (6)ny (7)]V/20(0) cos(2r f.1) dt] V2g(7) sin(2r f7) dr
/ / [—5 (t — 7)V2g(t) cos(27 f.t) dt} V2g(r)sin(2n for)dr (4.29)
=3 [ 20°() costenfor)sinen ) dr
_ Mo / G2(7) sin(dr fo7) dr

2

Ora, mostramos anteriormente nesta secao que a integral acima é nula, estabelecendo
que de fato n; e ng sao descorrelacionados.

4.3 Espaco de Sinais 2-D

Assim como fizemos no capitulo 3, vamos agora resumir as conclusoes das segoes
anteriores e determinar como deve ser o dispositivo de decisao mostrado na figura
4.4. Para isso, assumiremos novamente a transmissao de um tnico pulso, e usaremos
o conceito de espaco de sinais, introduzido na secao 3.2.

A primeira observacao que fazemos aqui é que, de acordo com os resultados da
secao anterior, as fungoes g¢;(t) = g(t) cos(2m f.t) e go(t) = —g(t)sin(27 f.t) sdo
ortogonais e tém modulo 1. Ou seja, podemos definir um espaco bidimensional de
funcoes

V = {argr(t) + bggo(t),para as, by € R}, (4.30)

cuja base ortonormal é dada por gr(t) e go(t). Assim, o sinal transmitido, dado por

sp(t) = 2og1(t) + yoga (), (4.31)

¢ um ponto em V. Na figura 4.5, mostramos os possiveis valores de s,(t) quando zg
e 4o sao escolhido a partir de uma constelacao 4-PAM.

Por outro lado, vimos na secao 4.1 que os valores de r; = (ry(t),g:(t)) e
rg = (rp(t), go(t)) sdo a tnica informacdo necessaria para estimarmos os simbo-

los transmitidos de acordo com o critério de minima distancia. Assim, defina o

ro = [ " ] , (4.32)

rQ

vetor
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Regido de deciso go(t)
de ( 3,1)

Figura 4.5: Espaco de sinais bidimensional para modulagao em fase e em quadratura.
Os pontos correspondem aos possiveis valores de s,(f) quando os simbolos em fase e
quadratura vém de um alfabeto 4-PAM. O x corresponde a projecao ortogonal do
sinal recebido no espaco de sinais. A regiao de decisao de xg = —3 e yp = 1 também

é mostrada.

Como g;(t) e go(t) sdo uma base ortonormal de V, temos do apéndice B que rj é a
projecao ortogonal de r(t) em V.

Lembre-se que o sinal recebido em geral nao pertence a V. Por isso nao rep-
resentamos r,(t) na figura 4.5: seria dificil representar um ponto que nao pertence
ao plano. Entretanto, ro é a projecdo ortogonal de 7,(¢) no plano V. Assim, da
mesma forma que na secao 4.1, temos que o simbolo que minimiza a distancia até
rp(t) ¢ 0 mesmo que minimiza a distancia até ry. Esta observagao facilita muito a
implementacao do algoritmo de decisao. Por exemplo, é evidente que para o valor
de ro mostrado na figura 4.5, devemos decidir que o simbolo transmitido foi o =1
e yo=—1L1.

Em outras palavras, o dispositivo de decisao divide o espaco de sinais em regioes
de decisao. Se o vetor ry pertence a regiao de decisao de um determinado simbolo,
este serd o simbolo estimado. Evidentemente, a regiao de decisao de um determinado
simbolo é o conjunto de pontos ry que estao mais préoximos deste simbolo do que de
qualquer outro simbolo. Na figura 4.5, mostramos a regiao de decisao de xo = —3 e
Yo = L.

As observacoes desta secao nos levam a crer que tudo o que precisamos saber
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sobre o sistema de transmissao pode ser representado por pontos em um plano.
Na seqiiéncia, mostraremos que isto de fato é verdade. Antes de prosseguirmos,
lembramos que um ponto em um plano também pode ser usado para representar
uma variavel complexa: o eixo x representa sua parte real, ao passo que o eixo y

representa sua parte imaginaria.

4.4 Representacao em Banda Base de um Sinal em

Banda Passante

De certa forma, a principal conclusao a que chegaremos neste capitulo é que um
sistema em banda passante pode ser representado por um sistema equivalente em
banda base. Este sistema equivalente assume valores complexos, onde sua parte
real corresponde ao sinal em fase e sua parte imaginaria corresponde ao sinal em
quadratura. Quando dizemos que os sistemas sao equivalentes, queremos dizer que
dado um é possivel determinar o outro, e vice-versa. Nesta secao, estabeleceremos
esta equivaléncia de uma forma mais especifica.

Uma vantagem desta equivaléncia é que, com ela, podemos lidar apenas com o
sinal em banda base. Com isso, podemos ignorar a presenca de portadoras, facili-
tando a simulacao e a andlise de desempenho destes sistemas. De fato, imagine que
vocé queira simular um sistema que transmite um simbolo por segundo usando uma
portadora a 1GHz (valor proximo ao usado em sistemas celulares, por exemplo).
Neste caso, para gerar digitalmente a portadora, deveriamos amostra-la a 2GHZ.
Ou seja, deveriamos produzir 2 bilhoes de amostras do sinal transmitido para cada
simbolo que desejamos transmitir, o que é evidentemente inviavel.

Esta secao poderia ser resumida em apenas uma frase: toda a informacao rele-
vante a respeito de um sinal em banda passante, como o mostrado na figura 4.6(a),
estd contida em um sinal equivalente em banda base, como o mostrado na figura
4.6(b), e no valor de f.. De fato, esta informagao parece ébvia: com algumas op-
eragoes simples de descrever em palavras é possivel obter S,(f) a partir de S(f) e
vice-versa. No restante desta secao, trataremos desta equivaléncia entre um sinal
em banda passante e seu equivalente em banda base de forma mais sistematica.
Especificamente, veremos como obter um equivalente em banda base de um sinal
em banda passante no dominio do tempo e da freqiiéncia. Para mostrar que os

sinais sao de fato equivalentes, mostraremos também que dado um sinal em banda



CAPITULO 4. TRANSMISSAO E RECEPCAO EM BANDA PASSANTE 65
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(a) (b)

Figura 4.6: Um sinal em banda passante (a) e seu equivalente em banda base (b).

base, é possivel “desfazer” essas operacoes, recuperando o sinal em banda passante
correspondente.

Uma primeira observacao importante: S,(f) na figura 4.6(a) ¢ uma fungio par.
Isto ocorre porque s,(t) é um sinal real, pois representa uma corrente ou voltagem
que de fato existe. Ora, a transformada de Fourier de um sinal real possui duas
simetrias: sua magnitude é par, e sua fase é impar. Em outras palavras, para um

sinal real,
Sp(f) = 5,(=f)- (4.33)

Note também que estas simetrias nao podem ser observadas na figura 4.6(b). Isto
indica que s(t) assume valores complexos. Entretanto, nao existe uma corrente
complexa, ou um canal complexo. Assim, s(t) é usado apenas por trazer um rep-
resentagao equivalente e conveniente de s,(t). De fato, as grandezas complexas que
encontraremos deste ponto em diante sao apenas uma representa¢ao das grandezas

reais de fato presentes em sistemas de comunicacoes.

4.4.1 De Banda Passante para Banda Base

Descreveremos agora um procedimento que nos permite obter s(t) a partir de
sp(t). Para comecar, assuma que nos tenhamos acesso a um sinal que contenha ape-
nas as freqiiéncias positivas de s,(t). Este sinal é conhecido como o sinal analitico, e
¢ denotado por §,(t). Por exemplo, na figura 4.7 mostramos a resposta em freqiiéncia
do sinal analitico correspondente ao sinal da figura 4.6(a). Para obter S(f), devemos
apenas deslocar S,(f) para a esquerda de f.. Temos, entdo que s(f) = S,(f+ f.) V2,

onde a razdo para o aparecimento de v/2 ficara clara adiante. Assim, usando a pro-
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Figura 4.7: Resposta em freqiiéncia do sinal analitico.

priedade de modulacao de transformadas de Fourier, concluimos que
s(t) = V2 exp(—j2m fot)5,(t). (4.34)

Agora s6 precisamos estabelecer um procedimento para a obtengao de 3,(t) a
partir de s,(t). Ora, isto pode ser facilmente realizado por um filtro chamado de

divisor de fase, cuja resposta ao impulso é dada por

1 sef>0
O(f) = : (4.35)
0 se f<0
Infelizmente, a resposta ao impulso deste filtro nao é real, o que é 6bvio devido a
auséncia de simetria de sua resposta em freqiiéncia.
Muito mais facil de implementar ¢ a chamada transformada de Hilbert, que pode

ser implementada com um filtro linear cuja resposta ao impulso é dada por

—j se f>0
H(f)=420 sef=0. (4.36)
Ji se f <0
Obviamente,
O(f) = 5(1+jH(f)). (4.37)

Entretanto, note que H(f) = H*(—f), de forma que a resposta ao impulso do filtro
da transformacao de Hilbert é real. De fato, pode-se mostrar que

1
h(t) = —. 4.38
0=~ (4.39
A transformada de Hilbert de x(t) é denotada Z(t). E evidente que se x(t) é um

sinal real, Z(t) também o é.
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Em resumo, de (4.37) podemos escrever que

So(f) = ®(f)S,(f)

= 3(1+H(f)S,(f) (4.39)
= 3(Sp() +TH () Sp(f):
Em outras palavras,
Sp(t) = 5(sp(t) + 75, (1)) (4.40)

Ou seja, as partes real e imaginaria do sinal analitico podem ser facilmente calculadas
com filtros reais.

Em resumo, podemos representar $,(¢) usando dois circuitos: um, contendo s,(t),
corresponde & parte real de 5,(t); outro, contendo 3,(t), corresponde & parte sua
imaginaria. Note, entretanto, que 5,(¢) possui apenas metade dos componentes em
freqiiéncia de s,(t). Assim, a energia de 5,(t) ¢ metade da de s,(t).

Para finalizar o calculo de s(¢) a partir de s,(t), devemos deslocar o espectro
de §,(t) para a esquerda de f.. Além disso, como s(t) deve ser equivalente a s,(t),
gostariamos que ambos tivessem a mesma energia. Para isso, devemos multiplicar

5,(t) por v/2, ja que a energia de 3,(t) é metade da de s,(¢). Desta forma, fazemos

s(t) = V2 exp(—j2r fot)5,(t)
] . N (4.41)
= E exp(—72m ft)(sp(t) + j5,()).

Assim, o sinal s(t) ¢ o equivalente em banda base de s,(t), e ¢ também chamado de
envelope complezo.

E interessante notar que H(f) tem uma descontinuidade em 0, o que pode levar
vocé a pensar que ele é de dificil implementacao. Entretanto, note que o sinal a
ser filtrado, s,(t) ndo tem componentes em freqiiéncia ao redor de 0. Em outras
palavras, o comportamento de H(f) ao redor de 0 é irrelevante, o que certamente

facilita sua implementacao.

4.4.2 De Banda Base para Banda Passante

O procedimento na diregao reversa, ou seja, o calculo de s,(t) a partir de s(t), é

também bastante simples. De fato, de (4.41), temos que

sp(t) + 75,(t) = V2 exp(j 27 f.t)s(t). (4.42)
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Entretanto, tanto s,(t) quanto $(¢) sao sinais reais (uma conveniéncia possibilitada
pelo uso da transformada de Hilbert). Ou seja, a parte real do lado esquerdo de
(4.42) & igual a s,(t). Assim, considerando apenas a parte real de ambos os lados
de (4.42), temos que

sp(t) = V2R[exp(j2m f.t)s(t)]. (4.43)

Podemos também obter esta relagao em freqiiéncia. De fato, o sinal s,(t) é real,
de forma que S,(f) = S;(—f). Ora, por definicdo, Sy(f) = S,(f) para f > 0. A
relacdo para f < 0 pode ser obtida levando em conta a simetria de S,(f). De fato,
se f <0, temos que Sp(f) = S;(—f) = S’;(—f). Em outras palavras,

S,(f)  sef=0

Sp(f) = S(-f) o0 (4.44)
Como S,(f) = 0 para f < 0, concluimos entdo que
Sp(f) = Sp(f) + Sy(= 1) (4.45)
Finalmente, lembrando que S,(f) = S(f — f.)/v/2, chegamos a relacéio desejada:
S,(7) = 75(S(f = £+ 5 (=1 = £) (4.46)

Uma relagao equivalente e igualmente 1til pode ser obtida se escrevermos s(t) =
x(t) + jy(t), onde x(t) e y(t) sdo, respectivamente, as partes real e imaginaria de
s(t). Substituindo esta defini¢do em (4.42) temos, entao, que s(t) é o equivalente

em banda passante de

(1) = VER[exp(j2n f.)s(1)] o
= V2x(t) cos(j2m fot) — V2y(t) sin(j 27 f.t). '

4.4.3 Filtragem em Banda Passante

Conforme veremos, muitas vezes o canal de comunicag¢oes normalmente introduz
mais do que apenas ruido. Estas outras distorcoes introduzidas canais de comu-
nicagoes sao normalmente modeladas como um filtro linear. Veremos mais conse-
qliéncias deste modelamento, bem como formas de combater estas distor¢oes, nos

proximos capitulos.
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Assim, para que possamos tratar de um sistema completo em banda passante
considerando apenas os equivalentes em banda base, devemos entao estabelecer o
que ocorre com a filtragem linear de sinais em banda passante. Para isso, considere
que o sinal em banda passante s,(t) passa por um filtro linear com resposta ao
impulso h,(t). Obviamente, o sinal z,(f) na saida do filtro também é em banda
passante, ja que Z,(f) = S,(f)H,(f) e S,(f) é em banda passante. Nesta secao,
determinaremos o filtro linear que leva do equivalente em banda base de s,(t), s(t),
ao equivalente em banda base de z,(t), z(t).

Ora, conforme vimos na se¢ao 4.4.1, Z(f) = \/§Zp(f+fc). Recordando, Zp(f) é
o sinal analitico de Z,(f), ou seja, Zp(f) contém apenas as freqiiéncias positivas de
Z,(f). Assim, como Z,(f) = S,(f)H,(f), temos que Z,(f) = H,(f)S,(f). Portanto
Z(f) = V2H,(f + f.)S,(f + f.). Finalmente, como S(f) é por defini¢ao dado por
S(f) = V35,(f + ), chegamos a

Z(f)=H(f)S(f), (4.48)

onde
H(f) = Hy(f + f.) (4.49)

¢ o equivalente em banda base da resposta em freqiiéncia do canal. Note que, o

equivalente em banda base de um filtro linear ndo envolve a divisio por v/2.

4.5 Equivalente em Banda Base da Transmissao em

Fase e em Quadratura

Depois de todo este desvio matemético, onde determinamos equivalentes em
banda base de sinais em banda passante, podemos passar a aplicacao pratica destes
conceitos. Veremos, nesta secao, como todo o sistema de modulacao e demodulacao
podem ser representados em banda base.

Em primeiro lugar, seja s,(t) o sinal modulado em banda passante obtido em

(4.14) e repetido aqui por conveniéncia:

=

sp(t) = [xk V2g(t — kT,) cos(2m fot)—
0 (4.50)

yeV2g(t — KT,) sin(2r fct)] .

B
I
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Comparando (4.47) com (4.50), fica claro que

o(t) = 3 waglt — KT
’ (4.51)

B
Il

y(t) = yrg(t — kTy).

=

Em outras palavras, o equivalente em banda base do sinal modulado em banda

passante s,(t) é dado por

s(t) = =(t) + jy(t)

K-1
= > (zr+Jyr)g(t — KT)
o (4.52)
K—1
= Skg<t - kTs)a
k=0
onde s = =z, + jyr. Desta discussao, podemos ver porque o componente em

quadratura do sinal em (4.50) é multiplicado por —1: isto simplifica a compara-
¢ao entre (4.47) e (4.50).

Mais ainda, considere que xj e y; tragam informacao sobre M; e M, bits, respec-
tivamente. Ou seja, xj e y, pertencem, respectivamente, a uma modulacao N;-PAM
e No-PAM, com N; = 2™ e Ny = 2M2. Vemos em (4.52) que s(t) traz informagao
sobre M = M; + M, bits. Além disto, s(t) pode ser visto como um sinal PAM,
onde agora os simbolos assumem valores complexos sy = xx + jyk, de forma que
x, modula o componente em fase do sinal transmitido e y; modula seu componente
em quadratura. Por isto, este tipo de modulacao é chamado de N-QAM, do inglés
quadrature amplitude modulation, onde N = 2™,

Finalmente, note que o simbolo complexo s; também pode ser representado como
na figura 4.5. Para isso, devemos apenas lembrar que as variaveis complexas podem
ser representadas em um plano, onde o eixo x corresponde & parte real da variavel

e 0 eixo y corresponde & sua parte imaginéaria.

4.5.1 Equivalente em Banda Base do Receptor em Banda

Passante

Falta agora apenas estabelecer um equivalente em banda base para o detector.

Para isso, vamos considerar novamente a transmissao de um tnico pulso. Retomando
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Figura 4.8: Equivalente complexo ao filtro de recepcao da figura 4.4.

a figura 4.4, defina a variavel complexa
2(t) = ri(t) + jro(t). (4.53)

Da figura 4.4 fica claro que z(t) = v/2exp(—2mf.t)r(t). Além disto, esta variavel

contém toda a informagao necesséaria para a recepgao. De fato,
2(t) x h(t) = rr(t) * h(t) + jro(t) = h(t). (4.54)

Amostrando este sinal em ¢t = 0, obtemos r; + jrg. Como vimos na segao 4.1, a
partir real deste sinal tem as informacoes necessarias para a recuperagao de xg, ao
passo que sua parte imaginaria tem as informagoes necessarias para a recuperacao
de Yo-

Este resultado pode obviamente ser estendido para o caso em que varios pulsos
sao transmitidos. Em outras palavras, o receptor da figura 4.4 é equivalente ao da
figura 4.8. A tnica diferenca é que o ramo superior do receptor da 4.4 é representado
na parte real das variaveis da figura 4.8, ao passo que a parte imaginaria destas
varidveis traz a informacdo do ramo inferior. Note que o sinal r,(t) é o Gnico sinal
real na figura 4.8, conforme explicitado pela caixa tracejada.

A comparagao entre as figura 4.4 e 4.8 é interessante por mais um motivo. Temos
aqui um exemplo de como sistemas com variaveis complexas sao de fato implemen-
tados: temos sempre dois circuitos, um que representa a parte real das variaveis,
outro que representa a parte imaginaria.

Voltando ao receptor, vamos estudar com mais detalhes o que acontece com o
sinal z(t). Para isso, assuma, temporariamente, que transmitimos o sinal mostrado
na figura 4.6(a), e que r,(t) = s,(t), ou seja, o canal nao introduz nenhuma distorgao.
Como 2(t) = v/2 exp(—27 fut)r,(t), temos que Z(f) = V2R,(f + f.), e seu espectro
estd mostrado na figura 4.9. Obviamente, z(¢) nao é o equivalente em banda base
de 7,(t), pois ele possui componentes em freqiiéncias centradas ao redor de —2f...

Lembre-se, entretanto, que a resposta em freqiiéncia do filtro de recepcao esta

limitada a | f| < B/2, ou seja, este é um filtro passa-baixas. Na figura 4.9 mostramos
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Figura 4.9: Resposta em freqiiéncia de r,(t) exp(—27 f.t) para o sinal em banda

passante da figura 4.4. A resposta de um filtro casado também é mostrada.
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Figura 4.10: Obtencao do equivalente em banda base ao filtro de recepcao da figura
4.4.

também a resposta em freqiiéncia de um filtro de recepgao genérico. Claramente,
a resposta do filtro casado ao sinal z(t)) é igual & sua resposta ao equivalente em
banda basica de 7,(t), cuja resposta em freqiiéncia estd mostrada na figura 4.6(b).

Em resumo, o receptor mostrado na figura 4.8 pode ser equivalentemente imple-
mentado se primeiro determinarmos o equivalente em banda base do sinal transmi-
tido e em seguida passarmos este sinal pelo filtro de recepcao. Esta configuragao
alternativa estd mostrada na figura 4.10. Note que o equivalente em banda base
do sinal recebido é implementado nesta figura de acordo com (4.41). Ainda que a
implementacao na figura 4.10 seja mais complexa do que o receptor da figura 4.8, o
uso do filtro de Hilbert tem algumas vantagens praticas, principalmente em termos

de sincronizacao, e portanto nao deve ser descartado.

4.5.2 Equivalente em Banda Base do Sistema de Transmissao

A observacao essencial de toda essa discussao é que, como ja dissemos, o equiv-

alente em banda base r(t) traz toda a informacao necessaria sobre o sinal em banda
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Figura 4.11: Equivalente em banda base de um sistema de transmissao de dados em

banda passante. Fora os bits, os outros sinais sao complexos.

passante 7,(t). Em outras palavras, podemos trabalhar diretamente com r(¢) no
receptor para recuperar os simbolos transmitidos. Assim, se for possivel determinar
r(t) a partir de s(t), para fins de simulagao e analise teremos conseguido eliminar
todo o processamento em banda passante, sobrando assim apenas o sistema equiv-
alente em banda base.

Ora, sabemos que 7,(t) = s,(t) + n,(t). Observe, também, que todo o pro-
cedimento que leva do sinal em banda passante a seu equivalente em banda base,
conforme descrito na se¢ao 4.4 é linear. Ou seja, r(t) = s(t) + n(t), onde s(t), dado
por (4.52), é o equivalente em banda base do sinal transmitido.

A determinagao das caracteristicas estatisticas de n(t) nao é muito simples, e o
tratamento que daremos aqui é simplesmente intuitivo. Para isso, lembre-se que,
como vimos na se¢ao anterior, a resposta do filtro casado a r(t) ou z(t) é a mesma.
Assim, podemos dizer que n(t) ¢ o componente de ruido de z(t), ao invés de lidar
com o equivalente em banda base de n,(t). Ora, como vimos na se¢ao 4.1, este ruido
pode ser escrito como

n(t) = n(t) + jno(t), (4.55)
onde n;(t) e ng(t) sao dois processos estocasticos Gaussianos brancos de média nula.
Além disso, eles sao descorrelacionados, e é facil mostrar que, como E[n(t)n(7)] =0
se t # 7, entao E[n;(t)n;(7)] = E[ng(t)ng(7)] = 0 se t # 7. Em outras palavras,
temos que

Elns(t)ni(7)] = Elng(t)ne(r)] = %5@ —7)

Elni(t)ng(r)] = 0.

Em resumo, para fins de simulacao e anélise de desempenho, podemos representar

(4.56)

todo o esquema de modulacao e recepcao em banda passante de acordo com o
equivalente em banda base mostrado na figura 4.11. Observe que nesta figura todos

os sinais (a menos dos bits) sao complexos.
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Finalmente, notamos que o sinal 7(¢), ao passar pelo filtro casado e o amostrador,
resulta em 77 + jrg. Isto porque a resposta do filtro casado a r(t) e z(t) é a mesma.
Como para o transmissor, se pensarmos no plano da figura 4.5 como o plano com-
plexo, o vetor ry nesta figura se torna a representacao grafica do valor r; + jrg.
Em outras palavras, o espaco de sinais mostrado na figura 4.5 também pode ser
usado para representar o equivalente em banda base do sistema de transmissao.
Mais ainda, assumindo que o filtro de transmissao seja raiz de Nyquist e o filtro de

recepcao seja casado, concluimos que o sinal na saida do amostrador na figura 4.11
T = Sk + N, (457)

onde s; é o simbolo complexo transmitido e n; é uma seqiiéncia independente e
identicamente distribuida de ruido aditivo Gaussiano complexo. Este é o chamado

modelo discreto do canal, e serve tanto para banda base quanto para banda passante.

4.6 Constelacoes Alternativas

A modulacao QAM nos permite maior flexibilidade na escolha dos pontos da
constelagdo quando comparado a sistemas PAM. Afinal de contas, estamos agora
trabalhando no plano, e nao precisamos nos restringir a escolher um sinal N-PAM
para os componentes em fase e em quadratura. Nesta secao, discutiremos uma outra
constelacao muito usada na pratica, conhecida como N-PSK, do inglés phase-shift

keying. Neste tipo de modulacao, os simbolos sao dados por

a; = rexp <‘72T7Tz> ,parai=0,...,N — 1. (4.58)
Note que todos os pontos da constelagao possuem o mesmo modulo 7, de forma que
a informacao sobre o simbolo transmitido estd contida apenas na sua fase. Esta
observacao justifica o nome deste tipo de modulacao.

Constelacoes N-PSK tém algumas vantagens préaticas. O modulo constante per-
mite a implementacao de receptores mais simples, bem como o uso de amplificadores
mais baratos na transmissao. Note também que a constelacao 2-PSK coincide com a
2-PAM. Por isso, normalmente chamamos 2-PAM de BPSK, do inglés binary phase-
shift keying. Temos também que uma constelacao 4-PSK corresponde a rotacao de
um 4-QAM. Na figura 4.12, vemos alguns exemplos de modulagoes PSK.
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Figura 4.12: Exemplos de modulagoes PSK: 4-PSK (a) e 8-PSK (b)

4.7 Exercicios

ExERrcicio 4.1:

As vezes, nao é possivel estimar exatamente a freqiiéncia da portadora no trans-

missor. Esse exercicio investiga o que ocorre quando ha um erro nesta estimativa.

1. Qual o equivalente em banda base de 7,(t) = cos(27100t) — sin(27100t) em
relacao a uma portadora com f. = 99.875Hz?

2. Imagine que o equivalente em banda base ¢ amostrado uma vez por segundo.

Plote no plano complexo as primeiras oito amostras.

ExXERcicio 4.2:

Suponha que vocé use uma modulacao 4-QAM para transmitir um tinico simbolo
a uma freqiiéncia de 1kHz com pulso conformador g(t) = 1 para —.5 <t < .5 e zero
fora deste intervalo. O sinal recebido é dado por 7(t) = g(t) cos(20007t+7/6). Qual

foi o simbolo transmitido, de acordo com o critério de distancia minima?

ExERrcicio 4.3:

Considere o mesmo sistema do problema anterior. Suponha que o sinal recebido
seja igual o transmitido, ou seja, o canal nao introduz nenhuma distor¢ao. Entre-

tanto, a fase da portadora no receptor esta errada. Ou seja, enquanto as sendides do
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transmissor tém fase zero (cos(w.t) e sin(w.t)), as do receptor tém fase 0 (cos(w.t+6)

e sin(w.t + 6#)). Qual o menor valor de 6 que leva a um erro de recepgao?

EXERcIcIO 4.4:

Seja 7,(t) um sinal em banda passante, com componentes em fase e quadratura
ri(t) e rg(t). Seja 7p(t) a transformada de Hilbert de r,(t), com componentes em

fase e quadratura 7/(t) e 7g(t). Determine 7/(t) e 7o(t) em funcao de r;(t) e ro(t).

ExXERcicio 4.5:

Imagine que o sinal em banda passante recebido seja r,(t) = s,(t) — s,(t — T).
Determine o equivalente em banda base do canal, ou seja, o valor de h(t) tal que
r(t) = s(t) — s(t — Ts). Note que este valor nao é tnico. Afinal de contas, o que o
canal faz fora da faixa de freqiiéncias do sinal nao importa. Entretanto, para um

valor em particular, a expressao de h(t) é bastante simples.

ExXERcicio 4.6:

Seja o sistema em banda passante mostrado na figura abaixo:

V2 cos(2 71f t) V2 cos(2 7fit) -
M
a Tiltro (t) Filtro D
p P sqrircos —— P sqrircos —— P e
e «t) a1 c ]
a /2 sin (2711.1) /2 sin (2711.1) j | Bits
~Bits—p o ¢ ¢ < estimados

e Filt; Filt: a

1cro ro
n P sqrtrcos  ——P ®—> sqrtrcos  ——pp| o
t «4) Q)
o L

Figura 4.13: Modelo de um sistema de comunicacao em Banda Passante

A simulagao deste sistema pode ser feita através do seguinte programa:

%% Inicializag¢do dos pardmetros do sistema

Ns = 1e3; % Ns define o numero de simbolos.
Rs = 7; % Taxa de superamostragem
T =7; % Periodo de simbolo

rolloff = 0.35; % Define rolloff
tam_janela = 7; % Define tamanho da janela do filtro de TX e RX

2
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% Ex.: tam_janela = 4, [-4:1/Rs:4]
dp_ruido = 0; % Desvio padrio do ruido

fc = 7; % Freqiiéncia da portadora

%% Gerar sinal para transmisso
s_infs=gera_PAM(2,Ns); 7 simbolos 2-PAM em fase
s_quad=gera_PAM(2,Ns); 7 simbolos 2-PAM em quadratura
s_interp_infs=zeros(1,Ns*Rs); 7 Gera vetor para interpolacdo
s_interp_quad=zeros(1l,Ns*Rs); ¥ Gera vetor para interpolacdo
s_interp_infs(1:Rs:end)=s_infs; % Atribui os simbolos nas posicdes
% corretas
s_interp_quad(l:Rs:end)=s_quad % Atribui os simbolos nas posicdes

% corretas

%% Calcular coeficientes do filtro raiz de cosseno levantado
H = sqrtrcos(rolloff,tam_janela,Rs); % Gera filtro FIR raiz de

%cosseno levantado
%% Conformar simbolos pelo filtro raiz de cosseno levantado
s_conf_infs=conv(h,s_interp_infs);

s_conf_quad=conv(h,s_interp_quad);

%% Modular o sinal para banda passante (up-conversion)

s_bp=sqrt(2)*cos(2*pi*fc*[0:1length(s_conf_infs)-1]*T/Rs).*s_conf_infs-...

sqrt (2)*sin(2*pi*fcx[0:1length(s_conf_quad)-1]1*T/Rs) .*s_conf_quad;

%% Sinal recebido

r=s_bp+dp_ruido*randn(l,length(s_bp));

%% Demodulacao (down-conversion)
r_demod_infs=sqrt(2)*cos(-2*pi*fc*x[0:1length(r)-1]1*T/Rs) .*r;
r_demod_quad=sqrt (2)*sin(-2*pi*fc*[0:1length(r)-1]1*T/Rs) .*r;

%% Filtragem pelo filtro casado (matched filter)
r_MF_infs=conv(r_demod_infs,h);

r_MF_quad=conv(r_demod_quad,h);

7
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%% Ajuste do atraso e decimagdo

tau

; % Define instante de amostragem para realizar deciséo

r_s_infs=r_MF_infs(l+tau:Rs:end-tau); % ajusta o instante de

% amostragem e

% elimina transitério da filtragem

r_s_quad=r_MF_quad (1+tau:Rs:end-tau);

Pede-se:

a) Relacione cada um dos sinais do programa acima na figura do exercicio.

b) Gere a fungao sqrtrcos e use os parametros rolloff, tam_janela, Rs na sua con-

strucdo. Sua saida deve retornar um vetor linha.

Encontre valores adequados e razoaveis para as variaveis atribuidas com ’?” (lembre-

se do critério de Nyquist da amostragem para tal).

Use a func¢io que traca a densidade espectral de poténcia para tracar os espectros de
s_conf_infs, s_conf_quad, s_bp, r_demod_infser_demod_quad para os valores
escolhidos em (b) e verifique se os resultados estao condizentes. Caso contrario, volte

para o item (c).

Encontre um valor adequado para tau de maneira a amostrar o sinal r_MF quando o
"olho"estiver o mais aberto possivel. Para facilitar a sua vida, some ao valor de tau,
um valor que permita eliminar os transitorios (inicio e fim de r_MF) da convolucdo

com o filtro na transmissdo e na recepcao.

Encontre a taxa de erro de bit(*) para valores de desvio padrao do ruido diferente
de zero. Calcule o valor do desvio padrido em funcio de Ej/02. Nas simulacoes,
use valores de Ej/02 na faixa de 0dB a 7dB. Lembre-se de alterar o valor de Ns
para garantir um intervalo de confianca razoavel nas suas simulagoes. (*) Decida os

valores de r_s_infs e r_s_quad e compare-os com s_infs e s_quad respectivamente.

Finalmente, veja se o seu sistema funciona corretamente comparando o resultado
obtido no item anterior com a probabilidade de erro de bit teérica, assumindo cod-
ificacdo de Gray. Se tudo correr bem, a simulagdo deve gerar valores praticamente
iguais aos valores tedricos. Sendo gerar, algo deve estar errado na simula¢do ou no

célculo dos valores tedricos de probabilidade de erro de bit.

Modifique o programa para transmitir e receber em banda base. Neste caso, i.e.,
canal AWGN e sincronismo perfeito, é necessario ou vantajoso usar o raiz de cosseno

levantado e super-amostrar o sinal? Justifique suas respostas.
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i) A fim de checar o simulador em banda base, obtenha a taxa de erro de bit para a

mesma faixa de Ej/c2 usada em (f) e compare os resultados com a probabilidade

de erro de bit tedrica, assumindo codificacao de Gray.

Dica: Para o calculo do desvio padrao do ruido em fun¢ao da relagédo Ejp/o.

saiba

que a variancia de um processo estocastico de variancia o2 que passa por um filtro

H(z) é dada por:
2 2 2
Oapés— filtragem — 9 E |hk‘

onde hyj sdo os coeficients do filtro
Programa para tracar a Densidade Espectral de Poténcia:

Lkt Densidade Espectral Poténcia %hhhhhthhhh
function dep_plot(sinal,T,Rs)

N = 64; % Tamanho da FFT

spec = zeros(1,N); % Espectro (inicializac&o)

for k=1:floor(length(sinal)/N),
spec=spec+abs(fft(sinal ([1:N]+(k-1)*N)))."2;

end

plot(linspace(-Rs/T/2,Rs/T/2-Rs/T/N,N) ,fftshift (spec))
xlabel(’Hz?)



CAPITULO b

Analise de Desempenho

Agora que ja estudamos diversos esquemas de transmissao, estamos prontos para
uma etapa igualmente importante: determinar como eles funcionam. Afinal de
contas, parece 6bvio que 4-PAM ¢é mais vantajoso que 2-PAM, por oferecer o dobro
da eficiéncia espectral. Ou seja, podemos transmitir 2 vezes mais bits usando 4-PAM
que 2-PAM. Mas podemos novamente dobrar a eficiéncia espectral usando 16-PAM.
E porque nao 64-PAM? A razao é que, em engenharia, nada é de graca. O preco que
pagamos pelo aumento da eficiéncia é uma reducao na eficiéncia energética. Ou seja,
se quisermos aumentar a eficiéncia espectral sem sacrificar o desempenho do sistema,
em termos de probabilidade de erro, devemos aumentar a poténcia transmitida.
Assim, o objetivo central deste capitulo é quantificar esta probabilidade de erro,
para que possamos escolher a modulagao mais adequada as exigéncias do sistema
que estamos projetando.

Essencialmente, estamos interessados em calcular a probabilidade de erro de bits.
Infelizmente, este calculo pode ser bastante complexo. E por isso que comecaremos
com o calculo da probabilidade de erro de simbolos. Em seguida, discutiremos
como mapear bits em simbolos de forma que as duas probabilidades de erro sejam
aproximadamente as mesmas.

Antes de comecar, revisaremos a funcao @), que estd ligada a distribuicao de

probabilidade de variaveis aleatorias Gaussianas.

80
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5.1 A Funcao @)

Na analise de desempenho, estaremos freqiientemente interessados em calcular
a probabilidade de que uma variavel Gaussiana X exceda um determinado valor x.

Por isso, definimos

Q(z) 2 P[X > o] = \/% /:o exp (%) dr. (5.1)

Nesta definicao, assumimos que X tem média nula e varidncia unitaria. Desta

defini¢ao segue facilmente que

Q(—z) =1—-Q(x). (5:2)

Infelizmente, ndo existe uma formula fechada para Q(x). Entretanto, existem
aproximacoes e métodos numéricos bastante precisos, que sao normalmente imple-
mentados por programas como MATLAB. Muitas vezes, definem-se outras duas
fungoes ligadas a distribui¢ao da Guassiana: a funcao erro (erf, do inglés error func-
tion) e a fungdo erro complementar (erfc, no inglés complementary error function).

Estas se relacionam com a funcao () de acordo com

Qz) = %erf (1 - %)

Q(z) = %erfc (%) .

Resta, ainda, determinar o que ocorre com uma variavel Gaussiana com médias

(5.3)

e variancias quaisquer. Assim, seja Y ~ N(u, 0?), de forma que

PIY >y = w;?/yoo exp <—(t 2_05)2) dt. (5.4)

Fazendo uma mudanga de variaveis para 7 = (t — p) /o, concluimos que

T

PIY > o] = \/% /Oo exp (— ;) dr. (5.5)

Em resumo, se Y ~ A (u,0?), entdo

P[Y>y]:c2(y_“>. (5.6)

o
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Figura 5.1: Regioes de decisao para uma modulagao 4-PAM.

5.2 Desempenho de N-PAM

Podemos agora passar para a analise de desempenho de modulacoes em banda
base N-PAM, discutidos nos capitulos 2 e 3. Neste caso, se transmitirmos uma
seqiiéncia de simbolos {:L‘k}ivz_ol usando um pulso de transmissao raiz de Nyquist e

um filtro casado, o sinal na saida do amostrador é dado por
Ty = Tk + Nk, (5.7)

onde ny é um ruido branco aditivo e Gaussiano. Podemos entao fazer a deteccao
simbolo a simbolo, usando r; para determinar z. Em outras palavras, o desempenho
neste caso pode ser calculado para um instante k qualquer.

Considere, entao, o uso de uma constelacio N-PAM. Ou seja, a; € A =
{—=(N—=1)d,—(N —3)d,...(N —1)d} os possiveis simbolos transmitidos. Na figura
5.1, mostramos A para uma modulagao 4-PAM. Neste figura, as linhas tracejadas
correspondem as regioes de decisao do detector de distancia minima. A regiao ao
redor de um determinado simbolo corresponde aos pontos que estao mais proximos
deste simbolo do que de qualquer outro simbolo. Em resumo, se r; cair na regiao
de decisao de um dado simbolo, o detector de distancia minima dird que este foi o
simbolo transmitido. Por exemplo, para o valor de r, mostrado na figura, o detector
dird que —d foi o k-ésimo simbolo transmitido.

Agora, seja e o evento de que o simbolo decidido difere do transmitido. Assim,
Ple] é a probabilidade de erro, e Ple|a;] é a probabilidade de erro dado que a; foi

transmitido. Usando o teorema da probabilidade total, temos que

Ple] = ZN — 1P[a;] Ple|a;]

1
= NZN — 1Ple|a],

1=0

(5.8)

onde assumimos que todos os simbolos tém a mesma probabilidade de transmissao.
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Vamos, inicialmente, restringir nossa atencao a modulagao 4-PAM mostrada na
figura 5.1. Considere, entao que o simbolo z; = a; foi transmitido, e vamos determi-
nar Ple|a;]. De acordo com o critério de distancia minima, Ple|a;] é a probabilidade
de que o ruido ny leve r; para mais proximo de um simbolo a; # a;. Esta situacao
estd mostrada na figura 5.1: assumindo que d foi transmitido, o detector de distancia
minima cometeria um erro, pois decidiria por —d.

De fato, se d foi transmitido, a probabilidade de erro é igual a probabilidade
de que o ruido seja maior do que d, caso em que a decisao serd 3d, ou que o ruido
seja menor do que —d, caso em que a decisao pode ser —d ou —3d, dependendo da

magnitude do ruido. Matematicamente, temos que
Ple|d] = P[{ny > d} U {nx < —d}]. (5.9)
Como estes eventos sao disjuntos,
Ple|d] = P[{nx > d}| + P[{nx < —d}]. (5.10)

Ora, ny ~ N(0,0?), e portanto a primeira probabilidade acima é dada por Q(d/a).
Por simetria, a segunda probabilidade é igual a primeira. Finalmente, concluimos

pita 20 (2). -

Analisando a figura 5.1, vemos que os eventos que causam um erro quando —d
é transmitido sao os mesmos que causam um erro quando d é transmitido. Assim,
Ple| — d] = Ple|d]. Finalmente, se —3d é transmitido, um erro ocorre apenas se

ng > d. Assim,
Ple| — 3d] =@ (g) : (5.12)

Mais uma vez usando simetria, vemos que Ple| — 3d| = P[e|3d]. Finalmente, usando
o teorema da probabilidade total, temos que a probabilidade de erro para 4-PAM é
dada por

Ple] = ZQ <§) . (5.13)

Mais genericamente, para uma modulacao N-PAM, temos sempre dois pontos
limites, com as mesmas caracteristicas que os pontos —3d e 3d na figura 5.1. Para
estes 2 pontos, a probabilidade de erro é dada por (5.12). Temos também N — 2

pontos centrais, com as mesma caracteristicas que os pontos —d e d na figura 5.1.
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Para estes N — 2 pontos, a probabilidade de erro é dada por (5.11). Assim, para
uma modulacao N-PAM qualquer, a probabilidade de erro é dada por

Ple] = 2(N —N2) +2Q (g)

()

(5.14)

Finalmente, faremos algumas manipulacoes com o intuito de facilitar a compara-
cao entre diferentes modulacoes. A idéia é escrever a probabilidade de erro como
funcio de Ej/0% Esta é a razao entre a energia gasta para a transmissao de um

2. De fato, é 6bvio que se aumentarmos a potén-

bit, E,, € a energia do ruido, o
cia de transmissao ou usarmos um sistema com ruido menor, entao obteremos uma
menor probabilidade de erro. Assim, escrever a probabilidade de erro como funcao
de E,/0? evita que, ao comparar modulagoes, alguma leve vantagem artificial sobre
outra.

Vamos entao calcular a energia média gasta para a transmissao de um simbolo,

E,. Assumindo que o pulso conformador tenha energia unitaria, temos que

E, = E|ai|’]

N-1
=Y |ai|*Pla]
s (5.15)
N-1

1 _
=~ > ld(2i+1—N)P,

i=0
onde assumimos novamente que todos os simbolos tém a mesma probabilidade e
escrevemos a; como d(2i + 1 — N). Usando formulas para a soma de quadrados,
chegamos finalmente a

1
E, = 6d2(N2 —1). (5.16)

Se a energia do pulso conformador nao for nula, basta multiplicar E, acima pela
energia do pulso para obter o valor correto. Além disto, como um simbolo traz

informacao sobre M = log, (V) bits, vemos que Fs = M Ej. Assim, temos que

6 M Ey

(5.17)

e, portanto,

PNM:MQ( (6&) (518
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Figura 5.2: Probabilidade de erro de simbolo para varias modulagoes N-PAM.

Em outras palavras, (5.18) nos da a probabilidade de erro de uma modulagao
N-PAM em funcao da relacio sinal-ruido Ey/0?. Na figura 5.2, mostramos a prob-
abilidade de erro para algumas modulacoes N-PAM. Claramente, quanto maior o
valor de N (e, portanto, maior a eficiéncia espectral), maior a energia de transmissao
necessaria para que o sistema funcione a uma determinada probabilidade de erro.
Nesta figura, note que o eixo y estd em uma escala logaritmica. O eixo x estd em
uma escala linear. Entretanto, a SNR esta expressa em decibéis. Ou seja, o valor

no eixo x é

b 4B) = 1010g, (E"> . (5.19)

o2 o2

5.2.1 Distancia Minima, Energia e Desempenho

Nesta se¢ao, buscaremos dar alguma intuicao a respeito do desempenho de uma
constelacao PAM. Esta discussao sera baseada na energia por bit de uma modulagao
N-PAM e na sua probabilidade de erro, dadas por (ver (5.14) e (5.17))

- 5o ()
1

Ey, = —d*(N* - 1).
' = oar | )

(5.20)

A primeira observacao é que a funcao ) é decrescente. Ou seja, quanto maior o

seu argumento, menor o seu valor. Assim, quanto maior for d, menor a probabilidade
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de erro. Ora, a distancia entre um simbolo e seu vizinho é igual a 2d. Assim, quanto
maior a distancia entre um simbolo e seu vizinho, menor Py[e]. Esta observacao é
valida em geral para praticamente toda modulacao: quanto maior for a distancia
entre os simbolos, menor sera a probabilidade de erro.

Entretanto, quanto maior for d, maior sera a energia transmitida FEj. Visto de
outra forma, se eu limitar o valor de Ej, e quiser aumentar o nimero de simbolos,
eu serei obrigado a diminuir d. Temos assim dois objetivos conflitantes: maximizar
d e minimizar F,. Para sistemas PAM, nao podemos fazer muito a respeito. Para
sistemas QAM, por outro lado, ja é possivel fazer alguma coisa. Este topico é

chamado de projeto de constelacoes, e sua discussao foge do escopo deste curso.

5.3 Desempenho de N-QAM

O célculo de desempenho de modulacbes N-QAM é muito semelhante ao pro-
cedimento mostrado na secao anterior. Em particular, a detecgao simbolo-a-simbolo
também é 6tima, de forma que precisamos apenas considerar a transmissao de um
tnico simbolo para determinar a probabilidade de erro. A tnica diferenca, neste
caso, é que consideraremos o equivalente em banda base do sistema, de forma que
as variaveis envolvidas sao complexas.

Assim, seja r o sinal na saida do amostrador. Dos resultados do capitulo 4, temos
que

r=s+mn, (5.21)

onde s = x + jy é o simbolo transmitido e n = n; + ng ¢ o ruido. Lembre-se quen;
e ng sao varidveis aleatorias Gaussianas independentes de média zero e variancia
o2. Temos também que z e y sdo simbolos N;-PAM, onde N; = v/N. Ou seja,
z,y € {—(Ny — 1)d,—(Ny — 3)d,...(N; — 1)d}. Assim, o simbolo s pode assumir
N = N} valores {a;} ;"

A exemplo da secao anterior, mostramos na figura 5.3 um exemplo dos possiveis
valores de s para uma modulacao 16-QAM. Nesta figura, as linhas tracejadas mar-
cam as regioes de decisao ao redor de um simbolo. Estas regioes correspondem aos
pontos mais proximos do simbolo do que de qualquer outro simbolo. Em outras
palavras, se r cair na regiao de decisao de um simbolo, o detector de distancia min-
ima dira que este foi o simbolo transmitido. Por exemplo, para o valor de » mostrado

na figura 5.3, diremos que o simbolo transmitido foi s = d — jd.
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Figura 5.3: Regioes de decisao para uma modulacao 16-QAM.

A determinacao da probabilidade de erro de uma constelacao N-QAM é baseada
na probabilidade de erro de uma constelagdo Ni-PAM, dada em (5.18). A primeira
observacao a fazer é que a relagao sinal ruido das duas constelagoes é a mesma. De
fato,

E[|s]’] = E[|2[*] + E[ly|*] = 2 E[|=|]

(5.22)
El[nf*] = Elln;[*] + Ellngl*] = 2 E[[n/|],

onde usamos o fato de que, por simetria, E[|z|*] = E|[|y|?] e E[|n;]?] = E[|ng|?.

A segunda observacao é que o demodulador de um sinal em fase e quadratura
consegue separar perfeitamente os componentes em fase e quadratura. Em outras
palavras, no receptor temos basicamente duas demodulagoes N;-PAM, uma para
x, outra para y. Assim, para que o simbolo QAM detectado seja igual ao simbolo
transmitido, devemos ter que tanto x quanto y sao corretamente detectados. Seja
P[c] a probabilidade de uma decisao correta do simbolo N-QAM. Assim,

Ple] = (1 —Pu,[e])?, (5.23)

onde 1—Py; [e] é a probabilidade de uma decisao correta do simbolo N;-PAM. Assim,
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E,/o%(dB)

Figura 5.4: Probabilidade de erro de simbolo para véarias modulacoes N-QAM. As
linhas tracejadas correspondem as probabilidades para v/ N-PAM.

a probabilidade de erro para N-QAM é dada por
Ple] =1 — (1 — Py, [e])*. (5.24)

Na figura 5.4, mostramos a probabilidade de erro para algumas modulacoes N-
QAM. Como no caso PAM, quanto maior o valor de N, maior a energia de trans-
missao necessaria para que o sistema funcione a uma determinada probabilidade de
erro. Nesta figura, mostramos também, nas linhas tracejadas, as probabilidades de
erro de N1-PAM. Claramente, estas duas probabilidades de erro estao proximas. Isto
prové mais uma justificativa para o uso de sinais em fase e quadratura para a trans-
missao em banda passante: de fato podemos dobrar o ntimero de bits transmitidos

sem incorrer em perda de desempenho.

5.4 Mapeamento de Gray

Até agora, lidamos apenas com a probabilidade de erro de simbolos. Entretanto,
nosso maior interesse é na probabilidade de erro de bits. Obviamente, esta probabil-
idade depende da forma como os bits sio mapeados em simbolos. Assim, nesta se¢ao
discutiremos um mapeamento de bits para simbolos, chamado de mapeamento de

Gray, que, de certa forma, minimiza a probabilidade de erro de bits para uma dada
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2 Y
11.01 10.01 | 10.00 11.00
01.01 00.01 | O0.00 01.00
01.1 1 00.11 1 00.10 01.10 :
1 1.1 1 10.1 1 i 10.10 1 1.10

Figura 5.5: Mapeamento de Gray para uma modulagao 16-QAM.

modulacao. Observe que, dada a modulacao, a probabilidade de erro de simbolos
estd automaticamente determinada.

O mapeamento de Gray parte da observagao de que, quando o detector erra,
é muito provavel que ele escolha um simbolo adjacente ao que foi transmitido. A
idéia, entao, é fazer com que simbolos vizinhos difiram em apenas um bit. Assim,
com grande probabilidade, um erro de simbolo acarretard apenas um erro de bit.
Como um simbolo carrega informacao sobre M bits temos que, quando usamos um

mapeamento de Gray,

1
Plerro de bit] ~ i Plerro de simbolo]. (5.25)

Ainda que existam algoritmos para determinar o mapeamento de Gray, sua de-
scricao foge do escopo deste texto. Ainda assim, na figura 5.5, mostramos este
mapeamento para uma modulagao 16-QQAM. A observacao interessante nesta figura
é que, para um mapeamento Gray, os valores de x e y nao sao escolhidos indepen-
demente. Ou seja, nao é possivel, por exemplo, usar os dois primeiros bits para

escolher x e os dois ultimos para escolher y.
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5.5 Exercicios

ExErcicio 5.1:

90

Foi pedido a um técnico de laboratério a implementacao de uma modulador 16-

QAM. Infelizmente, o técnico desconhecia o codigo de Gray e realizou o seguinte

mapeamento:

1 0.1 1 1 0.0 1 00.1 0 0 0.1 1
1 0.1 0 1 0.0 0 0 0.0 0 0 0.0 1
1 1.0 1 1 1.00 0 1.00 0 1.1 0 :
1 1'1 1 1 1.1 0 0] 1.0 1 0 1.1 1

Figura 5.6: Mapeamento implementado para a modulagao 16-QAM.

Pede-se: Calcule a relacao da taxa de erro de bit deste mapeamento com o

mapeamento gerado pelo codigo de Gray. Siga o mesmo raciocinio usado no c6digo

de Gray: considere apenas que o erro para os simbolos adjacentes ao transmitido.



CAPITULO 6

Equalizacdo

Por enquanto, assumimos que a tnica distor¢ao introduzida pelo canal é o ruido.
Este tipo de canal é chamado de AWGN, do inglés additive white Gaussian noise.
Neste capitulo, discutiremos uma outra distorcao introduzida pela maioria dos canais
de comunicacoes, e que pode ser modelada pela acao de um filtro linear. Ou seja, um
modelo bastante adequado para representar a maioria dos sistemas de comunicacoes
é aquele mostrado na figura 6.1. Esta figura resume em grande parte tudo o que

vimos até agora, entao vamos descrevé-la com mais detalhe. Temos que
e s, representa os simbolos PAM ou QAM a serem transmitidos.
e ¢(t) representa o filtro conformador de pulso.
e b(t) representa a resposta ao impulso do canal.
e n(t) representa o ruido.
e r(t) representa o sinal recebido.
e h(t) representa o filtro de recepgao.

Note que a figura 6.1 pode representar tanto um sistema em banda base (neste
caso, o0s sinais sdo reais) quanto um sistema em banda passante (neste caso, os sinais

sdo complexos). Por enquanto, lidamos apenas com o caso ideal em que b(t) = 6(t),

91
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S s r(t) r
2l g B9 J‘ o h(t) [ —5»

v

p(t) = g(t)*b(t)

Figura 6.1: Modelo de sistemas de comunicacoes para canais nao-ideais.

de forma que r(t) = s(t) + n(t). O objetivo deste capitulo é o projeto de receptores
adequados a canais nao-ideais.

6.1 Filtros de Recepcao e Modelo Discreto do Canal

O objetivo desta se¢ao é discutir o projeto do filtro de recepgao h(t) para um
sistema com um canal nao-ideal. Vamos também determinar um modelo discreto de
canal que relaciona s; a rp. Para comecar, chamamos a atencao para o fato de que
a presenca do canal pode ser vista como uma modificacao no pulso conformador.
De fato, considere um sistema que use um pulso conformador p(t) = g(t) * b(t) e
onde o canal seja AWGN. Este sistema é obviamente idéntico ao da figura 6.1, como
mostrado nesta propria figura.

Assim, podemos pensar no sistema da figura 6.1 da mesma forma que temos
pensado até aqui, como se o canal fosse ideal e o pulso conformador fosse p(t). Em
particular, podemos obter um receptor de distancia minima passando o sinal por
um filtro casado com o pulso equivalente p(t). De fato, pode-se mostrar que se
h(t) = p(—t), entao r; contém toda a informacao relevante a respeito de si. Ou
seja, T €, nesse caso, estatistica suficiente.

Algumas observacgoes sao de interesse:

e A resposta ao impulso do canal pode nao ser real. Afinal, podemos estar
lidando com o equivalente em banda base de um canal em banda passante.
Assim, o nosso filtro de recepcao pode ser complexo. Para o caso de sinais

complexos, o filtro casado é, na realidade, dado por h(t) = p*(—t).

e Dificilmente o pulso equivalente p(t) satisfaz o critério de raiz de Nyquist dado

em (3.23) na pagina 43. Assim, teremos interferéncia entre os simbolos na
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saida do filtro de recepcao. Por isso, um detector simbolo-a-simbolo nao é
mais 6timo, pois o sinal r; contém informacoes sobre a; e outros simbolos ad-
jacentes. Um dos principais objetivos deste capitulo é mostrar como podemos
processar digitalmente o sinal 7, de forma a possibilitar a decisao simbolo-a-

simbolo.

A maior dificuldade na implementagao do filtro casado p*(—t) é que o canal tem
que ser precisamente conhecido no receptor. Isto, na vasta maioria dos casos, nao
¢ uma hipotese realista. O que se faz na prética é, em geral, simplesmente usar
um filtro de recepcao passa baixas, de forma a eliminar o ruido fora da faixa de
freqiiéncias de interesse. Apos a filtragem passa-baixas de 7(t), temos duas opgoes.

A primeira é amostrar o sinal a taxa de simbolos. Ora, para podermos amostrar
a taxa de simbolos sem perda de informacao a respeito de s(t), deveriamos usar
um filtro casado h(t) = p*(—t). Como usamos um filtro passa-baixas qualquer, este
procedimento traz uma perda de desempenho. Entretanto, esta perda em geral nao
¢ muito grande, e a simplicidade do sistema resultante faz com que ele seja muito

usado na pratica. Neste caso, temos que

Lo

TE = Z Sp—1.f1 +
I= 1L,
Ly (6.1)
= spfo+ Z Sk—1f1 +

I=—1L,
1#k

onde fr_; = f(k—1)T, para f(t) = g(t)*b(t)*h(t), e ny &€ uma seqiiéncia iid de ruido
Gaussiano de média zero e variancia o2, Para ver isto, basta seguir o procedimento
que levou a (2.12), na pagina 20. O modelo resultante est4 mostrado na figura 6.1.
A segunda equacao em (6.1) explicita bem o efeito do canal: seu primeiro termo
corresponde ao simbolo desejado, seu segundo termo corresponde & interferéncia dos
outros simbolos (IIS), e seu ultimo termo corresponde ao ruido.

Note que, em (6.1), assumimos que f(¢) = 0 para t < —L,T; e t > LyT;. Em
resumo, assumimos que f(¢) tem duragao finita. Obviamente, os parametros Ly e Ly
dependem do canal e dos filtros de transmissao e recep¢ao. Também é importante
observar que, como no caso dos pulsos conformadores na pagina 23, encontramos
aqui sistemas nao-causais que nao existem na préatica. Como anteriormente, esta

nao causalidade pode ser facilmente contornada introduzindo um atraso no sistema,
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Figura 6.2: Modelo discreto de um sistema de comunicacoes.

de forma que no instante de tempo k nos estamos interessados em estimar o sinal
transmitido no instante k — d. E, como anteriormente, usamos sistemas nao-causais
apenas para facilitar a notacao.

Finalmente, para podermos dizer que o ruido é iid, assumimos que o filtro de
recepgao h(t) é raiz de Nyquist para a taxa de amostragem, conforme mostrado na
secao 3.4.3, na pagina 46. Na verdade, o filtro mais usado na préatica neste caso
parte da observacao de que o filtro de transmissao pode ser visto como um filtro
passa-baixas. Mais ainda, o pulso conformador é em geral raiz de Nyquist. Assim,
usamos normalmente um filtro de recepcao casado com o filtro de transmissao, ou
seja, h(t) = g(—t).

Uma alternativa a amostragem a taxa de simbolos surge da observacao de que
o pulso equivalente p(¢) é um sinal limitado em freqiiéncias. De fato, se g(t)
for um raiz de cosseno levantado, p(t) sera forgosamente limitado a freqiiéncias
If] < (1+ «)/(2T;). Assim, se amostrarmos o sinal ao dobro da maior freqiiéncia
do sinal transmitido (apos passarmos r(t) por um filtro contra aliasing) o proces-
samento digital de r; se torna equivalente ao processamento em tempo continuo de
r(t). Podemos, por exemplo, implementar digitalmente o filtro casado h(t) = g(—t).
Por exemplo, para o cosseno levantado, temos que o < 1, de forma que |f| < 1/7.
Assim, se passarmos r(t) por um filtro passa-baixas anti-aliasing e amostrarmos o
sinal resultante ao dobro da freqiiéncia de simbolos, podemos implementar o fil-
tro casado ideal digitalmente. Isto resulta em um equalizador fracionério, pois o
periodo de amostragem é uma fracao do periodo de simbolos. Estudaremos estes
equalizadores no final deste capitulo. Antes que vocé se pergunte porque estudar
qualquer outro tipo de equalizador, notamos que, apesar de resultar em um de-

sempenho melhor, o equalizador fracionario tem uma complexidade maior, e muitas
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vezes amostrar ao dobro da taxa de simbolos pode ser invidvel ou, na melhor das
hipoteses, muito caro.

Como sempre, desejamos determinar a estrutura de recepc¢ao que minimiza a
probabilidade de erro. E, como sempre, esta estrutura é obtida através do critério
de distancia minima, que deve ser implementado levanto em conta o sinal amostrado
na saida do filtro casado h(t) = p*(—t). Infelizmente, o detector de distancia minima
para canais com IIS pode ser demasiado complexo, sendo implementado em apenas
alguns poucos casos praticos. Por isto, eles nao serao discutidos neste curso. Na
seqiiéncia, discutiremos algumas solugoes alternativas que, embora nao minimizem
a probabilidade de erro, levam a um desempenho satisfatorio, sendo bastante usadas

na pratica.

6.2 Equalizadores Lineares

Considere, entdao, que o sinal amostrado é dado por (6.1). Conforme men-
cionamos, este sinal contém IIS, de forma que a deteccao simbolo-a-simbolo nao
mais é 6tima. Uma solucao muito usada na pratica é o uso de equalizadores lineares,
que consiste na filtragem linear de r,. Um equalizador linear esta mostrado na figura

6.3. Se wy é a resposta ao impulso do equalizador, sua saida é dada por
§k:wk*rk:qk*sk+wk*nk, (62)

onde gy = wy * fr é a resposta ao impulso do filtro linear global que liga s a Sk.

E interessante notar que, de acordo com a nossa definicio, no instante k o equal-
izador tenta estimar o k-ésimo simbolo transmitido. Ora, muito possivelmente o
sinal recebido no instante k£ 4 1, 7,11, sofre alguma influéncia de s;. Portanto,
gostariamos de usar ry;; para o célculo de 5;. O mesmo vale para riio, Tkis, - - -
Ou seja, no instante k, queremos usar os simbolos recebidos no futuro para calcular
a saida do equalizador, o que leva obviamente a um filtro nao-causal. Assim como
fizemos com o pulso conformador nao causal, podemos atrasar o sistema, compen-
sando esta nao causalidade. Em outras palavras, podemos pensar que no instante k
nos queremos estimar o simbolo s,_4 para um certo atraso d. Entretanto, o uso de
um equalizador nao causal facilita a notacao, e portanto manteremos esta convencao
aqui..

Em geral, a resposta ao impulso do equalizador é finita, indo do instante —/V;

até N,. Para estes equalizadores de duracao finita a saida do equalizador pode ser
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Figura 6.3: Sistema com um equalizador linear.

escrita de duas formas que se mostrarao convenientes nas deducgoes que se seguirao.

Assim, temos que

No
§k = E WnTk—n
——N;

(6.3)
= WTI‘k,
onde definimos os vetores
w = [wNQ,wNQ_l,...,w_NJT (6.4)
I = [Tk_NQJ wk‘—(Ng—l)? s 7rk+N1]T7

ambos de dimensao (N; + Ny +1) x 1.

O objetivo do equalizador é tentar, de certa forma, desfazer a IIS. Ou seja,
deseja-se que o sinal na sua saida, S, se aproxime, da melhor forma possivel, do
que seria observado na saida de um canal AWGN. A questao, entao, é como deter-
minar os coeficientes wy do equalizador da melhor forma possivel. Uma abordagem
em principio Obvia é tentar encontrar um equalizador que inverta o canal. Este
equalizador for¢a a IIS em (6.1) a zero, sendo portanto chamado de equalizador de
forgagem a zero (ZF, do inglés zero-forcing). Note que, nesta abordagem, estamos
basicamente ignorando a presenca do ruido.

Para que a cascata do canal com o equalizador resulte em um filtro sem dis-

torcoes, devemos ter que

1
Wor(f) = =7y (6.5)
F(f)
Neste caso, teremos que

Infelizmente, se F(f) = 0 para alguma freqiiéncia f, entao Wyp(f) teria que ser
infinito nesta freqiiéncia. Portanto, neste caso o equalizador ZF nao é implementével.

Mesmo que isso nao ocorra, podemos ter o problema de amplificagdo do ruido (no
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inglés, noise enhancement) se F(f) for pequeno para alguma freqiiéncia. De fato,
a densidade espectral de poténcia do componente de ruido na saida do equalizador,

wy, * ng, € | Wzr(f)[*No/2, de forma que a energia do ruido na saida do equalizador

ZF é dada por
Ny 9 _%/ 1
5 /\WZF(f)I i =5 | mpE (6.7)

Obviamente, se F(f) for pequeno entdao 1/|F(f)|* sera grande, o que podera levar

a um alto valor para a energia do ruido.

Em outras palavras, nao podemos nos preocupar apenas com a eliminagao da
I1S. Devemos, na realidade, buscar um equalizador que atinja um compromisso entre
a amplificacao do ruido e a atenuacao da IIS. Para determinar um critério razoéavel
para o projeto do equalizador, vamos estudar o desempenho de um equalizador
genérico.

Imagine entao que o equalizador tenha executado bem sua tarefa, e que sua saida
possa ser escrita como

Sk = Sk + e, (68)

onde e, £ s, — 5 é o erro entre a safda do equalizador e o valor que gostariamos
que ela tivesse. Claramente, podemos ver e, como um ruido. Em geral, ele nao sera
Gaussiano, pois é fungao tanto do ruido quanto dos simbolos interferentes. (Isto nao
ocorre com um equalizador ZF.) Assim, a probabilidade de erro nao pode ser deter-
minada como no capitulo 5. Na realidade, a determinacao exata da probabilidade
de erro na saida do equalizador é uma tarefa em geral dificil. Isto também dificulta
a determinacao de um equalizador linear que minimize a probabilidade de erro.
Por outro lado, o célculo da relagao-sinal-ruido (SNR) na saida do equalizador é

em geral simples. Definimos esta SNR como

SNR. =

(6.9)

Assumindo que e € Gaussiano, podemos aprozimar a probabilidade de erro usando
esta SNR nas féormulas estudadas no capitulo 5. Ainda que isto seja apenas uma
aproximacao, o fato ¢ que equalizadores que apresentam uma melhor SNR em geral

tém um melhor desempenho em termos de probabilidade de erro.
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6.2.1 Equalizacao de Quadrados Minimos

Ora, como a SNR esta ligada ao desempenho do sistema equalizado, podemos
tentar projetar um equalizador que maximize a SNR. Como El[s;|?] é dado, pode-
mos equivalentemente tentar minimizar o denominador da SNR, E[|ex|?]. Assim,
nesta secao, estudaremos um equalizador cujo objetivo é simplesmente minimizar
a variancia do erro e;. Este equalizador é chamado de equalizador de minimo erro
quadratico médio (MMSE, do inglés minimum mean-square error).

Nosso objetivo é, entdo, achar w de forma que o custo J(w) = E[|ex|?] seja
minimo. Em primeiro lugar, é importante notar que E[|e;|?] é de fato uma fungao
de w, ja que 8, = w'r,. E também interessante ressaltar que J(w) é uma forma
quadratica, o que pode ser visto como uma espécie de parabola em varias dimensoes.
Uma conseqiiéncia importante destes fatos é que, como uma parabola, J(w) possui
apenas um minimo.

Para o projeto do equalizador, vamos assumir inicialmente que as variaveis en-
volvidas sdo reais. Para determinarmos o vetor w que minimiza J(w), devemos
igualar as derivadas de J(w) em relacao aos componentes de w a zero. Em outras

palavras, devemos fazer

0
J =0 6.10
B (w) (6.10)
para todos os coeficientes do equalizador, ou seja, para n = —Ny,..., Ny. Ora,

assumindo que podemos trocar a ordem da derivada com a esperanca, devemos ter

que

% Bl =E |2

awn a'wn

Aplicando a regra da cadeia, devemos entao ter que

0

n

|ek|2] = 0. (6.11)

E {261“8 ek} = 0. (6.12)

Podemos, evidentemente, dividir ambos os lados desta equacao por 2. Mais ainda,

da definigao de e em (6.3), é facil (mesmo) ver que

0
owy,

€ = —Tk—n- (613)
Assim, temos que a solucao 6tima deve satisfazer

- E[ekrk_n] = 0, (614)
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paran = —Ny,..., Ns.
Para podermos expressar com mais detalhes o equalizador que minimiza J(w),
é conveniente expressar a solucao em uma forma matricial. Para isto, colocamos as
N1+ Ns + 1 equagbes que resultam de (6.14) em um vetor. Assim, temos que, para
a solugao o6tima,
—Elrrer] = 0. (6.15)
E importante notar que E[riex] é o gradiente da funcio custo J(w) em relacio a w.

Voltando ao projeto do equalizador, como ej, = s, — ri w, chegamos a
E[rys; — riry w| = 0. (6.16)

Usando a linearidade da esperanca e o fato de que w nao é aleatorio, vemos final-

mente que a solucao deve satisfazer

E[rysi] — E[rpri|w = 0. (6.17)
Sejam, entao,
R = E[r,r’],
[rpric” | (6.18)
P = E[rksk].

Note que estas quantias correspondem, respectivamente, a matriz de auto-correlacao
do vetor rg, e a sua correlagao cruzada com o valor que queremos estimar, s;. Com

estas definicoes, chegamos, finalmente, a
w=R"'p. (6.19)

Esta solugao é, em geral, conhecida por solucao de Wiener, em homenagem
ao matematico que estabeleceu as bases da estimacao de quadrados minimos. As
equacoes de Wiener sao bastante genéricas. De fato, sempre que queremos deter-
minar um filtro linear para estimar um sinal a partir de outro, os coeficientes do
filtro serao dados por R™!p, onde R e p sdo, respectivamente, a matriz de autocor-
relacao do vetor na entrada do filtro e a correlagao cruzada entre este vetor e o sinal
desejado.

Para fins de ilustragdo, mostramos na figura 6.4(b) a resposta ao impulso da
cascata do equalizador MMSE com o canal mostrado na figura 6.4(b). Conforme
vemos, o equalizador tenta aproximar a resposta da cascata a um impulso. Esta
aproximacao nao é exata por dois motivos. Primeiro, o equalizador tem um com-
primento limitado, o que limita sua habilidade de inverter o canal. Por outro lado,
o equalizador MMSE adota uma solucao de compromisso entre inverter o canal e

amplificar o ruido.
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wi*hi

e

| D]
(a) (b)

Figura 6.4: Efeito do equalizador MMSE. Observe como a resposta ao impulso do
canal (a) se aproxima de um impulso (b) ao ser convoluida com o equalizador.

Assumimos um ruido de variancia 0.01.

Caso Complexo

No caso de sistemas em banda passante, trabalhamos com os equivalentes em
banda base. Isto resulta em variaveis complexas, o que traz algumas complicacoes.
Em principio, estas complicagoes sao artificiais. Afinal de contas, a funcao que quer-
emos minimizar, E[|e;|?], é real. Também podemos pensar que nossas varidveis sao
as partes reais e imaginarias do vetor w, que também sao variaveis reais. Assim,
temos na realidade um problema de minimizacao de uma funcao real de coeficientes
reais, o que sabemos facilmente resolver. Esta abordagem, entretanto, nao é nota-
cionalmente conveniente.

A principal dificuldade é, na realidade, a definicao de uma derivada de uma
funcao em relacao a uma variavel complexa que tenha as propriedades desejadas.
Para contornar esta dificuldade, estudaremos aqui uma abordagem alternativa para
a determinacao dos coeficientes do equalizador de quadrados minimos que serve
tanto para o caso complexo quanto para o caso continuo.

Comegamos esta abordagem alternativa expandindo J(w), o que nos leva a

J(w) = E[| sk — 5[]
= E[(sx — 3) (sx — 31)"] (6.20)
= E[|Sk|2 — Skg;; — §k82 —f- ‘§I:§k]

Usando a definicao de 55 e o fato de que a soma das esperancas é a esperanca da

soma, podemos escrever que

J(w) = E[|si]?] — E[sr(wlry)*] — E[S’,;(WTrk)] + B[(whry)*wlry). (6.21)
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Ora, §; é um escalar, de forma que 5, = 1. Mais ainda, o conjugado do produto é

igual ao produto dos conjugados. Usando estas duas propriedades, chegamos a
J(w) = E[|si|*] — Elwr}si] — E[siri w] + E[wrir] w], (6.22)

onde w! ¢ o vetor w transposto e conjugado. Observe, agora que o vetor w nao é

aleatoério e, portanto, pode ser removido da esperanca. Assim, concluimos que
J(w) = E[|si|?] — w” E[r}si] — E[sirl]w 4+ w E[rir] |w. (6.23)

Sejam, entao
R = E[rjry],
X (6.24)
p = E[r} si].
Note que estas quantias correspondem, respectivamente, a matriz de auto-correlacao
do vetor r}, e a sua correlagao cruzada com o valor que queremos estimar, s, e sa0

semelhantes as definidas em (6.18). Com estas definigoes, chegamos, finalmente, a
J(w) = E[|s¢’] = p"'w — w'p + w'Rw. (6.25)

Por enquanto, nao fizemos nada além de escrever a funcao custo em funcao de
R e p. Observe, entretanto, que (6.25) é uma forma quadrdtica. De fato, ela tem
algumas semelhancas com as formas quadréticas para uma variavel as quais estamos
acostumados, ou seja, axr? + bz + c¢. Por exemplo, vemos em (6.25) que a matriz
R tem o mesmo papel que a constante a, o vetor p tem papel semelhante ao da
constante b, e E[|si|?] exerce a mesma fungdo da constante c¢. Assim como no caso

linear, podemos completar os quadrados em (6.25), obtendo
J(w) =E[|s]] =p"R™'p+ (w—R7'p)’R(w—R'p). (6.26)

E importante notar que o objetivo de completar os quadrados é tornar apenas um
dos termos desta equacao (o terceiro) depende de w.

De certa forma, nao 4 muito facil chegar a (6.26). Por outro lado, & relativa-
mente simples verificar que esta equacao esta correta. Para isto, é necesséario notar,
de (6.24), que a matriz R é hermitiana, ou seja, R¥ = R. Uma conseqiiéncia
importante deste fato é que (R™1)# = R,

Para podermos prosseguir, observamos que R é uma matriz dita positiva definida.

Isto que dizer que, para qualquer vetor x, x? Rx > 0. De fato, usando a definicdo
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de R e o fato de que x nao é aleatoério, temos que

xTRx

x E[rirl]x
E[x"rir] x]
E[(r;x)* (ryx)]

= E[r; x|] >0,

(6.27)

onde usamos o fato de que xr} é um escalar, e portanto igual ao seu transposto, e

que o conjugado do produto é igual ao produto dos conjugados.
Como R é definida positiva, o menor valor que o terceiro termo de (6.26) pode

assumir é zero, o que ocorre quando
w—R 'p=0. (6.28)
Ou seja, os coeficientes do equalizador MMSE satisfazem
w =R 'p. (6.29)

Uma primeira observagao interessante a fazer neste caso é que (6.26) nos permite
determinar o menor valor possivel para a variancia do erro. De fato, fazendo o
terceiro termo de (6.26) igual a zero, obtemos que a menor variancia possivel para
o ruido é dada por

Juin(w) = El|s4/2] — p"R"p. (6.30)

Outra observacao importante é a semelhanca entre a solucao para o caso real e
o complexo. Como esperado, estas duas abordagens produzem o mesmo resultado
para variaveis reais. Mais ainda, ela nos indica que podemos definir o gradiente de

J(w) no caso complexo. De fato, se definirmos
VwJ(w) = —E[r;eg] (6.31)

e fizermos todo o procedimento que levou a solucao no caso real, obteremos a mesma
solucao que foi alcangada no caso complexo. Em resumo, esta definicao do gradiente
possui uma propriedade crucial: igualando este gradiente a zero, obtemos o vetor
complexo w que minimiza J(w).

Tao importante quanto dar a solucao é o fato de que, da mesma forma que o
gradiente para fungoes reais, VyJ(w) nos da a diregdo em que J(w) mais cresce.

(A demonstracao deste resultado ndo é 6bvia.) Conforme veremos, esta propriedade
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é crucial para a obtencao dos coeficientes do equalizador na pratica. De fato, foi
apenas para chegar a esta definicao de gradiente no caso complexo que adotamos
as duas abordagens, uma baseada no gradiente e outra baseada em completar os

quadrados.

6.2.2 Calculo do Equalizador MMSE em Funcao do Canal

Nesta secao, buscaremos escrever explicitamente os coeficientes 6timos do equal-
izador MMSE em funcao dos coeficientes do canal. Obviamente, para isto devemos
apenas escrever as quantias R e p em fun¢ao do canal. Vamos considerar aqui o
caso complexo, ja que o caso real é apenas um caso particular desse. Assumiremos
aqui que tanto o sinal transmitido quanto o ruido sao brancos, o que é uma situacao
muito comum na pratica.

Note que ambas as estatisticas que estamos querendo calcular sao funcao do
vetor na entrada do equalizador, ry. Assim, vamos comecar expressando este vetor
em funcao das variaveis aleatorias cujas estatisticas assumimos serem conhecidas,

Sk € ng. Lembre-se que

Lo
Tk = Z Sk—1.J1 + ny, (6.32)
I=—1L1
[§]
Iy = [rk—N27 Tk—(Nz—l)) s 7Tk‘-|—N1]- (633)

Usando estas duas equacoes, nao é muito dificil ver que

ry = FSk + nyg, (634)

onde
Sk = [Sk—No—Los - - - s Sk+N1+L1 )5 (6.35)
n; = [nk_NQ, nk_(NQ_l), e 7nk+N1]- (636)

e F ¢ uma matriz (N7 + Ly + 1) X (N7 + Ls + Ny + Ly + 1) conhecida como matriz

de convolugao, dada por

fio fror o F 00 0
(.] J.tLZ fﬁ.Llﬂ f.iLl .O (.) (6.37)

o 0o - 0 fro Jroer o0 fon
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De posse destas defini¢coes, podemos agora calcular

R = E[rjr}]
= E[(Fsy, + n)*(Fsy, + ng)7]
= F*E[s;s}|F' + F* E[sin}] + E[n}s.]F’ 4+ E[n}n} |
= E;F'F" + 071,

(6.38)

onde usamos o fato de que F é deterministico e portanto pode ser retirado da esper-
anca, e que a seqiiéncia transmitida e o ruido sao brancos e mutuamente indepen-
dentes, de forma que suas matrizes de autocorrelagao sao proporcionais a identidade
e eles sao mutuamente descorrelacionados.

Usando raciocinio semelhante, podemos ver que

p = E[sgr}]
= E[(Fsi + ny)*sy]
= F* E[s} si]
= Ef],

(6.39)

onde fy corresponde & Li-ésima coluna de F. Isso porque o tinico termo nao-nulo de

El[s; sk é o que envolve E|[s}sg], o que corresponde & Li-ésima linha de E|[s] sg].

6.2.3 Conclusao

Nesta secao, estudamos o uso de um equalizador linear de quadrados minimos
para mitigar a ITS. Apesar de melhorar a questao da amplificagao de ruido em relacao
ao equalizador ZF, o equalizador MMSE ainda apresenta um desempenho ruim em
alguns canais. Isto ocorre principalmente se o canal possui um nulo em sua resposta
em freqiiéncia, ou seja, se F'(f) = 0 para algum valor de f. Neste caso, o canal
anula completamente as componentes do sinal naquelas freqiiéncias, e o equalizador
nao é capaz de compensar este efeito. Este problema pode ser contornado por
equalizadores nao lineares, como o discutido na préxima secao.

Um outro problema da solugao a que chegamos é que ela obviamente depende do
conhecimento do canal. A solugao para esse problema deveréd esperar mais algumas

segoes, quando estudaremos filtros adaptativos.
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6.3 Exercicios

ExXERcicio 6.1:

Na figura 6.5, mostramos uma forma de processar um sinal em banda passante
que é equivalente a vista em classe. A diferenca é que aqui nos “aceitamos” a presenca
de sinais complexos. Note também que aqui nos ignoramos o ruido. O filtro ®(f) é

o divisor de fase descrito em 4.35.

V2exp(j271ft) V2exp(—j2 71ft)
; () [l | ) =
—5t g(t) —»%—» R{-} > b(t) " D(f) 0—— h(1) Y %;

Figura 6.5: Um sistema de transmissao digital completo, com canal nao-ideal mas

sem ruido.

1. Mostre que o sinal s,(t) mostrado na figura 6.5 é de fato equivalente ao

mostrado na figura 4.2 das notas, dado que sy = xx + Jjyx.

2. Mostre que o receptor (de 7,(t) em diante) da figura 6.5 é equivalente ao
receptor mostrado na figura 4.4. Ou seja, mostre que a parte real (imaginaria)
da entrada do decisor na figura 6.5 é igual a entrada superior (inferior) do

decisor na figura 4.4.

3. Vimos em sala que o sistema da figura 6.5 pode ser representado por um
equivalente em tempo discreto, como mostrado na figura 6.2 das notas. Calcule
a resposta ao impulso discreta do canal, fi, em fungao de g(t), b(t), h(t), f. e
T.

4. Calcule fy se
1, se |t| <0.5s,

g(t) = _
0, caso contréario,

b(t) = 6(t) + 6t — 1),

e o filtro de recepcao é casado com o de transmissao. O periodo de simbolos

é T = 1s e a freqiiéncia da portadora é f. = 1kHz.
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ExXERcicIO 6.2:

Considere um sistema em banda passante cujo ruido tem variancia 0.01, o sinal
transmitido tem energia 2 e o canal tem transformada z dada por H(z) = 1 +
exp(jm/4)z~1. Vamos usar um equalizador MMSE linear com 10 coeficientes para
equalizar esse canal. Use o MATLAB para plotar o valor do menor erro quadratico

para cada possivel atraso. Qual o atraso 6timo?

6.4 Equalizador com Realimentacao de Decisao

Nesta secao, discutiremos uma forma de mitigar a perda de desempenho sofrida
por equalizadores lineares quando o canal possui um zero em sua resposta em fre-
qiiéncia. Conforme vimos, este zero pode levar a uma amplificagao da energia do
ruido ou, na melhor das hipoteses, levar a uma perda completa da informacgao con-
tida naquela freqiiéncia.

Entretanto, note que no instante k noés tentamos estimar o k-ésimo simbolo
transmitido!. Ora, nesse instante de tempo, noés ja dispomos de estimativas para os
simbolos transmitidos nos instantes de tempo anteriores, S, paran < k. Assumindo
que nosso equalizador tem um desempenho razoavel, podemos assumir que essas
estimativas sao corretas. Ou seja, podemos assumir que nés conhecemos os simbolos
que foram transmitidos no passado.

Obviamente, a hipotese de decisoes corretas é exageradamente otimista. Entre-
tanto, ela facilita (seria melhor dizer possibilita) as dedugdes que se seguem. Além
disto, felizmente os resultados obtidos com as decisoes §,,, para n < k, (que necessari-
amente diferem dos simbolos transmitidos) nao divergem muito do que se esperaria
se os proprios simbolos transmitidos conhecidos no receptor. Em resumo, assumir
que os simbolos passados sao conhecidos no momento em que queremos estimar si
é uma hipotese razoavel.

A questao é, entao, como usar o conhecimento dos simbolos passados para mel-
horar o desempenho do equalizador. Seguindo uma abordagem nao muito intuitiva,
podemos pensar em simplesmente filtrar o sinal recebido com um filtro linear com
resposta ao impulso wg, como no caso linear. Para fazer uso do conhecimento dos

simbolos anteriores, podemos também pensar em passar as estimativas dos simbolos

!Chamamos novamente a atencdo para o fato de que estamos assumindo o uso de filtros nio-

causais. Isso pode ser facilmente contornado na prética com a introducao de atrasos no sistema.
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Figura 6.6: O equalizador com realimentacao de decisao. O filtro de realimentacao

tem que ser estritamente causal.

transmitidos por um filtro linear com resposta ao impulso ;. Combinando a saida
destes dois filtros, obtemos um sistema como mostrado na figura 6.6. Conforme
vemos nesta figura, temos uma espécie de realimentacao das decisoes, explicando
o nome deste equalizador, que também ¢é conhecido como DFE, do inglés decision-
feedback equalizer.

E importante chamar a atencdo para o fato de que o filtro de realimentacdo tem
que ser estritamente causal, mesmo dentro de nosso contexto onde aceitamos alguns
filtros nao-causais. Isto ocorre porque noés temos acesso apenas as decisoes passadas,
e portanto devemos ter que b, = 0 para k < 0.

Para tentarmos entender melhor o funcionamento do DFE, vamos pensar em
primeiro lugar no efeito do equalizador linear. Como mostrado na figura 6.4, na
pagina 100, a resposta ao impulso combinada do canal com o equalizador ainda
possui alguma IIS. Assim, no instante k£, podemos usar o conhecimento dos simbolos
passados e desta resposta ao impulso combinada para estimar a IIS causada pelos
simbolos s,, para n < k, na entrada do dispositivo de decisao, s,. Esta IIS é
chamada de IIS pré-cursora, e corresponde a cauda causal da resposta ao impulso
combinada. Sua estimativa pode ser subtraida da entrada do dispositivo de decisao,
0 que, espera-se, eliminara seu efeito. E esta idéia de cancelamente da IIS pré-cursora
que leva a estrutura da figura 6.6.

Baseado nas observacoes acima, podemos pensar que o DFE divide a tarefa
de mitigar a IIS em dois. O filtro linear wy tenta mitigar a parte nao causal da
IIS, enquanto o filtro de realimentacao tenta cancelar a sua parte causal. Uma
constatacao da veracidade desta observacao é que pode-se provar que o filtro 6timo
wyg € anti-causal. Também ¢ interessante notar que a presenca do dispositivo de

decisao faz com que o filtro com realimentacao seja sempre estavel. De fato, a
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Figura 6.7: O DFE com a hipo6tese de decisoes corretas.

amplitude da saida deste filtro esta limitada pelo dispositivo de decisao.

Um grande problema do DFE é a questao da propagacao de erro. Imagine
que, por algum motivo, S, # sg. Neste caso, se usarmos S, para estimarmos a
IIS pré-cursora no instante k + 1, estaremos obviamente cometendo um erro. Este
erro aumentara a probabilidade de que Sgi1 # Sky1, O que por sua vez aumenta
a probabilidade de um erro no instante k£ + 2, etc. Este fenomeno é conhecido
como propagacao de erro, e ¢ um dos principais problemas de equalizadores DFE.
Em sistemas como modens discados, este problema é resolvido transferindo-se o
filtro realimentado para o transmissor, onde conhecemos exatamente os simbolos
transmitidos e portanto nao temos propagacao de erro. Esta solucao, conhecida
como precodificacao de Tomlinson-Harashima, envolve algumas outras complicacoes,

e seu estudo foge do escopo deste curso.

6.4.1 Os Coeficientes do DFE

Nesta secao, calcularemos os coeficientes do DFE. Como sempre, buscaremos

uma solucao de quadrados minimos. Ou seja, queremos minimizar
J(w,b) = Efles ], (6.40)

onde e, = s, — S é a diferenca entre a entrada do dispositivo de decisao e o que
se deseja em sua saida. Em principio, a solucao exata deste problema é bastante
complicada. Afinal de contas, a saida do equalizador depende de §,, para n < k,
que sao fungoes nao lineares de 3,,. Conforme adiantamos anteriormente, a solucao
aqui é assumir que as decisoes estao corretas. Neste caso, podemos pensar no DFE

como o filtro mostrado na figura 6.7.
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Assim, sejam

Wo by Tk Sk—1
y b = y T = € S =

W—_(Ny—1) bN,,f1 Tk+(Ny—1) Sk—(Ny—1)

os vetores correspondentes, respectivamente, a resposta ao impulso do equalizador
wg, do equalizador realimentado by, e as entradas destes equalizadores. Note que
definimos os filtros wy e by como sendo anti-causal e estritamente causal, respecti-

vamente, o que estd de acordo com nossas observacoes anteriores. Defina, entao,

x:[i]eyk:[::]. (6.41)

Com isso, podemos escrever o sinal 5, como 5; = x'y;. Com estas definicdes,
caimos em um problema exatamente igual ao encontrado no filtro linear, o que nos

leva & mesma solucao:

w =R, 'p, (6.42)
onde
. E[rirl] Elr:s?
Ry — Elyiy] = | 1 : i] | . 5]
Elsir,] Els;s;]
[ | (6.43)
E|r; Sk
= E[siy;| = k )
p =Bl = | il |
Como no caso linear, o erro minimo é dado por
Jrnin (W) = E[|3k|2] - pHR_lp- (6.44)

A diferenca em relagao ao caso linear estd na definicao das grandezas usadas nesta
equacao.

Também neste caso é interessante determinar os coeficientes do DFE em funcao
dos coeficientes do canal. Para fazé-lo, vamos considerar os blocos de Ry e p. Ja
vimos, do caso linear, que E[rirl] = E,F*FT + 0%l e E[r}s;] = E.f;. Lembre-se
agora que os simbolos transmitidos sao descorrelacionados, ou seja, E[s}_.si] = 0;.
Assim, o outro bloco de p, E[s} s, é igual a zero, j4 que o vetor s; nao contém o

simbolo s;. Temos também que o outro bloco na diagonal de Ry, E[s;s]], é igual a
E.I.
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Falta determinar o bloco fora da diagonal de Ry, E[sjr{]. (Note que o outro

bloco, E[rjsi], é o Hermitiano desse bloco.) Temos, neste caso, que

Sh—Ly
E[rZSZ] =F'E [Sk—h Tty Sk:—(Nb—l)} s (645)

*
Sk"er +L1

ja que o ruido ¢é independente dos simbolos transmitidos.

6.5 Equalizadores Adaptativos

Conforme vimos, a determinacao dos coeficientes do equalizador, sejam eles lin-
eares ou com realimentacao, ZF ou MMSE, passa pelo conhecimento dos coeficientes
do canal. De fato, mesmo o equalizador de distancia minima supoe o conhecimento
do canal. Obviamente, em um sistema pratico nao podemos assumir que isto seja
verdade. Assim, o objetivo desta secao é o estudo de técnicas para a determinacao
dos coeficientes de equalizadores.

Uma primeira observacao é que o equalizador linear pode ser determinado dire-
tamente a partir de (6.29). De fato, a matriz de autocorrelacdo do sinal recebido
pode ser estimada como uma média temporal a partir da recepcao de K amostras:

=
R~ % Z riry. (6.46)

k=0
De forma equivalente, podemos também determinar o vetor de correlacao cruzada

como
1
P~ g I} Sk (6.47)

Observacoes semelhantes podem ser feitas a respeito do DFE.

Nestas duas equacoes, chamamos a atencao para alguns fatos importantes. Em
primeiro lugar, ainda que o vetor ry esteja facilmente disponivel no receptor (trata-
se, afinal de contas, do sinal recebido), o mesmo obviamente nao ocorre com o
sinal s;. De fato, se o sinal transmitido fosse conhecido do receptor, nao haveria
necessidade de nenhuma transmissao.

Outra observacao importante é que a solugao proposta acima é conhecida por
uma solucao por blocos. Isto que dizer que nesta abordagem fazemos em primeiro lu-

gar uma aquisi¢ao de um bloco de dados, para em seguida determinar o equalizador.
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Isto envolve algumas hipoteses tacitas. Por exemplo, assumimos indiretamente que
o canal permanece constante durante a transmissao dos K simbolos. Em resumo,
assumimos que o canal é estacionario. Infelizmente, muitos canais variam no tempo,
alguns muito rapidamente. Um exemplo disto sao canais de telefonia celulares, onde
o movimento do terminal moével induz rapidas variagoes no canal.

Na seqiiéncia, estudaremos um algoritmo que contorna a hipotese de estacionar-
iedade, podendo “rastrear” as mudangas no canal. Em seguida, veremos como sis-
temas de comunicagoes contornam a necessidade do conhecimento do sinal transmi-

tido para o célculo do equalizador.

6.5.1 O Algoritmo LMS

Nesta secdo, estudaremos o algoritmo de quadrados minimos (LMS, do inglés
Least Mean Square). Este algoritmo, descoberto por Widrow, um professor de Stan-
ford, no comeco dos anos 60, encontra diversas aplicagoes praticas em varias areas
distintas. Aqui, discutiremos o algoritmo apenas no contexto de equalizagao.

Lembre-se que buscamos os coeficientes do equalizador, w, que minimizam a
funcdo custo J(w) = El|ex]?]. A idéia aqui é tentar achar iterativamente o min-
imo desta funcao, pois nao queremos ou nao podemos calcula-lo diretamente. Isto
significa que queremos determinar um método para, dado um ponto wy, determinar-
mos um ponto wy1 tal que, partindo de um ponto inicial wqy qualquer, o “caminho”
dado por wy, wy, ... leve a um minimo da fungao J(w). Existem diversos métodos
para determinar wy,; a partir de wy, cada qual com diferentes caracteristicas.

Devido & sua simplicidade, aliada a um bom desempenho, o chamado método
do gradiente para minimizacao de uma funcao é particularmente importante em
comunicagoes. Lembre-se, do curso de calculo, que o gradiente de uma funcao
aponta para a direcao em que a funcao cresce mais rapidamente. Isto é equivalente
a dizer que o negativo do vetor gradiente aponta para a direcao em que a funcao
diminui mais rapidamente. Em outras palavras, se dermos um passo pequeno na
dire¢ao oposta a VyJ(wy) a partir de wy, chegaremos a um ponto onde a fun¢ao
custo tem um valor menor do que o obtido com um passo pequeno em qualquer
outra direcao. Em outras palavras, o método do gradiente calcula o ponto wy.q
como

Wit = W, — ngJ(wk). (6.48)

O motivo da divisao por 2 seré explicado adiante.
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Em (6.48), o valor de u controla o tamanho do passo. Ou seja, quanto maior
for p, maior sera o tamanho do passo na dire¢ao do gradiente. Um valor grande de
it pode nos fazer chegar rapidamente as proximidades do ponto de minimo. Entre-
tanto, nas proximidades da solucao, um valor grande de p pode nos fazer dar passos
exageradamente grandes, o que pode fazer com que fiquemos “ziguezagueando” ao
redor da solucao. A situacao é anédloga a um jogo de golfe, onde u faz o papel da
forca da tacada. No comeco, desejamos dar tacadas fortes, para nos aproximarmos
rapidamente do buraco. Entretanto, nas proximidades do buraco, devemos diminuir
a forca da tacada, de forma a evitar que uma tacada errada leve a bola para muito
longe do buraco.

A discussao acima pode nos levar a pensar que um passo variavel, inicialmente
grande e que diminua lentamente, é essencial para o bom desempenho do algoritmo.
No caso de situacoes praticas em telecomunicagoes, em geral isto nao é verdade, e
um passo constante é utilizado. Isto porqué se o canal mudar quando o passo for
pequeno (o que é equivalente ao buraco do golfe mudar de lugar), o algoritmo pode
demorar muito para conseguir se adaptar ao novo canal. Assim, na prética, usa-se
em geral um valor constante para p, normalmente entre 0.001 e 0.1.

Conforme vimos em (6.31), o gradiente da funcao custo é dado por VyJ(wy) =
—2Elrjex]. Assim, no caso de equalizacao MMSE linear, podemos calcular iterati-

vamente os coeficientes do equalizador como
Wi = Wi + p E[rye]. (6.49)

Em primeiro lugar, observamos que a divisao por 2 em (6.48) evita uma multiplicac¢ao
por 2 em (6.49).

Outra observagao importante é que em (6.49) precisamos calcular E[rjex], o que
ainda requer o conhecimento do canal. Ou seja, apesar de ja termos feito bastante
calculos, ainda nao conseguimos atingir nosso objetivo. A solu¢ao para isto consiste
em substituir o valor esperado, E[riex], pelo seu valor instantaneo, riez. Esta
substituicao leva a um algoritmo conhecido como método do gradiente estocastico.

Substituir E[r} e por r}ey é evidentemente estranha, pois obviamente nao pode-
mos esperar que o valor instantaneo seja igual a média. De certa forma, podemos
pensar que aqui estamos tentando estimar uma média do vetor aleatorio rje; usando
apenas uma de suas amostras. Como o algoritmo repete este procedimento para di-
versos valores de k, podemos pensar que esta repeticao, de certa forma, executa uma
média temporal.
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Visto de outra forma, o algoritmo do gradiente estocastico percorre o “caminho do
bébado” na direcao do gradiente. Analisemos um caso bidimensional para entender
o que isto quer dizer. No instante k, o algoritmo d& um passo em uma dire¢ao
a esquerda da direcao correta. No instante seguinte, ele erra de novo, deste vez
para a direita. Em k + 2, ele erra para a direita de novo, desta vez por um valor
maior. Podemos pensar que estes erros possuam média zero, de forma que na média
o algoritmo estd indo na direcao correta.

Chegamos, finalmente, ao algoritmo de minima média quadratico (LMS, do inglés
least-mean square):

Wil = Wi + Urge. (6.50)

Note que este algoritmo nao minimiza nada, encontrando na realidade uma solucao
aproximada. Ainda assim, o nome LMS é consagrado, e versoes deste algoritmo sao
encontradas nas mais diversas aplicacgoes.

Uma observacao final é que, para calcularmos ey, necessitamos conhecer o sinal
transmitido. Como mencionamos, se isto fosse possivel nao haveria a necessidade
de transmitir nada. Na proxima secao discutiremos como sistemas de comunicacoes

contornam este problema.

6.5.2 A Seqiiéncia de Treinamento

Conforme vimos, a estimacao do equalizador no receptor necessita do conheci-
mento dos simbolos transmitidos. Por isto, sistemas de comunicagoes possuem em
geral dois modos de operacao: o modo de treinamento e o modo de decisao direta.

Durante o modo de treinamento, a seqiiéncia transmitida é conhecida do receptor,
e ¢ chamada de seqiiéncia de treinamento. Durante este modo, o receptor pode
executar o algoritmo LMS como visto em (6.50). O sistema sempre opera no modo
de treinamento durante a inicializacao da conexao.

Apos o treinamento inicial, espera-se que o algoritmo tenha convergido para um
equalizador com desempenho satisfatério. Neste caso, podemos esperar que as de-
cisoes na saida do equalizador, Si, sejam em geral iguais ao sinal transmitido. Assim,
ap6s o modo de treinamento, o sistema passa a operar no modo de decisao direta.
Aqui, os bits transmitidos carregam informacao, e sao portanto desconhecidos do
receptor. Para calcular o erro e poder operar o LMS, o receptor usa entao as suas
proprias decisoes. Por isto, talvez o nome de modo dirigido por decisoes fosse mais

apropriado, mas o nome decisao direta ¢ consagrado.
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De qualquer forma, no modo de decisao direta o LMS tenta rastrear variagoes

lentas do canal, calculando o erro como
€ = Sk — ék (651)

Isto em geral funciona para variacoes lentas do canal. Ainda assim, a maioria
dos sistemas volta periodicamente ao modo de treinamento, retransmitindo, em
instantes especificos determinados pela especificacao do sistema, uma seqiiéncia de
treinamento. Por exemplo, o sistema GSM transmite em blocos de aproximadamente

156 bits, dos quais 26 correspondem a bits de treinamento.

6.6 Exercicios

ExXERcicIO 6.3:

Efeito do atraso de treinamento no desempenho de equalizadores:
Neste exercicio, exploraremos o impacto do atraso de treinamento d no desem-
penho. Para analisar o desempenho, vamos usar o valor do erro quadratico médio

em fungao do equalizador w(d), levando em conta o atraso d é dado por:
J(w(d)) = E{|s*} — p"'w(d)

Para calcular os coeficientes do filtro, precisamos da matriz de convolucao F de
dimensoes (Nl + N2 + 1) X (Nl + NQ + Ll + L2 + 1)

sz fL2—1 . f—L1 0 0 A 0
P 0 ].tLg f[.’271 . fiLl 0 . ()
0 0 0 sz ngfl fle

que no Matlab é gerada por:
F = convmtx(f(end:-1:1) .’ ,N1+N2+1); % f & um vetor coluna!
A matriz de correlagdo R do sinal recebido é dada por (6.38):

R = ¢’FF" + o21
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O vetor de correlacao cruzada p(d) é dado por:
p(d) = 0. Fq(d)

onde q(d) é um vetor coluna de dimensao (N;+Na+ L1+ Lo+1) cujo todos elementos
sao nulos a excecao do elemento No — Ny + Ly — L1 + 1 4 d que é igual a 1.
Vamos considerar um canal causal (L; = 0) cuja representacdo vetorial é dada

por:
T

f= [ fo i Jo
Seja Ny =d e Ny =7 —d e um canal com Ly = 4. Pede-se tracar J (w(d)) para

0 < d < 11 para os seguintes canais:

fi1=[ 0.8472 -0.3042 0.0616  -0.3845 0.1952] .°
f2=[ 0.5422 0.0493 0.25668 -0.7380 0.3050] .
£3=[ 0.1952 -0.3845 0.0616  -0.3042 0.8472] .°

Para cada canal considere dois casos: (i) variancia do ruido o2 = 0.001 e (ii)
02 = 0.4. Considere uma modulagiao 4-QAM cujos simbolos s; sao equiprovéveis e
que s, € {1+ 4,1 —j,—1+j,—1 — j}. Discuta os resultados, sabendo que f; é um

canal de fase minima, f; é um canal de fase mista e f3 é um canal de fase méaxima.

EXERcIicIO 6.4:

Comparacao do filtro linear e DFE.
Considere uma modula¢ao 4-QAM com s, € {1+ j,—1+j,—1—j,1 —j} e que
a variancia do ruido é igual a 02 = 0.001. Considere que o equalizador trabalhe na

taxa de simbolo. Seja o canal:
f=[ 0.6389 0.5750 0.5111].°

cuja norma é unitaria.
Como nao temos mais um canal AWGN, mas sim um canal dispersivo, o sinal
recebido em banda base é dado no Matlab por:

r=conv(s,f); %Convolucdo dos simbolos em banda base (s) com o canal (f)
r=r+sqrt (0.0005)*(randn(1,length(r))+j*randn(l,length(r)); %adiciona ruido

Pede-se:



CAPITULO 6. EQUALIZACAO 116

a)

Implemente um equalizador adaptativo linear e um DFE para equalizar este canal
usando o algoritmo LMS e treinamento continuo. Inicialize seu filtro com coeficientes
nulos. O tamanho dos filtros e o atraso de treinamento fica ao critério do projetista,
ou seja, vocé! Para simular os equalizadores, sugere-se usar o modelo em banda base

com amostragem na taxa de simbolo, da lista 2, exercicio 4.7.

Trace a evolucdo do modulo ao quadrado do erro (|ex|?) para avaliar a velocidade
de convergéncia do filtro e o patamar de erro apds convergéncia para dois valores
distintos do passo de adaptagao. Use escala logaritmica no eixo correspondente a
lex|?. Trace também a evolucdo dos simbolos estimados (3) usando o comando
plot(real(si),”.?). Simule um ndmero adequado de simbolos para poder ver

quando os equalizadores convergem. Anélise e comente os resultados.

Altere o seu programa para permitir a adaptacao usando como referéncia o sinal
decidido (técnica LMS-DD). Inicie a adaptacdo e chaveie para o modo DD depois de
X simbolos. Mostre e discuta a influéncia no desempenho do valor X, usando tanto

o erro quadratico como também a evolucao das estimativas dos simbolos (8g).

Dica: Ao tracar a evolucgao do valor absoluto ao quadrado do erro, faca varias realizacoes

e tire médias dos valores de forma a deixar a curva mais lisa.

EXERcicIO 6.5:

Canal variante no tempo. Considere o seguinte canal de fase minima sem ruido:

cuja

f,, = [1 0.99 sin(x(k — 1)/4000)]"

implementacao em Matlab é feita por:

%% canal

r=zeros(1,length(s));

r(1)

for

end

=s(1);
k=2:1length(s);
r(k)=[s(k) s(k-1)1*[1 0.99*sin(pix*(k-1)/4000)].";

Simule 16000 simbolos para o filtro linear e o DFE sob treinamento continuo.

Tanto o passo de adaptacao, o atraso de treinamento e o tamanho dos filtros ficam

ao seu critério. Trace a parte real de 5 (plot(real(5y),’.?)) e comente a respeito

da robustez ao ruido dos filtros linear e do DFE.
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Sincronizacdo

Do capitulo 3, vimos que, para o canal AWGN, o receptor 6timo no sentido de
minimizar a probabilidade de erro é o filtro casado. A fim de obter as estimati-
vas do simbolos recebidos é necessario amostrar a saida deste filtro nos instantes
em que o olho se encontra o mais aberto possivel. Ja no capitulo 4, mostramos
que para demodular coerentemente o sinal de banda passante para banda base é
necessario fazé-lo com a mesma freqiiéncia e fase de portadora com que foi realizada
a modulagao no transmissor.

Contudo, na pratica, a propagacao do sinal pelo canal nao é feita instantanea-
mente, ou seja, o canal insere no sinal um atraso. Além disso, a referéncia temporal
do transmissor e do receptor pode nao ser exatamente a mesma, o que equivale a
uma diferenca de fase entre as portadoras. Finalmente, os osciladores que controlam
as portadoras podem apresentar imperfeicoes, de forma que haja uma diferenca de
freqiiéncias entre elas.

Para que os simbolos transmitidos possam ser demodulados corretamente, é
necessario que o receptor estime e corrija esses desvios, o que chamamos de sin-
cronismo.

Existem vérias técnicas de sincronismo e o estudo de todas por si s6 ja com-
preenderia um curso inteiro. Nos restringiremos a algumas técnicas mais classicas
voltadas para as modulagoes que estudamos até aqui, ou seja, PAM e QAM.

A seguir, caracterizaremos as possiveis formas sob as quais podemos implementar

as técnicas de sincronismo.

117
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7.1 Caracterizacao do sincronismo

Podemos separar o sincronismo em duas categorias:

e malha aberta;

e malha fechada ou com realimentacao.

Na técnica em malha aberta, a corre¢ao do sincronismo se da posteriormente a
deteccao do erro do mesmo. Como geralmente o valor detectado estd corrompido
por ruido, a realizacao de médias dos valores estimados permite aumentar a precisao
do parametro estimado.

J& a técnica em malha fechada utiliza um processo de realimentacao do erro de
sincronismo. Isto é obtido indiretamente com a correcao do parametro de sincro-
nismo anteriormente a estimac¢ao do erro de sincronismo. Esta forma de implemen-
tacao possui duas particularidades quando comparada a técnica de malha aberta.
A primeira esta no valor do erro de sincronismo. O valor desse precisa ser apenas
proporcional ao verdadeiro valor e nao o valor exato. Ainda, o erro de sincronismo

nao é enviado diretamente para a realizacao da correcao. O erro deve ser inserido

@}

num integrador (acumulador) que faz o papel de encontrar o verdadeiro desvio e

D>

de reduzir o efeito do ruido na estimacao. Finalmente, a saida deste integrador

D>

usada para a correcao antes do detector de erro, o que fecha a nossa malha. Este
o principio do PLL (do inglés, Phase-Locked Loop).

A técnica de malha aberta permite uma aquisicao mais rapida dos parametros
de sincronismo quando comparada as técnicas de malha fechada e, portanto, sao
mais usadas em transmissoes de curta duragao (transmissao por pacotes ou rajadas
(bursts) de dados). Contudo, uma vez que o sincronismo seja adquirido, nada impede
que se use posteriormente técnicas de malha fechada, que sao mais adequadas para
rastrear eventuais mudancas dos parametros de sincronizagao. Vale ressaltar que
as técnicas de malha fechada sao amplamente usadas onde a transmissao se faz de
forma ininterrupta.

Ainda, podemos classificar as técnicas de sincronismo em:

e auxiliada por dados (DA, do inglés data-aided) quando usamos uma seqiiéncia

de treinamento para estimar os parametros desejados.

e dirigida pela decisdo (DD, do inglés decision-directed) quando utiliza-se de-

cisoes sobre os sinal recebido para realizar a estimacao;
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n(t)
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Figura 7.1: Esquema genérico de um sistema de comunicagao digital, onde ®(f) é

o filtro divisor de fase descrito pela eq. (4.35).

e autoditada (NDA, do inglés non-data-aided) quando se faz uso de certas pro-

priedades do sinal transmitido para efetuar a estimacao.

Por fim, vale ressaltar que a estimacao de diversos parametros de sincronismo
pode ser feita de forma conjunta. Por exemplo, a estimacao conjunta do atraso 7
e da fase 6 do sinal. Tais técnicas sao geralmente mais eficazes, mas costumam ser
mais complexas.

Iniciaremos nosso estudo primeiramente sobre a sincroniza¢ao (ou recuperagao)
da freqiiéncia e fase da portadora supondo que, se for o caso, o instante ideal de
amostragem jé foi recuperado. Em seguida, trataremos da obtencao deste.

Mas antes de continuarmos, vamos estabelecer algumas convencoes.

7.2 Modelo matematico para o sincronismo

O canal, como anteriormente dito, introduz um atraso de propagacao que de-
notaremos de 7. Além disso, visando simplificar a notagao e o modelamento, con-
centraremos no canal os desvios de fase e de freqiiéncia das portadoras, as quais
chamaremos respectivamente de 6 e v. Ainda, o canal também é responsavel por
inserir ruido Gaussiano branco. A figura 7.1 mostra um esquema genérico de um
sistema de comunicagao digital levando em conta o modelo de canal adotado.

Na recepgao, supondo uma modulacao coerente, temos como incerteza o desvio
de freqiiéncia e de fase da portadora e o instante de amostragem da saida do filtro

casado. O sinal, em banda passante é representado por:

rp(t) = V2 (t—7) cos(2m(futv) (t—T)+¢) =V 2y(t—7) sen(2m ( fotv) (t—T7)+¢)+n' (t)
(7.1)
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Apo6s demodulacao e algumas manipulagoes algébricas, temos em banda base o

seguinte sinal:
r(t) = (x(t — 7) + jy(t — 7))l FE ()

. 7.2
_ S(t o T>€](2m/(t77—)+0) + n(t) ( )

onde 6 = ¢ — 2n f.T.

7.3 Sincronismo de freqiiéncia e fase da portadora

Em modulagoes coerentes, um desvio de fase ocasiona um aumento na proba-
bilidade de erro e dependendo da rotagao, pode gerar erros de decisao independen-
temente da rela¢do sinal ruido (vide exercicio 4.3). J& o desvio de freqiiéncia da
portadora quando é da ordem de |v| < 1/T, provoca no sinal apos o filtro casado
uma rotagao continua de fase (incrementos de 27v a cada simbolo), o que pode ser
facilmente corrigido. Contudo, quando v é da mesma ordem de 1/7', o sinal apos
passar pelo filtro casado sofre grandes distorcoes de amplitude ou pode até mesmo
desaparecer. Neste caso, a correcao deve ser feito antes da passagem do sinal pelo
filtro casado.

Existem varios algoritmos que permitem estimar a fase 6 e a freqiiéncia v e que,
em termos praticos, se adequam melhor ou pior dependendo da situacao. Nao cabe
aqui fazer um estudo abrangente sobre todas as técnicas e assumiremos um caso
mais representativo. Faremos a hipotese de que para realizar a estimacao de v e
de 6, dispomos do atraso 7. Este caso ocorre quando |v| < 1/T, o que permite
recuperar o atraso 7 antes ou ao mesmo tempo que v e . Desta forma, o sinal 7(t)
descrito em (7.2), quando amostrado apos o filtro casado nos instantes K7+ 7, pode
ser escrito como:

rp = se! FETHO) 4o (7.3)

Dada a hipotese de que |v| < 1/T e que o atraso 7 do instante de amostragem
jé foi obtido, a correcao do desvio de freqiiéncia e de fase esta representado na figura
7.2.

Vale mencionar que existem técnicas que possibilitam nos levar de uma situacao
em que |v| é da ordem de 1/7T para a situacao assumida, mas que nao a trataremos
aqui.

Comecaremos por técnicas que operam em malha aberta e depois veremos téc-

nicas de malha fechada.
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Figura 7.2: Correcao do sincronismo de freqiiéncia e fase da portadora assumindo
lv| < 1/T.

7.3.1 Técnicas de malha aberta

Uma técnica muito utilizada para obter o desvio de freqiiéncia é a de eliminar
a dependéncia do simbolo transmitido, multiplicando-se o sinal recebido em banda

base pelo conjugado do simbolo. Procedendo desta forma, temos a partir de (7.3):
2y = Tpsp = spsped CVETHO) 4 grn (7.4)

Para facilitar a compreensao deste algoritmo, vamos supor que sis; = 1 e que

A
ny, = syng. Podemos reescrever (7.4) tal que:

2 = ej(27wkT+9) + n;f

_ pkej(27rykT+9+¢k) (7.5)

onde pkej¢k =1+ nze—j(27wkT+9).

Pode-se mostrar que, a medida que a relacao sinal-ruido aumenta, a variavel
aleatoria ¢, é aproximadamente independente, possui média nula e distribuicao
Gaussiana.

Considere agora o argumento' do produto z;z;_;. A partir de (7.5), obtemos:

arg{zczy_1} = 2mvT + dp, — P (7.6)

Esté claro que o valor arg{z;z;_,} pode ser visto como uma medida ruidosa de
2nvT. Assim, é mais ou menos intuitivo que para melhorar essa medida de 2707,

precisamos realizar alguma espécie de média. Assumindo que dispomos de Ly — 1

1Seja 2 uma variavel complexa. A funcdo argumento calcula a fase de x levando em conta
o quadrante em que a variavel se encontra. Ou seja: arg{x} = atan ((x)/R(z)) se R(z) > 0;
arg{z} = atan (J(z)/R(z))+7 se R(z) < 0e I(x) > 0; e finalmente arg{z} = atan (J(z)/R(z))—7
se R(x) < 0 e S(z) < 0. A funcdo arg{z} é definida entre [—m, 7] e sua implementagdo em
linguagens de programagcao geralmente é atan2(S(z), R(z))
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medidas de z;z;_; e que trabalhamos com modulacoes 2-PAM ou 4-QAM, a melhor

estimativa do desvio de freqiiéncia © é dado por:

Lo—1

Z e arg{zrz;_1} (7.7)

onde v, é uma funcao de “alisamento” dada por:

3 Lo 2k — Lo\ >
-2 11— ——= .
=5 1[ ( ” )] (7.8)

Esta técnica é conhecida como técnica de Kay.

Note que 22f_; ¢ uma estimativa do primeiro elemento da autocorrelagao. Pode-
mos ainda explorar os demais momentos, i.e., zx2;_o, 2x2}_5 € assim por diante até
k%L E isso o que fazem as técnicas desenvolvidas por Fitz e Luise & Reggiannini
(L&R).

Para mostrar ambas técnicas, vamos definir as estimativas dos termos da auto-

correlacao de z,z;_, como:

Lo—1
1 *
R(m) = I m ];L 2k Zfmy 1 <m < Lop—1 (7.9)
A técnica de Fitz é dada por:
1 N
)= ————— R 7.10

e a técnica de L&R é computada por:

(N+ arg{ZR } (7.11)

Para ambas as técnicas, o desempenho 6timo é obtido quando N = Ly /2. Valores

T)

de N inferiores a esse possibilitam um maior alcance na estimacao do desvio de
freqiiéncia, mas ocasionam uma perda na precisao do estimador.

A diferenca destas técnicas reside no alcance das freqiiéncias que podem ser
corrigidas e no desempenho do estimador. A técnica de Kay é a que possibilita o
maior alcance, mas é a que possui pior desempenho em baixas relagoes sinal ruido.

No caso das técnicas de Fitz e L&R, o desempenho em baixa relagoes sinal-ruido
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¢ muito superior a técnica de Kay, mas em contrapartida ela possui um alcance de
estimacao consideravelmente menor. Em relacoes sinal-ruido elevadas, as técnicas
apresentam o mesmo desempenho.

Apébs a correcao do desvio de freqiiéncia, podemos estimar facilmente o desvio
de fase usando o critério de maxima verossimilhanca (MV). Por este critério, a

estimacgao da fase é dada por:

Lo—1
0 = arg { Z zkeﬂ’”’kT} (7.12)
k=0

Contudo, nem sempre é possivel dispor de simbolos transmitidos conhecidos na
recepgao (seqiiéncia de treinamento). Neste caso, podemos usar nao linearidades
para eliminar a dependéncia da fase do simbolo transmitido, obtendo assim uma
técnica NDA. Uma técnica muito usada para modulacoes 2-PAM e 4-QAM consiste
em elevar o sinal recebido 7 pela segunda e quarta poténcia respectivamente. Para
visualizar essa solucgao, considere a representacao do sinal 2-PAM e 4-QAM na forma
polar:

2 —PAM : s, = de?*™/2, m =0,1
4—QAM : s, = V2ded ™M/ 1y = 0,1,2,3

Ao se elevar ao quadrado a modulacao 2-PAM, o argumento da exponencial

(7.13)

serd igual a 2mm. J& a modulagao 4-QAM, quando elevada a quarta poténcia, o
argumento da exponencial serd igual a 2rm + 7. No primeiro caso, a exponencial
sempre resultard em 1, independentemente do valor de m. Ja para o 4-QAM, a
exponencial sempre resultara em -1, para qualquer que seja o valor de m. Desta
forma, apos elevar o sinal pela poténcia correspondente, podemos proceder como no

caso DA para eliminar a dependéncia do instante k e da fase 6, ou seja:
[rkr;z_l}N = qel?™NET 4 (7.14)

onde « é um ganho decorrente do valor d da modulagao e n} representa o termo
de ruido decorrente dos termos signal X ruido e ruido x ruido. Note que esta
técnica terd desempenho inferior ao da técnica DA, visto que ao se elevar a N-
ésima poténcia o sinal 17} _;, novos termos de ruido aparecerao, conduzindo a uma
reducao da precisao do estimador.

Entao, podemos estimar o valor de v por:

1 Lo—1
N § : * N
UV = m arg { [Tk'rk_l] } (715)

k=0



CAPITULO 7. SINCRONIZACAO 124

Esta técnica também tem um alcance de busca do desvio reduzido de N, visto
que o valor do desvio fica multiplicado pelo mesmo e que o dominio do fun¢ao arg{-}
éde —mam.

A fase também pode ser estimada usando essa técnica nao linear. Apos a esti-

macao do desvio de freqiiéncia, a fase da modulacao 2-PAM pode ser obtida por:

Lo—1
0= ZL’ZTLT arg { Z [re 72+ ] 2} (7.16)

k=0

e para a 4-QAM, temos:

1 Lo—1 )
) —j2nvk
0 = ST 18 {— [re 72 } (7.17)

k=0

Contudo, o interesse na recuperacao de fase através desta técnica NDA é limitado
para modulacoes coerentes. Tal fato se deve a existéncia de ambigiiidades que podem
impedir a correta recuperacao da informacao transmitida.

Os estimadores dos erros de sincronismo descritos nesta secao também podem
ser usados em sistemas de malha fechada. Contudo, existem técnicas especificas
para implementacao em malha fechada. Como dito anteriormente, os estimadores
de sincronismo desta implementacao nao retornam necessariamente o desvio em
si, podendo retornar apenas um erro proporcional a este. A seguir mostraremos

algumas técnicas para implementacao em malha fechada.

7.3.2 Técnicas de malha fechada

Primeiramente, iremos mostrar uma técnica de sincronismo de freqiiéncia do tipo
NDA. A técnica pode operar com qualquer modulacao do tipo PAM ou QAM, mas
iremos nos restringir a modulagao 4-QAM para facilitar seu entendimento. O es-
quema de recuperagao do desvio de freqiiéncia esta representado na figure 7.3 na
forma de um diagrama de blocos. O integrador e o VCO (do inglés, Voltage Con-
trolled Oscillator) digital estao descritos na figura 7.4. O parametro 7 do integrador
controla a largura de banda do filtro. Uma banda mais estreita (7 pequeno) possi-
bilita uma estimacao mais precisa, mas uma velocidade de convergéncia mais lenta
ou menor capacidade de rastreamento no caso de um desvio de freqiiéncia no tempo.
Caso a banda seja mais larga, ocorre exatamente o contrario.

Note que supomos que o atraso 7 é conhecido, o que permite eliminar a interfer-

éncia intersimbodlica no sinal amostrado 7.
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Figura 7.3: Corre¢ao do sincronismo em malha fechada assumindo |v| < 1/T.
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Figura 7.4: Integrador e VCO digital.

A fim de facilitar a compreensao do algoritmo, vamos desconsiderar inicialmente

(2mvkT+0) -~ Seja fy & v — 0. Da figura 7.3 e

a presenca do ruido, ou seja, 1, = spe’
sabendo que a saida do VCO é uma senoide complexa de freqiiéncia —v e fase —,

o sinal y; é dado por:

— e d(2mOKT+y)
e , (7.18)
— Ske](QﬂfdkT+9k)
onde 0, =6 —
Ainda, o argumento de y; é dado por:
arg{yr} = arg{sr} + 2w fukT + 0, (7.19)

Usando o critério de distancia minima e realizando a decisao sobre o sinal yy,
obtemos o simbolo decidido s;. Vale ressaltar que para o correto funcionamento da
técnica, nao é preciso que S = sg. A intencao aqui é encontrar em qual quadrante
m o sinal y; se encontra e subtrair de sua fase o valor (m — 1)7/2 + w/4. Isto é
obtido multiplicando-se 5} por y, o que gera o sinal z;. Nao é dificil de perceber

que a diferenca de fase entre 5; e yi, ou seja, a fase de z;, sempre estara contida no
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intervalo [—m/4,7/4). Formalmente temos que:
arg{z} = rem {arg{s;} + arg{8;} + 27 fokT + 0, 7/4} (7.20)

onde a funcao rem{z,y} representa o resto da divisao de x por y.
Note que como a fase de sy é im/2+ /4, onde i € {0,1,2,3}, a diferenga de fase
entre s, e § serd um miltiplo de 7/2. Sendo assim, podemos dizer que a fase de

(7.20) pode ser representada por apenas:
arg{zy} = rem {27 fokT + 0}, 7/4} (7.21)

A estimagao do sincronismo consiste em realizar uma média de um sinal de erro ey,

tal que esta deve ter o mesmo sinal do desvio f;. Essa relacao é obtida através de:

o A { arg{z,}, selarg{z}| < « (7.2)

ex_1, caso contrario

onde v é um parametro positivo e menor que /4.

A figura 7.5 ilustra a evolugao da fase de z; em fungao do tempo para f; > 0 (a)
e fa <0 (b). Ja a figura 7.6 mostra o erro e, em fun¢io do tempo para os mesmos
casos apresentados na figura 7.5. Fica claro que uma média de e, para f; > 0 seréd
positiva e para f; < 0, a mesma média serd negativa. Vale lembrar que tal média é

obtida através do integrador.

N arg{z;} Aarg{zk}

fd>0 L fd< 0

NN
T

(a) (o)

Figura 7.5: Fungao arg{z;} versus k7.

Evidentemente, o desempenho desta técnica depende do valor « escolhido.
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Figura 7.6: Evolugao do erro ey (7.22) versus k7.

O leitor atento percebeu que o ponto de estabilidade desta técnica leva também
ao cancelamento de ¢. Contudo, dada as ambigiiidades desta técnica (pontos de
estabilidade a cada 7/2 radianos para modulac¢oes 4-QAM), ela tem interesse re-
duzido para aquisicao da fase. Mas em compensacao, ela se presta ao rastreamento
de possiveis variagoes de fase, uma vez que a fase correta ja foi adquirida por outra
técnica DA.

Para realizar a estimacao e correcao de fase, usaremos o critério do erro
quadratico médio (EQM). Da mesma forma que no processo de equalizagao, po-
dermos usar uma seqiiéncia conhecida na recep¢ao como referéncia (técnica DA)
ou podemos usar decisdes sobre o proprio sinal recebido (técnica DD), o que s6 é
possivel quando adotamos implementacao em malha fechada.

Vamos considerar que o desvio de freqiiéncia foi corrigido, assim como o desvio do
instante de amostragem. Desta forma, o sinal recebido ¢ dado por rj, = s,e% + ny.

O funcao de custo para o critério do erro quadratico médio é dado entao por:
J(0r) = E {Isk = rke*jéw?} (7.23)

onde 6, é a fase estimada no instante k7.
A atualizacao de 0), é feita de forma iterativa, utilizando o método do gradiente

descendente. Assim, o gradiente de (7.23) em relagao a 6, ¢ dado por:

V. J(6) = —20sin (9 . ék> (7.24)
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e a atualizacao de 6 é feita por:
ék+1 = ék - ’}/Vékj(ék) == Ok + 'ysin (9 — ék) (725)

onde e; = sin (9 — 9k> é o erro de estimagao de fase e o2 = E{|s;|?}.

Note que o gradiente (7.24) é nulo para 6, =60 e 0, =0+ Contudo, so
o primeira ponto (A = 6) corresponde a um ponto de estabilidade de (7.25). O
segundo ponto é apenas um ponto de sela e logo, instavel.

A figura 7.7 mostra a evolugao da esperanca do erro e, em funcao do desvio de
fase 6 — 0.

Todavia, nao dispomos explicitamente da fase 6 para calculo do gradiente e
atualizacao de 0 e se a tivéssemos, nao seria preciso estima-la! Na pratica, usaremos
o método do gradiente estocastico para atualizar Oy.. Seja nossa funcao de custo
estocéstica igual a

J(6y) = {\sk - rke_jeklz} . (7.26)
O gradiente estocastico é dado por:
VJ(0)) = —23{s]ree %) (7.27)
e a formula de atualizacao de 6, ¢ dada por:
Ops1 = O — 'V, J(0) = O + vS{sqrre "} (7.28)
onde o erro de estimacao da fase no instante k7T é:

er = %{sZrke_jé’“}. (7.29)

Até agora, tinhamos a disposi¢ao uma seqiiéncia de treinamento para efetuar a
estimacao da fase, ou seja, trata-se de uma técnica do tipo DA. Todavia, ao invés
de usar os simbolos conhecidos si, 0 que acontece se usarmos decisoes S como

referéncia? Neste caso, a funcao de custo é escrita como:
J(O) = B[ —ree 2} (7.30)

Consideremos a titulo de ilustracao uma modulacao 4-QAM e, para facilitar a com-
~ . - P - , A N
preensao, vamos assumir que o ruido é nulo. Vamos definir também que ¢ = 0 — 0.

Desta maneira, podemos escrever que o simbolo decidido é dado por:

§k = Ske—jx(¢k)w/2 (731)
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onde z(¢x) é um namero inteiro tal que:
0 — x(dp)/2] < /4 (7.32)

Por exemplo, se ¢ € (—m/4,7/4), a equagao (7.32) gera x(¢r) = 0, o que a
partir de (7.31) corresponde a uma decisao correta. Ja para ¢y € (7/4,37/4), temos
que z(¢r) = 1 e o que acarreta num erro de decisdo, pois de (7.31), 8, = spe ™7™/,

Sendo assim, o gradiente de (7.30) em relagao a 6 é igual a
Vi, J(0x) = —2072 sin (¢ — x(¢p)7/2) (7.33)

cujo sinal de erro neste caso é e = sin (¢, — z(pg)7/2).

A figura 7.7 compara o sinal de erro gerado por (7.24) e (7.33). Note que quando
usamos a técnica DA, nao existe ambigiiidade de fase e quando usamos a técnica DD,
aparecem trés ambigiiidades, provenientes da simetria da propria constelagao. No
caso de modulacoes N-QAM, com N > 4, existirao pontos de estabilidade espirios,
além das ambigiiidades de fase provenientes da simetria da propria modulagao.

Na pratica, a atualizagao de ék, usando o algoritmo do gradiente estocéstico e o

critério no modo DD é escrita como:
ék+1 =0 + 7%{§Zrke_jék} (7.34)

Da-se o nome de Costas Loop as técnicas de recuperacao de fase em malha fechada
aqui apresentadas e cujo diagrama de bloco est4 mostrado na figura 7.8.

Quando o Costas Loop opera no modo DD, pode ocorrer que o ruido faca com que
o algoritmo salte para um ponto de ambigiiidade de fase. Da-se o nome de phase-slip
a este salto. Note que neste ponto, erros de decisao ocorrerao mesmo que nao haja
ruido. Esta situacao configura um estado de hang-up do sistema. A probabilidade
de ocorréncia de um phase-slip esta ligada ao valor do passo de adaptacao . Véarios
artigos que tratam desse assunto podem ser encontrados na literatura.

As técnicas de correcao de desvio de fase em malha fechada permitem também
combater desvios de freqiiéncia. Caso usemos apenas integradores de primeira or-
dem, o erro do desvio de fregiiéncia devem ser pequenos (vT < 0.05). E preciso
enfatizar que havendo desvio de freqiiéncia, tal técnica nunca conseguird de fato
eliminar completamente o erro de fase. Chamamos de erro de desajuste esta difer-
enca constante entre o valor verdadeiro e o valor estimado. Contudo, se usarmos
um filtro de segunda ordem, podemos estimar o desvio de freqiiéncia a partir da
variacao do desvio de fase entre dois instantes de tempo, além do proprio desvio de

fase, sem que exista erro de desajuste.
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Modo de operagéo DD, Modo de operagéo DA
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Figura 7.7: Evolucao do erro e; em funcao do erro de fase ¢ = 0 — 0), do Costas

Loop para sistema em modo de operacao DA e DD.
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Figura 7.8: Costas Loop: chave na posi¢ao 1, modo de operagao DA /aquisi¢ao;
chave na posi¢ao 2, modo de opera¢ao DD /rastreamento.
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7.4 Sincronismo do instante de amostragem

A recuperacao do sincronismo temporal pode ser dividida em duas operacoes:
(7) estimagao da fase ou do instante 7 em que a amostragem do sinal deve ocorrer;
(#4) uso da estimativa no processo de amostragem. A primeira operacao realiza
uma medicao temporal enquanto a segunda realiza uma correcao temporal no sinal
amostrado. Tal correcao permite minimizar a interferéncia intersimbolica do sinal
enviado ao decisor, ou seja, amostrar o sinal no momento em que o olho estad mais
aberto.

Iniciaremos o capitulo falando muito brevemente sobre os métodos de correcao
do instante de amostragem e depois, passaremos as técnicas de estimacao do instante

de amostragem.

7.4.1 Correcao do instante de amostragem

A amostragem do sinal analogico se da por meio de um conversor
analogico/digital. Tal conversor é governado por um relégio cuja fase raramente
pode ser alterada, o que torna impossivel a correcao do instante de amostragem.
Felizmente, a corre¢ao pode ser feita através de processamento digital do sinal. Este
processamento corresponde a realizagao de uma interpolacao entre as amostras.

Existem varias técnicas de interpolacao. Técnicas mais simples apresentam erro
de interpolacdo (a diferenga entre o sinal de fato amostrado no instante desejado e
o sinal interpolado) maiores. A mais rudimentar ¢ a interpolacao linear, que utiliza
duas amostras para obter uma interpolacao. Em seguida, temos interpoladores
parabolicos, que utilizam trés amostras, seguidos de interpoladores cibicos, que
usam quatro amostras. E claro, temos o interpolador ideal que utiliza funcoes sinc
para interpolar o sinal, mas que demandaria infinitas amostras.

Para nossa sorte, o erro de interpolagao é inversamente proporcional a taxa de
amostragem. No caso do interpolador linear, a referéncia |4] indica que a perda de
desempenho em termos de SNR é da ordem de 0.2dB quando amostramos no dobro
da taxa de simbolo (superamostragem de duas vezes) e é de 0.02dB quando a taxa
de amostragem é de quatro vezes a taxa de simbolos (superamostragem de quatro
vezes) para uma modulagio 2-PAM, taxa de erro de bit de 1072 e fator de roll-off
igual a 0,5.

Como na prética a implementacao de filtros se faz com superamostragem geral-
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Figura 7.9: Interpolador linear.

mente superior a duas vezes a taxa de simbolo, costuma-se adotar a interpolacao
linear como solucao.
Seja x(mTs) um sinal amostrado numa taxa 1/T e x;(mTy) o sinal interpolado

entre os instantes m7s e (m + 1)7Ts. O interpolador linear é dado por:
xy(mTs+n) = (1 —n)x(mTy) +nx ((m + 1)T) (7.35)

onde 0 < n < 1. Vale ressaltar que xz;(mTs +n) # x(mTs + n).
A figura 7.9 mostra o funcionamento do interpolador.
Nao cabe aqui explicar como controlar o fator n do interpolador linear nem como

controlar as mudancas do indice m. Para tanto, recomenda-se olhar as referéncias

[1],13] e [4]-

7.4.2 Estimacao do instante de amostragem

Na secao anterior vimos como é possivel corrigir o instante de amostragem. Con-
tudo, antes de corrigir o instante de amostragem, é necessario estimar o desvio do

instante de amostragem 7. Veremos a seguir algumas técnicas de estimacao.

7.4.3 Técnicas de malha fechada

Como na técnica de sincronismo de fase em malha fechada, usaremos mais uma

vez o critério do erro quadratico médio. Tal técnica permite a operagao no modo
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DA e DD, além de realizar a estimacao conjunta do instante de sincronismo como

da fase. A funcao custo é dada por:
J (0 7) = E{|si = r(kT + ) %2} (7.36)

A estimagao do instante de amostragem é obtida calculando-se o gradiente em

relacao a 7y:

~ s\ * T s A
Vi J (0, ) = —2F {&e { (sk —r(kT + %k)e—m) We_m }} (7.37)
k

e depois usando o método do gradiente descendente:

Thtl = Th — ’Y’Vﬂc'](ékfk)

PN + A 7.38
— A 4B {3% { (51— r(kT + 7)o ) dr(kT + 7) T’f)e—yek}} (7.38)

dTty,
onde dr(kdj;:%k) = Sk dg(zl%:%k) = 539 (—t + 7), com 28 & g(1),

Na pratica, a implementacao é feita usando-se o gradiente estocdastico, ou seja,

eliminamos a operacao de esperanca na funcao custo e obtemos:

T (O, 7) = |5 — (KT + #)e % 2. (7.39)
Ainda, a derivada Mkd#g%’“) pode ser aproximada por:
dr(kT +17,)  r(kT + 7, +0) —r(KT + 7, — 0)
_ ~ (7.40)
di 20

onde geralmente se escolhe 6 = 7'/2. Neste caso, o sinal recebido deve ser super-
amostrado com um fator de pelo menos dois, isto é, o periodo de cada amostra é de
T'/2 ou inferior a este.

Ainda, para nao ter que interpolar trés amostras por simbolo no calculo do
desvio 7, i.e., (kT + 71.), r(kT + 7 + T/2) e r(kT + 7 — T/2) e sabendo que
Tk ~ Tg_1, usaremos apenas duas amostras, r(kT + 7), r(kT + 7 + T/2). A
amostra r(kT + 7, — T'/2) é substituida por r(kT + 7,1 — T'/2). Assim, a derivada
é dada por:

dr(kT + 1) r(kT+ 7 +T/2) —r(kT + 7p—1 — T/2)
e T

Entao, usando o gradiente estocéstico, a formula de atualizagao do valor de 7y é:

A N*TKT + 7 +T/2) —r(KT + 7,1 —T/2) 5
?k+1Zﬁd—’Y?R{(Sk—T(kT+?k)e_39k> r(kT + 7% +T/2) = r(kT + Ty /)e—yek}

T
(7.42)

(7.41)
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Se calcularmos o gradiente estocastico em relacao a ék, obtemos:
Vs, (7 0) = —23{sir (KT + 7)e 7%} (7.43)
cuja atualizacao é dada por:
D1 = O + vS{sir(KT + 73)e 9%} (7.44)

que é idéntico ao Costas Loop.

Assim, para cada iteracdo k, usando (7.42) e (7.44) podemos estimar simultane-
amente 7 e f. Se quisermos operar em modo DD, basta usar as decisoes do receptor,
i.e., S, como referéncia.

Na literatura, encontramos uma versao modificada desta técnica. Nela, podemos
eliminar o elemento (kT —i—%k)e_jék do termo (sk —r(kT + %k)e_jék>. Desta forma,

o algoritmo passa a ser:

(7.45)

e = Fo AR {Sze_jékr(kT + 7+ T/2) — r(kT + 71 — T/2) }

T

que é conhecido sob o nome de Farly-Late Detector - ELD. O early e late vém do
fato de que o calculo da derivada é feito com a amostra r(k7 + 7, + 1'/2) que esta
adiantada (early) em relacao a (kT + 7) e a amostra r(kT + 74— — T'/2) que esta
atrasada (late). A figura 7.10 mostra o diagrama de blocos da técnica conjunta de
estimacao de fase e atraso (DA e DD).

Ainda, o ELD tem a vantagem de ser insensivel & variagdo de poténcia de 7(t),
pois note que os sinais (parte real e imaginaria) de (sk — (kT + %k)e_jék> dependem
do ganho do canal. Caso este ganho nao seja corretamente compensado no receptor,
o estimador de atraso apresentado em (7.42) nao funcionara (exercicio 7.3, item d).

Vale ressaltar que nao é obrigatério realizar a estimacao conjunta de fase e de
atraso. A fase pode ser estimada por uma técnica feedforward que nao necessite do
instante de amostragem.

A técnica NDA baseia-se na maximizacao da variancia na saida do filtro casado.

A funcao custo deste critério é dada por:
. A 2
J(1) =E {]r(kT + 7))} (7.46)

Note que diferentemente de (7.36), a funcao custo é insensivel a desvios de fase.
Por exemplo, seja ¢ o erro de fase. Entdo, |r(kT + 71,)e’?|> = |r(kT + 7)|?|e??)? =
|r(kT + 71) %
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T+,

T(t) o g (‘? Sy,
—® > g(-1) ‘_;:;NX) » 2
T ; A l 81 )
Y

V2e-i(271t) | {
: 2k
ék €L

L e | Inte- —S{}

grador

kT+3+T)/2

L ‘ y | Atraso| —/m
: T %S
: Inte-

%, | grador < §R{} <_®<_

Figura 7.10: Estimacao conjunta da fase e do atraso pela técnica ELD: chave na

posi¢ao (1), modo DA; chave na posi¢ao (2), modo DD.

O gradiente de (7.46) em relacao a 7y é:

dr(kT + 7
V. J(3#) =E {9% {r(kT + Tk)u}} (7.47)
di
Entao, na pratica, usando o método do gradiente estocastico ascendente para

maximizar (7.46) e a aproximacdo (7.41), temos a seguinte formula iterativa para

encontrar 7:

Tht1 = T + YV, J (Th)

kT + 7+ T/2) — r(kT 4 7y — T/2)\  (7-48)
: |

= 7 + R {r(kT P

Nos referimos a técnica (7.48) como o ELD-NDA, representada na figura 7.11.

Analisando a derivada utilizada nas técnicas ELD (eq. 7.41), podemos ver que
além do ruido contido nas amostras adiantada e atrasada, estas sempre sofrerao de
interferéncia intersimbolica. Desta forma, mesmo que a relacao sinal ruido tenda
para infinito, a variancia do estimador da técnica ELD nunca sera igual a zero.

Ainda, o desempenho das técnicas ELD depende do valor do roll-off dos filtros
formatadores. Quanto maior o valor do roll-off, menor é a variancia do estimador.
Este comportamento pode ser intuitivamente explicado pelo fato de que com o au-

mento do roll-off, a resposta impulsiva do filtros formatadores encurta e assim, a in-
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Figura 7.11: Estimacao do atraso pela técnica ELD-NDA.

terferéncia intersimbolica presente nas amostras adiantada e atrasada da “derivada”
do ELD diminui.

Assim como o Costas Loop no modo DD, as técnicas de sincronismo de atraso
em malha fechada aqui apresentadas, incluindo a técnica DA, também sofrem do
fenomeno de hang-up. Tal feno6meno ocorre porque existem pontos de estabilidade
dos algoritmos espacados de T' segundos no modo DD e NDA e pontos espurios
de equilibrio no modo DA. Assim, se um ruido faz com que o algoritmo salte um
simbolo acrescentando ou decrementando um valor superior ou igual a 7" de 7, o
sistema estara “comendo” ou “clonando” um ou mais simbolos respectivamente. Isto
tera efeito nefastos, pois os bits nao estarao mais nas posi¢oes corretas na recepgao
e todos os dados serao interpretados de forma erréonea. Portanto, serd necessario
averiguar de tempos em tempos a posicao da seqiiéncia de aprendizagem para corrigir
a ocorréncia de um salto.

Além disso, o tempo de aquisicdo de um sistema em malha fechada costuma
ser elevado, o que nao ¢é interessante para sistemas com transmissao em rajadas
(bursts). Neste caso, opta-se por utilizar técnicas de malha aberta que permitem

uma aquisicao mais rapida. A seguir veremos uma técnica deste tipo.

7.4.4 Técnicas de malha aberta

Existem dois métodos de estimagao do instante de amostragem em malha aberta.
Um deles usa o critério de maxima verossimilhanca e o outro, o método de Oerder
& Meyr (O&M), versao NDA. Este se baseia em argumentos heuristico. Ambas

técnicas necessitam de amostragem fracionéria, como as técnicas de malha fechada
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mostradas na secao anterior. Além disso, o método ML também necessita de uma
filtragem especial. Aqui, nos restringiremos somente a técnica proposta por O&M
por ela ser mais pratica que a ML.

A técnica O&M necessita de uma taxa de superamostragem R que seja de,
pelo menos, quatro vezes superior a taxa de simbolo. O algoritmo ¢é descrito da
seguinte forma. Primeiramente, obtemos o modulo ao quadrado do sinal amostrado
r(kT/Rs). Em seguida ele ¢ multiplicado por e™727™%/E: ¢ ¢ sinal resultante é acumu-
lado. Finalmente, ap6s RsLy acumulagoes, o atraso estimado é obtido multiplicando

o argumento da acumulagado por —7'/(27). Formalmente, temos:

T RsLo—1
F=—_—arg { > |r(kT/RS)|2e_j2”k/RS} (7.49)

2
k=0

onde Ly é o tamanho da janela de acumulacao em nimero de simbolos.

7.5 Exerciclos

EXERcicioO 7.1:

A técnica de modulacao diferencial consiste em codificar os bits através da difer-
enca de fase entre dois simbolos consecutivos. Para o caso de um tinico bit codificado
(bx), esta modulagao chama-se DBPSK (Differential Binary Phase Shift Keying) e

funciona da seguinte maneira:

i) Modulagao:
Os simbolos transmitidos sao da forma s, = e/¥*
O valor de v, é definido da seguinte forma:
Se by = 1, Y = Yy_1,
Caso contrario, i.e., by = 0,9, = p_1 + 7

ii) Demodulagao:
Se |arg{riri_,}| <7/2= b, =1,
Caso contrario, by =0

Considerando a modulacao diferencial descrita acima, julgue verdadeiro ou falso

as seguintes afirmacgoes abaixo, justificando as suas respostas:

a) A modulagdo DBPSK é sensivel a um desvio de fase;
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b)

c)

A modulacao DBPSK é sensivel a um desvio de freqiiéncia da portadora,

mesmo que este seja muito inferior & cadéncia de simbolo;

A modulagao DBPSK ¢é insensivel a erros no instante de amostragem.

EXERcicio 7.2:

Estimacao de fase pelo Costas Loop:

Usando um modelo em banda base com canal AWGN e amostragem na taxa de

simbolo, pede-se o seguinte:

a)

b)

Implemente o Costas Loop no modo DD (eq. (7.34)) para modulagoes 4-QAM
e 16-QAM.

Para diferentes inicializagoes (éo) entre —m e m, trace a evolucdo de 0, para as
modulagoes 4-QAM e 16-QAM e verifique se os resultados estao de acordo com
0 que esta descrito na apostila. Dica: escolha um vetor de inicializacoes do
tipo fases_iniciais=[-pi:pi/32:pil e use todos os elementos deste vetor

como valores iniciais.

Suponha agora a presenca de um desvio de freqiiéncia vT e que § = 0. Ou
seja, formalmente, 7, = s,e/>™*T. Para um valor de ¥T' = 0.001 , analise o
funcionamento do Costas Loop tragando a evolucao de 0, e comparando com
2rkvT para diferentes valores do passo de adaptagao . S6 utilize a modulacao
4-QAM neste caso.

Faca como no item anterior, mas considere agora nul = 0.0001. Compare

com o resultado do item anterior. S6 utilize a modulagao 4-QAM neste caso.

Agora, suponha T = 0.001, # = 0 e uma relacao sinal-ruido de 10dB. Calcule
o erro quadratico médio (eq. (7.30)) para diferentes valores de 7 e discuta os
resultados. No calculo do erro quadratico médio, aproxime a esperanca pela

2 K—-1 4. |
>~ o e, — 70k . .
— K 2k=0 ‘Sk L€ . S6 utilize

média temporal, i.e., E {‘§k — rj,ed0%

a modulacao 4-QAM neste caso.

ExERrcicio 7.3:
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Curva E{ex|7} do ELD:
Para este exercicio, consideraremos uma modulacao 4-QAM, 6 = 0 e um fator de

roll-off a = 0.35. Considere ainda os seguinte valores de e:

ELD-DA: ¢, =R {S(kT>*T(kT+*k+T/2)—;(kT++k,1—T/z)}

ELD-DD: e, =% {§(kT)* T(kT+?k+T/2)777:(kT+€—k,17T/2) }

ELD-NDA: e, =R {r(k;T)*T(kT""’fk“rT/?)—r;(kT-i-’?k_l—T/2)}

Pede-se:

a) Fixe 7 = 0. Obtenha E{ex|7} dos ELD-DA, ELD-DD e ELD-NDA. Varie 7

entre -4T e 4T. Compare e comente as curvas.

b) Agora, considere que se transmite sempre o mesmo simbolo (ex.: s = 1+ j).

O que acontece com as curvas E{eg|T} dos estimadores ELD? Por qué?

¢) Repita o primeiro item, mas desta vez considere que o sinal passa pelo canais
hi(t) = 0(t)4+0.50(t—T), ha(t) = 0(t)—0.50(t—=T") e hs(t) = 0(t)—0.50(t—T1/2).
O que acontece com as com as curvas E{ex|7} de cada estimador ELD (DA,
DD e NDA)? Por qué?

d) Suponha agora um canal h(t) = «d(t). Trace a curva E{ex|T} da técnica

(742)7 ie., e = %{(Sk —T(kT—Ff‘k))* r(kT+7°k+T/2)—77:(kT+7”-k_1—T/2)}7 para 0s

a = 0.0625,1 e 8. Comente os resultados.

Como fazer este exercicio sem usar um interpolador: use uma superamostragem de
16 vezes a taxa de simbolo (Rs=16). A variacao de 7 se dara entao em passos de

T/16. Aproxime a fungao esperanga pela média de eg|T
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APENDICE A

Revisdo de Processos Estocasticos

Faremos neste apéndice uma revisao, tao breve quanto possivel, de conceitos
de probabilidade, variaveis aleatorias e de processos estocasticos. E importante
chamar a atencao para o fato de que este apéndice nao pretende ser um texto
para o aprendizado de processos estocasticos, mas apenas uma revisao dos conceitos
pertinentes ao estudo de transmissao digital.

A necessidade do conhecimento de estatistica para o estudo de transmissao digital
deve-se ao fato de que a maioria (se nao todas) as grandezas pertinentes ao problema

sao aleatorias, ou seja, seu valor nao é exatamente conhecido a priori. Por exemplo:

e Os bits transmitidos. De fato, se eles nao fossem aleatorios, a informacao
que eles contém poderia ser determinada exatamente no receptor sem a ne-
cessidade de transmissao. Na realidade, o conceito de informacao definido por
Shannon estd intimamente ligado a previsibilidade de um fenémeno. Quanto

mais imprevisivel, mais informacao ele contém.

e O ruido de recepcao. Este ruido é causado por uma série de fatores cuja
modelagem, ainda que fosse possivel, seria invidvel. Nesse caso, tratamos o

ruido como um fendémeno aleatoério.

e As caracteristicas de um canal de transmissao sem fio. Devido & mobilidade

dos usuarios em sistemas como telefonia celular, o canal de comunicagoes esta

141
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em constante mudancga, e também nao pode ser previsto com exatidao. Temos,

assim, mais um exemplo de um fendémeno aleatorio.

O conceito intuitivo que temos de probabilidade é adequado para lidar com al-
guns fenomenos aleatorios simples, como a escolha de uma carta de baralho ou o
lancar de um dado ou de uma moeda. Por exemplo, sabemos que a probabilidade de
tirar cara ao lancarmos uma moeda é igual a 0.5. Esses experimentos sao chamados
discretos, ou seja, existe um nimero contavel de resultados possiveis. Entretanto,
alguns fendomenos, como ruido de recepcao ou a altura de uma pessoa, podem as-
sumir qualquer valor real. Aqui, nosso conceito intuitivo comeca a falhar um pouco.
Afinal de contas, a probabilidade de uma pessoa medir 1.70m é igual a zero. Ainda
que essa informacao possa parecer surpreendente, considere também a probabilidade

de que uma pessoa meca 1.70 + 1073%

m. Em outras palavras, ninguém mede exata-
mente 1.70m. E mesmo em fend6menos mais corriqueiros nossa intui¢ao pode levar
a algumas ambigiiidades, conforme discutido no capitulo 1 de [?].

De fato, durante muito tempo, o uso de conceitos intuitivos fez do estudo de
probabilidade tanto uma arte quanto uma ciéncia exata. Para que fosse possivel es-
tabelecer uma teoria geral de probabilidade, foi necessério estabelecer um ferramen-
tal mateméatico adequado para trabalhar com fenoémenos aleatorios. Comecaremos
essa revisao com uma discussao sobre esse ferramental.

Na segunda parte da revisao, discutiremos alguns fenomenos aleatorios que
ocorrem ao longo de um intervalo de tempo, como por exemplo o ruido de re-
cepgao. Discutiremos algumas grandezas estatisticas que caracterizam alguns as-
pectos desses fenomenos e, principalmente, discutiremos o comportamento dessas
grandezas quando os sinais em questao passam por filtros lineares.

Antes de comecarmos com a revisao propriamente dita, devemos definir o con-
ceito de um evento. Basicamente, um evento é um conjunto de possiveis resultados
de um fenémeno aleatorio, ou experimento. Assim, ao lancarmos um dado, pode-
mos apostar que o resultado serd par. Ou seja, o evento de interesse é dado pelo
conjunto A = {2,4,6}. Podemos também apostar que o resultado sera 3, e nesse
caso o evento de interesse consistird de apenas um resultado. Mais especificamente,
ele sera dado por A = {3}. Dizemos que um evento ocorreu A se o resultado do
nosso experimento for um elemento do evento. Assim, se A é o evento com todos os
resultados pares, e B é o evento com todos os resultados maiores ou iguais a 5, e se

o resultado do experimento for 6, dizemos que tanto A quanto B ocorreram.
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O espagco amostral € é o evento que contém todos os possiveis resultados do
experimento. Assim, () sempre ocorre, sendo por isso chamado também de evento

certo.

A.1 Probabilidade de Eventos, Independéncia

Nesta secao, definiremos, ainda de forma relativamente intuitiva, alguns conceitos
importantes ligados ao estudo de fenomenos aleatorios. Estes conceitos sao obtidos
quando se considera um evento A, ou dois eventos A e B ao mesmo tempo.

Em primeiro lugar, temos que a probabilidade de um evento é a probabilidade
de ocorréncia de qualquer um de seus resultados. Por exemplo, no lancamento de
um dado, se A for o evento de que o resultado é par, entdo P[A] = 1/2. Assim,
a probabilidade pode ser pensada como uma funcao que associa a cada evento um
nimero entre 0 e 1.

Podemos, também, pensar na probabilidade de que dois eventos ocorram ao
mesmo tempo, a chamada probabilidade conjunta, denotada por P[A, B]. Se A e B
ocorrem ao mesmo tempo, entao o resultado do experimento esta tanto em A quanto
em B. Em outras palavras, o resultado estd em um novo evento dado por AN B.
Assim, temos que P[A, B] = P[ANBJ. Voltando ao exemplo do dado, seja A o evento
de que o resultado é par, B o evento de que o resultado é impar e C' o evento de que
o resultado é maior ou igual a 5, entao P[A, B] =0 e P[A,C] = P[B,(C] = 1/6.

Mais importante, e normalmente mais dificil de entender, é o conceito de proba-
bilidade condicional. Ainda com o exemplo do dado, digamos que vocé aposta que
o resultado sera par. Eu lanco o dado e vejo o resultado, mas nao conto para vocé
qual nimero saiu. Fu apenas digo que o resultado é maior do que 3, e pergunto
se vocé quer mudar a sua aposta. Ora, se o resultado é maior que 3, ele pode ser
4,5 ou 6. Nesse caso, temos dois resultados favoraveis (4 e 6) em um total de trés
resultados possiveis. Como originalmente a probabilidade de acerto da aposta era
1/2 e agora é 2/3, seria razoavel aumentar o valor apostado.

A probabilidade condicional é entao definida como a probabilidade de um evento
A dado que B ocorreu, e é denotada P[A|B]. Ora, se B ocorreu, entao para que
A ocorra é necessario que A N B ocorra. Por outro lado, o fato de B ter ocorrido

restringe o nimero de possiveis resultados para o experimento. Levando esses dois
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fatos em conta, definimos
P[A, B]

PB]

Obviamente, esta formula so faz sentido se P[B] # 0.

P[A|B] = (A.1)

Nesse ponto, é interessante definir eventos disjuntos ou mutuamente excludentes,
que sdo aqueles tais que AN B = () (o conjunto vazio). Seguindo nossa intuigao,
definimos que P[] = 0. Assim, se dois eventos sao disjuntos, P[A|B] = 0. Essa
observacao também satisfaz nossa intuicao. De fato, se A e B nao podem ocorrer ao
mesmo tempo, entao a probabilidade de ocorrer A dado que B ocorreu deve mesmo
ser nula.

Finalmente, dizemos que dois eventos sao independentes se um nao traz infor-
magao sobre o outro, ou seja, se P[A|B] = P[A]. Note que isso é equivalente a dizer
que A e B sao independentes se P[A, B] = P[A] P[B]. Independéncia entre dois
eventos é, em geral, facil de estabelecer. Por exemplo, a sua nota nesse curso e o
valor da bolsa de Hong Kong sao, imagina-se, independentes. Entretanto, esse nem
sempre é o caso. Voltando ao exemplo do dado, seja A = {2,4,6} e B = {3,4,5,6}.
Entao, P[A] = 1/2, P[B] = 2/3 e P[A, B] = 1/3. Portanto, P[A, B] = P[A]|P[B].
Em outras palavras, A e B sao independentes apesar de ser impossivel determinar

isso sem uma anéalise mais cuidadosa.

A.2 Definicao Axiomatica de Probabilidade

Conforme mencionamos, devemos ser capazes de estabelecer uma probabilidade
para cada evento. Ou seja, a probabilidade deve ser, num sentido genérico, uma
funcao que associa, a cada evento, um valor entre 0 e 1. Mais ainda, gostariamos
que a probabilidade do evento certo fosse 1. Nessa secao, veremos que outras pro-
priedades nos desejamos que uma probabilidade satisfaca, o que nos levara a uma
definicao axiomatica de probabilidade.

Precisamos, por exemplo, determinar qual deve ser a probabilidade de eventos
obtidos a partir de outros eventos. Entre outros, como deve P[A U B] se relacionar
com P[A] e P[B]? Voltando ao exemplo dos dados, é facil ver que, sempre que A e B
sdo disjuntos (ou seja, AN B = () entao P[AU B] = P[A] + P[B]. Podemos, assim,
exigir que qualquer definicao de probabilidade tem que possuir essa propriedade. O
que nao é facil de ver, mas é verdade, é que apenas esse requerimento é suficiente

para que possamos estabelecer a probabilidade de qualquer operagao entre eventos.
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Temos assim, trés elementos na definicao axiomatica de probabilidade. Em
primeiro lugar, temos o espaco amostral €2, que contém todos os possiveis resul-
tados do meu experimento. Temos também os eventos A, que sao conjuntos de
resultados e, portanto, sao subconjuntos de §2. Finalmente, para cada evento A,

temos uma probabilidade P(A) que deve satisfazer:
1. P[A] > 0.
2. P[] = 1.
3. Se A e B sao disjuntos, entao P[AU B] = P[A] + P[B]

A partir dessas propriedades, podemos estabelecer os seguintes resultados (tentar

prova-los pode ser um exercicio interessante):
1. P[] =o.
2. P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B].
3. Se A C B, entao P[A] < P[B|.
4. P[A°] =1 —P[A], onde A° é o complemento de A.

Vamos fazer agora um pequeno desvio matematico para tentar motivar a
definicao de probabilidade acima. Existe um ramo da matemética chamado teo-
ria da medida, que estuda medidas de conjuntos, e como se podem obter integrais a
partir dessas medidas. Esse é um ramo bem estabelecido da matematica que gerou,
entre outros resultados, a integral de Lebesgue. De particular interesse para nos
é o fato de que a probabilidade também pode ser vista como uma medida de um
conjunto. Assim, os varios e importantes resultados teoéricos obtidos em teoria da
medida podem ser diretamente aplicados a probabilidade. E justamente para es-
tabelecer essa ponte entre probabilidade e teoria da medida que se faz a defini¢ao
axiomatica de probabilidade acima.

E importante ressaltar que essa referéncia a teoria da medida, bem como refer-
éncias futuras a essa teoria, servem apenas para tentar justificar porque algumas
defini¢oes sao da forma que elas sao. Obviamente, nao esperamos que os alunos
saibam teoria da medida, muito menos que eles aprendam essa teoria nessa revisao.
Em outras palavras, mencionamos teoria da medida apenas por acreditar que um
conceito com uma motivagao (ainda que extremamente vaga) é melhor que um con-

ceito sem motivagao.



APENDICE A. REVISAO DE PROCESSOS ESTOCASTICOS 146

A.2.1 Teorema da Probabilidade Total

Usaremos agora a definicao de probabilidade para provar dois resultados impor-
tantes. Assim, seja {B;}¥, uma particio de €. Por uma particdo queremos dizer
que os conjuntos B; sao disjuntos, ou seja, B; N B; = (), e que sua unido da €2, ou
seja, U, B; = Q.

Uma particao possui duas propriedades importantes. A primeira é relativamente

6bvia:

(A.2)

N
=> P[B].
i=1

A “obviedade” dessa propriedade pode ser vista no seguinte exemplo. O conjunto
By = {cara} e By = {coroa} formam claramente uma parti¢ao do espa¢o amostral
correspondente a um langamento de uma moeda. Assim, (A.2) simplesmente nos
diz que P[{cara}| + P[{coroa}| = 1, como esperado.

O outro resultado nao é tao 6bvio, mas é bastante importante. Seja A um evento
qualquer, e seja {B;}Y | a particao acima. Assim, como A = AN Q, temos que

P[A] = P[ANQ)

“p AQ(UB)

=P C[J(AHBZ-)

i=1

(A.3)

Ora, como os eventos B; sao disjuntos, os eventos A N B; também o sdo. Assim,
N
P[A] =Y P[ANB. (A.4)
i=1

Entretanto, usando a defini¢do de probabilidade condicional em (A.1), chegamos

finalmente a

PlA] = ZP[AIBA P[Bi], (A.5)

conhecido como o teorema da probabilidade total. A importancia de (A.5) reside

no fato de que, muitas vezes, a determinacao de P[A] pode ser dificil, ao posso
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que o calculo de P[A|B;] e de P[B;] pode ser facil. Um exemplo dessa situagao é
a transmissao de um sinal binario. A determinacao direta das estatisticas do sinal
recebido nao é facil, mas isso muda se condicionarmos essas estatisticas no fato de

que o bit transmitido foi 0 ou 1.

A.3 Variaveis Aleatorias

Conforme vimos, nossa idéia intuitiva de probabilidade nao funciona muito bem
quando os possiveis valores do nosso experimento sao continuos. Mais ainda, nossa
intuicao funciona para eventos cujo resultado nao sao necessariamente ntimeros.
Assim, a manipulacao dos resultados dos experimentos nao é facil. Por exemplo,
qual o valor médio de um lancamento de uma moeda?

Entretanto, na maioria dos casos, nés estamos interessados, na realidade, em
um nimero ligado ao experimento. De fato, em problemas de cartas ou dados,
podemos pensar que apostamos em algum evento, e portanto a grandeza de interesse
¢ quanto dinheiro noés ganharemos ou perderemos para cada possivel resultado do
experimento. Considere, por exemplo, um jogo de dados em que apostamos 2.00
reais que o resultado serd par. Se ganhamos, sairemos da mesa com 4.00 reais. Se
perdemos, sairemos da mesa com —2.00 reais. Temos, entao, que a quantia aleatoria
que de fato nos interessa assume um valor 4.00 se o resultado do experimento for 2,
4 ou 6, e assume um valor —2.00 caso contrario.

Note que podemos estender essa idéia para qualquer experimento. Ou seja,
qualquer que seja meu fenomenos aleatorio, eu posso associar um nimero a todos
os resultados possiveis. A principal vantagem disso é que, a partir de agora, tra-
balharemos sempre com grandezas aleatérias do mesmo tipo: nimeros. Com isso,
podemos comecar a pensar em uma teoria que seja mais geral, nos concentrando em
numeros aleatorios e nos desligando das particularidades de cada experimento.

Esta regra (ou funcdo) que associa um ntumero real a cada possivel resultado do
experimento é chamada de varidvel aleatoria. Genericamente falando, uma variével
aleatoria é uma fungao de Q (o conjunto de todos os resultados possiveis) em R que,
para cada resultado £ associa um ntimero real X (), conforme mostrado na figura
Al

Note que uma variavel aleatoria nao é uma variavel, mas sim uma funcao. Além

disso, ela nao ¢ aleatoria. No exemplo da aposta dado acima, a funcao esta muito
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R

Figura A.1: Representacao grafica da acao de uma variavel aleatoria.

bem definida: para cada resultado do experimento, temos um valor real fixo. O que é
aleatorio é apenas o valor que a variavel assume. Entretanto, como um experimento,
junto com uma variavel aleatoria associada, gera um ntumero real aleatério, o0 nome
variavel aleatoria é consagrado. Inclusive, é normal falar apenas em X, ignorando
o valor de £ que gerou esse numero aleatorio, e n6s adotaremos essa notacao daqui
para frente.

Na proxima secao, veremos como caracterizar as propriedades estatisticas de uma

variavel aleatoria.

A.4 Funcao Distribuicao de Probabilidade

Voltemos ao nosso jogo de dados, em que apostamos 2.00 reais que o resultado
serd par. Seja £ o resultado do nosso experimento, ou seja, o niimero mostrado
pelo dado. Seja X a nossa variavel aleatoria. Temos, entao, que X (§) = 4.00 se
£ €{2,4,6} e X(§) = —2.00 se & € {1,3,5}. Podemos nos perguntar, entao, qual
a probabilidade de X (&) = 4.00. Ora, essa é a probabilidade de que £ assuma um
valor tal que X (§) = 4.00. Em outras palavras, { deve pertencer a {2,4,6}. Assim,
P[X () =4.00] = P[¢ € {2,4,6}] = 1/2.

O importante a notar aqui é que o conjunto {2,4,6} ¢ a imagem inversa do
conjunto {4.00}. Matematicamente, {2,4,6} = X ~1({4.00}). O que essa notagao
quer dizer é que o conjunto do lado esquerdo, {2,4,6}, é o conjunto de todos os
valores de £ tal que X (§) pertence ao conjunto do lado direito, {4.00}. Note também
que a imagem inversa existe mesmo quando a fun¢ao X (£) nao é inversivel.

Podemos, mais uma vez, generalizar essa idéia. Assim, seja A um conjunto de
valores que a variavel aleatoria pode assumir. Ou seja, A é um subconjunto de R.

Definimos, entao
P[X(¢) € Al = P[¢ € X~'(A)]. (A.6)

Este mapeamento inverso estd mostrado na figura A.1.
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0.5

Figura A.2: Funcao distribuicao de probabilidade para o saldo final de uma aposta

de 2.00 reais que o lancamento de um dado resulta em um ntmero par.

Aqui, também, nos gostariamos de nos desligar da estrutura de €2, e estabelecer
uma teoria genérica focando apenas a variavel aleatéria. Ou seja, gostariamos de
determinar a probabilidade do nimero real pertencer a A sem para isso ter que
pensar nos valores de £. O restante dessa secao tenta ir um pouco nessa direcao.

Em primeiro lugar, vamos pensar no evento A. Lembre-se que A é um subcon-
junto dos reais. A teoria da medida nos diz que todos os eventos de interesse, para
os quais uma probabilidade pode ser definida, podem ser obtidos como unioes e
intersecgoes de eventos do tipo {X < z}!. Em outras palavras, esse evento bésico
consiste em todos os valores da variavel aleatéria menores ou iguais a . Com isso
em mente, definimos a funcao distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria
X como

Fx(z) = P[X(§) < 2] = P[§ € X7 ((—o00,2])]. (A7)

A funcao distribuicdo de probabilidade para o exemplo da aposta de 2.00 reais no
jogo de dados estd mostrada na figura A.2.
Assim, se conhecermos Fx (), ndo precisamos mais nos preocupar com £, ja que

a probabilidade de qualquer evento de X pode ser diretamente calculada a partir de

!Como curiosidade, a teoria da medida também nos diz que existem conjuntos para os quais
nao é possivel definir uma medida que faca sentido. Na realidade, é possivel mostrar que uma maca
pode ser cortada em conjuntos disjuntos que, adequadamente reagrupados, resultam em um objeto
do tamanho da Terra. Obviamente, nossa nocao de volume nao é vilida para esses conjuntos.
Desnecessario dizer que esses conjuntos sao muito estranhos, e nao vamos nos preocupar com
eles. Fenomeno parecido ocorre com a probabilidade que, assim como o volume, é uma medida de

conjuntos.
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Fx(x). Conforme veremos, varias variaveis aleatorias encontradas na pratica pos-
suem uma funcao distribuicao de probabilidade conhecida, e discutiremos algumas

delas adiante.

A.4.1 Propriedades da Distribuicao

Cabe, aqui, discutir algumas propriedades de Fx(z). Em primeiro lugar, X
assume um valor real, finito. Assim, a probabilidade de que X seja menor do que

infinito é 1. Isso pode ser expresso matematicamente por

lim Fy(z)=1. (A.8)
De forma equivalente, temos que
lim Fy(z) = 0. (A.9)

Ainda nessa linha, podemos notar que o evento {X < z}U{X >z} = {X € R}.
Mais ainda, esses dois eventos sao disjuntos, de forma que P{X <z} U{X > z}] =
P[X <z]+P[X > z|. Como X é sempre um nimero real, temos que P[{X € R}] =

1. Juntando todos esses fatos, concluimos que P[X < z] + P[X > x| = 1, ou seja,
PIX >z]=1- Fx(z). (A.10)

Temos também que {X < z} pode ser escrito como {X <y} U{y < X < z},
se y < z. Note que esses dois ultimos eventos sao disjuntos. Assim, usando as

propriedades da probabilidade, temos que
PIX <z]=P[X <y|+Ply< X <zl (A.11)

Obviamente, Ply < X < z] > 0, o que implica que Fx(x) ¢ uma fun¢ao nao-
decrescente de z. Ou seja, se © > y, entao Fx(x) > Fx(y).

Finalmente, usando a defini¢do de Fx(x) em (A.11), temos que
Ply < X <z| = Fx(z) — Fx(y). (A.12)

Assim, essa equagao nos ensina como calcular a probabilidade do evento {y < X <
x} em fungdo de Fx(x). Seguindo um raciocinio semelhante, podemos determinar
a probabilidade de varios eventos (subconjuntos dos reais) em termos de Fx(x). De
fato, de posse de Fx(x), podemos calcular a probabilidade de qualquer evento. Em
outras palavras, Fx(z) nos da todas as informagoes necessarias sobre as caracteris-

ticas estatisticas da variavel aleatoria X.
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A.4.2 Distribuicao Conjunta

Podemos também definir a funcao distribuicao de probabilidade quando consid-
eramos mais de uma variavel aleatoria. Por exemplo, para duas variaveis aleatorias
X e Y, definimos a distribuigao conjunta Fxy(x,y) como a probabilidade conjunta
dos eventos {X <z} e {Y <y}, ou seja,

Fxy(z,y) = P{X <}, {Y <y}l (A.13)

Da mesma forma que para uma tnica variavel, a probabilidade de qualquer evento
de interesse envolvendo X e Y pode ser obtida a partir de Fxy (z,y).

Aqui, é interessante notar que {X < z} N{Y < oo} = {X < z}. Afinal de
contas, a condigao {Y < oo} significa que Y pode assumir qualquer valor, e essa

“condicao” também é imposta pelo lado esquerdo da equacao. Assim, temos que
Fx(ZL’) = ny([E,OO). (A14)
Da mesma forma, obtemos que

Fy(y) = Fxy(00,y). (A.15)

A.5 Funcao Densidade de Probabilidade

Uma outra funcao que também caracteriza completamente uma variavel aleatoria

é a funcao densidade de probabilidade, dada por

fx(x) = C%Fx(ac) (A.16)

Como veremos, podemos usar fx(x) para calcular, por exemplo, o valor médio de

X, dai sua importancia. Outra razao para a definicao da densidade é que muitas

varidveis aleatorias importantes, como a Gaussiana, possuem uma formula fechada
para fx(z), mas ndo para Fyx(x).

A partir das propriedades de Fx(x), podemos estabelecer algumas propriedades

de fx(z). Em primeiro lugar, de (A.9) e da propria defini¢ao de fx(x), temos que
R0 = [ felo)dy (A17)
Baseado nessa equagao, e usando (A.8), concluimos que que

/_OO Fr(@)do = 1. (A.18)

o0



APENDICE A. REVISAO DE PROCESSOS ESTOCASTICOS 152

Como Fx(x) é uma funcao nao-decrescente, temos que
fx(x) > 0. (A.19)

Finalmente, de (A.12), temos que
b
Pla< X <] = / fx(x)dz. (A.20)

Ou seja, a area sob o grafico de fx(z) entre a e b da a probabilidade de que X esteja
entre a e b.

Na realidade, de (A.20), podemos cometer um abuso de notagao e escrever que
Plz < X <z +dzx] = fx(x)dx, (A.21)

onde dz é um deslocamento infinitesimal. Afinal, fx(x) é praticamente constante
entre x e x4+ dx, de forma que a area em questao se trata de um retangulo de altura
fx(z) e lado dx. A equagdo (A.21) é muitas vezes conveniente para determinarmos
algumas defini¢oes e resultados ligados a variaveis aleatorias continuas.

Para o caso de duas variaveis, definimos

82
fxy(l‘,y> = am—anyy(l’,y). (A22)

Aqui, chamamos a atengao para o fato de que (A.14) implica que

o) = [ " v (@) dy. (4.23)

O processo de obter a densidade de uma variavel a partir da densidade conjunta é
conhecido como marginalizacao.

Baseado no conceito de independéncia, dizemos que duas varidveis aleatorias
sao independentes se quaisquer eventos associados a elas sao independentes. Isso é

equivalente a dizer que duas variaveis aleatorias sao independentes se

Ixv(z,y) = fx(x) fy(y). (A.24)

Finalmente, note que, conforme visto na figura A.1, algumas varidveis aleatorias
apresentam descontinuidades (saltos) em suas distribui¢oes. Nesses casos, devemos
recorrer ao delta de Dirac para podermos definir uma distribuigao: onde Fx(z) ap-
resenta um salto de d, fy(x) apresenta um delta de amplitude d. Assim, para o
exemplo da aposta nos dados, mostrado na figura A.2, fy(x) tem a forma represen-

tada na figura A.3.
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Figura A.3: Funcao densidade de probabilidade para o saldo final de uma aposta de

2.00 reais que o lancamento de um dado resulta em um ntmero par.

A.6 Meédias de Variaveis Aleatorias

Ainda que Fx(z) e fx(z) tragam todas as informagoes necessarias sobre X, elas
nao sdo muito faceis de manipular e/ou determinar. De fato, dada uma série de
observagoes de X, é dificil determinar qual a fungdo Fx(x) que a descreve. Assim,
na pratica, costumamos usar as médias, ou momentos, para caracterizar (ainda
que parcialmente) uma variavel aleatoria. Afinal de contas, as médias sdo nimeros
reais, portanto simples de serem manipulados e, como veremos, consideravelmente
simples de serem estimados. Entretanto, essa caracterizacao é apenas parcial, ja
que variaveis aleatorias com diferentes distribui¢oes podem possuir algumas médias
iguais. Iniciaremos com médias de variaveis discretas, pois nesse caso a definicao de

médias é mais intuitiva.

A.6.1 Variaveis Aleatorias Discretas

A principal média com a qual nos estamos acostumados é a esperanca, ou valor
esperado. Considere, por exemplo, que vocé aposta 2.00 reais que uma carta retirada
ao acaso de um baralho serd de paus. Assim, com probabilidade 1/4, vocé sai da
mesa com 4.00 reais, e com probabilidade 3/4 vocé sai da mesa com —2.00 reais. A
esperanca do seu ganho ¢ dada pela média ponderada desses dois valores, ou seja,
4.00 % 1/4 4 (—2.00) % 3/4 = —0.50 real.

Em geral, se a variavel aleatoria X assume valores {z;}~ ,, com probabilidade
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P[z;], sua esperanca é dada por
N
E[X] =) a;Plxi, (A.25)
=1

onde N pode ser infinito. Note que E[X] é um namero nao aleatorio, que esté
diretamente ligado ao modelo probabilistico de X. A esperanca é também chamada
de primeiro momento, e as vezes é denotada por px.

Ainda que nao seja facil ver nem demonstrar isso, a esperanca esta ligada ao
nosso conceito intuitivo de média de seguinte forma: imagine que vocé repita um
experimento K vezes, e que o resultado do k-ésimo experimento seja yi. Considere

entao a média desses resultados, no seu sentido intuitivo:
| X
média = 174 Z Y- (A.26)

Entao, é possivel mostrar que, a medida que temos mais experimentos, essa média
se aproxima da esperanca de X. Em outras palavras,

lim média = E[X]. (A.27)

K—oo

Este importante resultado é conhecido como a lei dos grandes niimeros. Na realidade,
(A.26) ¢ muito usada para estimar a esperanga de uma variavel aleatoria baseado
em sucessivas observacoes desta variavel.

E importante ressaltar que a esperanca nao é o valor que esperamos que ocorra.
De fato, no exemplo acima, o valor —0.50 nunca ocorre. Na realidade, se vocé jogar
muitas vezes, a média dos seus resultados é dada pela esperanca. Assim, no nosso
exemplo, vocé vai perder em média 0.50 real, o que significa que esse jogo nao vale
a pena para vocé, mas vale muito a pena para o cassino.

Podemos, também, generalizar (A.25) para qualquer funcao de X. De fato,

temos que
N

Elg(X)] =) g(a:) Plai]. (A.28)

i=1
Algumas fungoes g(X) levam a médias particularmente importantes. Por exem-

plo, usando g(X) = aX + b, podemos estabelecer que a esperanca é um operador
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linear, ou seja, para constantes a e b, E[aX + b] = a E[X] 4 b. De fato, temos que

ElaX +b =Y (aX +b)P[x;]

_ ;ax Plz,]+ > bPz] (A.29)

i=1

= aZXP[xi] +bZP[xi]
=aE[X] + b,

onde a tltima igualdade segue do fato que os eventos {X = z;} sdo disjuntos e sua
uniao d4 o evento certo.

De particular importancia para nés ¢ o segundo momento, definido por
B[IXP] =) |oil* Plai], (A.30)

e ligado, como é comum quando lidamos com o quadrado de alguma grandeza, a
energia de X.

Baseado no segundo momento, podemos definir a variancia de X, dada por
(A.31)

onde as igualdades seguem da linearidade da esperanca e do fato de que px é uma
constante. A variancia é importante, pois nos da uma medida do quanto uma

varidvel aleatoria “flutua” ao redor de sua média.

A.6.2 Variaveis Aleatorias Continuas

Nessa subsecao, abandonaremos temporariamente nossa idéia de tentar dar uma
justificacao intuitiva, ainda que em geral vaga, para todos os conceitos, e simples-

mente definiremos a esperanca de uma varidvel aleatéria continua como

B[X] /_ ey (2)dr. (A.32)

o0
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Na realidade, devido ao uso do delta de Dirac, essa féormula vale também para
variaveis discretas. A “intuicao” por tras dessa formula envolve a soma de Riemann, e
nao é particularmente elucidativa. Entretanto, a ligacao entre E[X] e nosso conceito
intuitivo de média (a soma de observagoes dividido pelo nimero de observagoes)
continua valida.

Assim como para variaveis aleatorias discretas, podemos definir algumas esper-

ancas importantes para variaveis continuas. Assim, temos:

Elg(X)] = / " @) f (2)do,
B[l X[*] = /_oo 2% fx (x)dz, (A.33)

ok = B[ X[ - B[X]*.

Meédias de Duas ou Mais Variaveis Aleatoérias

Finalmente, podemos também calcular médias envolvendo duas ou mais variaveis
aleatorias. Ainda que possamos fazé-lo também para varidveis discretas, preferimos
definir essas médias apenas uma vez. Em particular, para uma funcao qualquer de

X e Y, temos que
By v) = [[ " 4w, y) v () dedy. (A.34)

Usando essa equagao com g(X,Y) = X + Y, temos que

BEXC+Y) = [[ @t e (og)dody

— //_Z z fxy (@, y)drdy + //_Z yfxy(z,y)dedy
- /_Zx/_z Ixy(z,y)dydr + /_Zy/_z Fxy(z,y)dady (A.35)

— /_OO x fx(z)dx + /OO yfy(y)dy

oo —c0
= E[X]+ E[Y],
onde usamos a marginalizagao da densidade conjunta descrita em (A.23). Em outras
palavras, também nesse contexto a esperanca é um operador linear.
Uma média muito importante de duas variaveis aleatorias é sua covariancia, dada
por
Cov[X, Y] = E[(X — ju)(Y — py )], (A.36)
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que, de certa forma, mede o quanto X e Y estao relacionados. Nao é muito dificil

ver que Cov[X, Y] também pode ser calculada como
Cov[X,Y] =E[XY] — puxpy. (A.37)

Para N varidveis aleatorias Xi,... Xy, a média mais usada é a matriz de co-

variancia. Seja X é o vetor composto com as varidveis em questao, ou seja,
X = [Xy,... Xy]T. Seja também E[X] = [E[Xi],...E[Xy]]" o vetor com a mé-

dia dessas variaveis. Entao, a matriz de covariancia ¢ dada por

C = E[(X - E[X])(X - E[X])"]

O'g(l COV(Xl,XQ) s COV(Xl,XN)
COV(X27X1) U§(2 cee COV(XQ,XN) (A38)
Cov(Xn, X;1) Cov(Xn,Xs) --- %y

Antes de terminar esta secao, ¢ bom chamar a atencao para dois fatos ja men-
cionados. Em primeiro lugar, qualquer média pode ser estimada usando (A.26). Por

exemplo, se observamos K valores das variaveis X e Y, temos que

K
1
EXY]~ — > . (A.39)
k=1

Em segundo lugar, as médias apresentam uma caracterizacao parcial das pro-
priedades de varidveis aleatorias. De fato, varidveis aleatorias com diferentes dis-
tribuigoes podem possuir algumas médias que sao iguais. Entretanto, por serem

facilmente estiméaveis e manipulaveis, as méidas sao comumente usadas na pratica.

A.7 Variaveis Aleatorias Gaussianas

Nessa secao, estudaremos a que é talvez a variavel aleatoria mais importante: a
Gaussiana. Conforme vimos, uma variavel aleatoria é completamente caracterizada

por sua densidade de probabilidade. No caso da Gaussiana, temos que

fx(@) = \/% exp (—%) : (A.40)

Assim, temos que a densidade de uma varidvel Gaussiana é completamente caracter-

izada por sua média e sua variancia. Essa é uma das razoes por tras da importancia
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Figura A.4: Densidade (a) e distribuigao (b) de probabilidade de uma variavel

aleatoria Gaussiana de média zero.

dessa variavel: se estimarmos essas duas grandezas, podemos determinar comple-
tamente todas as suas caracteristicas estatisticas. Para chamarmos a atencao para
esse fato, e para facilitar a notagdo, escrevemos X ~ N (ux,0%) para dizer que X
tem uma distribuigdo Gaussiana com média ux e variancia o%.

Mas talvez a principal explicacao para a importancia de variaveis Gaussiana
esteja no teorema central do limite. Grosso modo, esse teorema diz que se uma
variavel aleatoria X é a soma de varias outras variaveis, entao, quando o nimero de
variaveis tende a infinito, X tende a uma Gaussiana. Claro que o teorema impoe
algumas condigoes sobre essas variaveis aleatoérias que compoem X, mas em geral
essas restrigoes so6 dizem respeito & média e a variancia, e nao a suas densidades.
Inclusive, cada uma pode ter uma densidade diferente! Assim, se um fendémeno
¢ a soma de diversas contribui¢des (como por exemplo o ruido térmico, causado
pela combinacao dos ruidos de milhares de elétrons), podemos aproximé-lo por uma
variavel Gaussiana.

Infelizmente, a distribuicao de uma variavel Gaussiana nao possui uma formula
fechada, devendo ser calculada numericamente ou através de uma tabela. Isso pode
ser facilmente feito usando qualquer programa de simulacao, e o resultado esté

mostrado na figura A.4.
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A.7.1 Varias Variaveis Conjuntamente Gaussianas

Dizemos que as varidveis aleatorias X, ... Xy sao conjuntamente Gaussianas se

sua densidade de probabilidade conjunta puder ser escrita como

_ 1 oxo [ — (x — px)"C7H(x — px)
fxioxy(@1,.. o an) = \/m p ( 5 ) ,  (A.A41)

onde x = [z1,...2n]T, px = [E[X1],.. . E[XN]]T, e C & a matriz de covariancia de

X1,...Xyn. Note que o termo (x—pux )T C™1(x— pux) descreve elipséides de dimensao
N centradas em px. Da mesma forma que para uma tnica variavel, usaremos a
notagdo X ~ N (ux,C) para indicar que as varidveis em X sdo conjuntamente
Gaussianas, com média pux e matrix de covariancia C.

E interessante notar que se as variaveis conjuntamente Gaussianas sio descor-
relacionadas, entao C é uma matriz diagonal, e o i-ésimo elemento da diagonal de
C ¢ dado por C;; = o2. Nesse caso,

N

det(C) =[] o7. (A.42)

(2
i=1
Também nao é dificil ver que o fato de C ser diagonal leva a

N

(x = px)"C M (x = px) = )

=1

(zi — E[Xi])z‘

= (A.43)

Como a exponencial da soma é igual ao produto das exponenciais, temos que a

densidade conjunta de Xi,... Xy é dada por

fxi,xn (@1, o) = ﬁ : exp (—M> : (A.44)

L1 9rg2 202
i=1 v v

ou seja, a densidade conjunta é o produto das densidades marginais. Em outras
palavras, se variaveis aleatorias conjuntamente Gaussianas sao descorrelacionadas,
elas também sao independentes.

Um resultado importante, que apresentaremos sem prova, é que qualquer trans-
formagao linear de varidveis conjuntamente Gaussianas leva a varidveis conjunta-
mente Gaussianas. Ou seja, se X ~ M(ux,Cx) e Y = AX, para alguma matriz
constante A, entao Y também é Gaussiano. O que nao é muito dificil de ver, us-
ando a linearidade da esperanca, é que E[Y] = AE[X] e Cy = ACxA”. Assim,
Y ~ N(A,be, ACXAT)
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A.8 Processos Estocasticos

Por enquanto, estudamos apenas variaveis aleatorias cujo valor nao depende do
tempo. De certa forma, é como se as variaveis consideradas até aqui ocorressem
apenas uma vez. Entretanto, os fenomenos aleatérios presentes em sistemas de
comunicacoes dependem inerentemente do tempo. Por exemplo, a cada instante de
tempo, o ruido de recep¢ao assume um valor aleatorio. A forma de onda transmitida
também assume um valor aleatério a cada instante, ja que depende dos simbolos
transmitidos. Estes fenomenos aleatorios que dependem do tempo sao chamados
processos estocdsticos, e seu estudo é o topico desta e das proximas secoes.

Nesse ponto, é bom lembrar que nds ja mencionamos, de passagem, um tal pro-
cesso. De fato, quando falamos de médias na equagao (A.26), ndés mencionamos que
para seu calculo nos repetimos um experimento aleatorio diversas vezes, e somamos
os diversos resultados obtidos. O processo de repetir um experimento diversas vezes
gera uma seqiiéncia de variaveis aleatorias. De forma equivalente, podemos pensar
que temos uma variavel aleatoria diferente para cada instante de tempo discreto k
em que realizamos o experimento. E importante notar que, nesses casos em que
0 processo estocastico ocorre apenas em instantes de tempo discretos, dizemos que
temos uma seqiiéncia aleatoria.

Na realidade, existem duas definicoes equivalentes de um processo estocastico.
A mais intuitiva diz que, em um processo estocastico, para cada instante de tempo k
(ou t, se o processo ocorrer em tempo continuo) temos uma variavel aleatoria X (k; €)
(ou X(t;¢)). Por exemplo, a definigdo do processo ligado ao célculo da média dada
acima segue essa linha.

Da mesma forma, imagine que queiramos transmitir um tnico bit . Assim
¢ € {0,1}. Imagine ainda que a forma de onda transmitida seja x(t) = sinc(t) se
& =1ex(t) = —sinc(t) se £ = 0. Entao, para cada instante de tempo ¢ temos uma

variavel aleatoria X (¢;€) dada por

X(t;§)={

A discussao acima nos sugere imediatamente a segunda definicao de um pro-

sinc(t) se =1
) ’ (A.45)

—sinc(t) se £ = 0.

cesso estocastico, que permite um tratamento de certa forma unificado de variaveis

aleatorias e processos estocasticos. Lembre-se que uma variavel aleatoria associa um

valor real a cada possivel resultado de seu experimento. Um processo estocastico,

por outro lado, associa uma func¢ao a cada possivel resultado de seu experimento.
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/ X(tfl)

Figura A.5: Representacao grafica de um processo estocastico.

Ambas as defini¢oes estao mostradas na figura A.5 para um processo estocastico
qualquer. Por um lado, vemos nessa figura que para cada valor de ¢ temos uma
funcao X (¢;€). Por outro lado, vemos que, parat = —1 e t = 2 temos duas variaveis
aleatorias, X (—1;¢) e X(2;¢).

Dizemos que z(t) é a realiza¢ao de um processo estocastico se esta for a fungao
que ele assume. Assim, no exemplo da transmissao do bit, a fungao sinc(t) é a
realizacao do processo estocéastico quando & = 1. Por outro lado, chamamos o
conjunto de todas as possiveis realizagoes de ensemble. No exemplo da transmissao,
o ensemble é dado por E = {sinc(t), — sinc(t)}.

Assim como fizemos com varidveis aleatérias, em geral nos ignoraremos o fato de
que o processo estocastico depende do valor de £&. Em outras palavras, denotaremos

o processo simplesmente por X ().
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A.9 Meédias de Processos Estocasticos

A caracterizacao estatistica de um processo estocéstico é bastante complexa. De
fato, para sua completa caracterizacao, devemos conhecer fxu,),. x(y)(T1,...,TN)
para todos os valores de t,...,ty e para todo valor de N. Obviamente, esta ex-
igéncia nao é muito simples de satisfazer. Assim, o uso de médias para caracterizar
processos estocasticos é muito difundido, e talvez seja até mais importante do que
em variaveis aleatoérias.

Sao trés as médias mais usadas na pratica. Em primeiro lugar, definimos o valor

esperado de um processo estocastico como
px(t) = E[X(2)]. (A.46)

Em outras palavras, ux(t) é a esperanca da variavel aleatoria X ().

Se fossemos simplesmente copiar o que fizemos para uma varidvel aleatoria,
definirfamos nesse ponto a variancia de um processo estocastico. Entretanto, pode-
mos obter muito mais informagao a respeito de X (¢) através da sua func¢dao de au-

tocovaridncia, dada por
Cx(t,t+ 1) = Cov[X(¢t), X(t+ 7)]. (A.47)

Em outras palavras, Cx(t,t + 7) é a covariancia entre as variaveis aleatorias X (t) e
X(t+7). Se T =0, Cx(t,t) nos da a variancia de X (t), como desejavamos no comego
deste paragrafo. Entretanto, para um 7 qualquer, Cx (¢,t + 7) nos da uma idéia de
quanto X (t) e X (¢t + 7) estao relacionados. Ou seja, Cx(t,t+ 7) nos d4 uma nogao
de como X (t) muda no intervalo 7. Se Cx(t,t + 7) for grande, entdo o processo
possivelmente nao muda muito nesse intervalo. Por outro lado, se Cx(t,t + 7)
for pequeno, entao possivelmente o processo passa por grandes mudancas entre os
instantes t e t + 7.

Finalmente, definimos também a fun¢ao de autocorrelacao de X (), dada por
Rx(t,t +7) =E[X(t)X(t+ 7)]. (A.48)

Nao é dificil ver que Cx (t,t +7) = Rx(t,t + 7) — ux(t)pux(t + 7). Também temos
que Rx(0) = E[X?(t)], ou seja, Rx(0) esta ligado a energia do processo estocastico.

Obviamente, podemos definir as mesmas médias para seqiiéncias aleatorias. De-
vemos simplesmente trocar os valores reais t e 7 por valores inteiros £ e m. Assim, a
média de X ¢ dada por E[X}], a fungao de autocovariancia é dada por Cx(k,m) =

Cov[Xk, Xkim], € a fungio de autocorrelagao ¢ dada por Ry (k, k+m) = E[X Xt m].
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A.9.1 Processos Estacionarios

As caracteristicas estatisticas de muitos processos estocasticos encontrados na
pratica nao mudam com o tempo. Em outras palavras, se comecarmos a observar
um processo agora ou dentro de o segundos, observaremos as mesmas caracteristicas.

Matematicamente, isso quer dizer que

Ix,.xn) (@1, TN) = fx+o),. X+ (1, -, TN). (A.49)

para todos os valores de t1,...,ty e para todo valor de NV e . Processos com essas
caracteristicas sao ditos estacionarios.

Tomando N = 1, temos que fx@)(x) = fx(+s) (), para qualquer §. Tomando
d = —t, concluimos que fx«)(z) = fx((x). Em outras palavras, a densidade de
X (t) é a mesma para todo t, e portanto sua média nao depende de t. Assim, podemos
definir a média de um processo estacionario como px ao invés de pix (t).

Tomando N = 2, temos que fx()x(+r)(T1,72) = fx(+s)x(t+r+6)(T1,72). As-
sim, para 6 = —t, obtemos que fx(), x(t+r)(T1,%2) = fx(0),x(r)(T1,22). Em outras
palavras, fx), x(t+r) (%1, 22) s6 depende de 7, mas nao de t. Dessa forma, podemos
escrever as fungoes de autocovariancia e autocorrelagdo como Cx(7) e Rx(7), ja
que elas também nao dependem de t. Em resumo, para processos estacionarios, as
funcoes de autocovariancia e autocorrelacao dependem de apenas uma variavel.

Certamente, pode ser dificil determinar se (A.49) é valido para todo N. Entre-
tanto, na maioria das vezes, s6 estamos de fato interessados nas estatisticas men-
cionadas acima. Assim, dizemos que um processo estocastico é estaciondrio no
sentido amplo se sua média é constante e sua funcao de autocovariancia s6 depende

de 7.

A.9.2 Meédias Temporais e Ergodicidade

Para o calculo das médias definidas na secao anterior, fixamos um ou mais in-
stantes de tempo e verificamos o que ocorre com as variaveis aleatérias equivalentes
a esses instantes. Assim, para calcular essas médias, levamos em conta todas as
possiveis realizacoes do processo estocastico. Por isso, essas médias sao chamadas
de média de ensemble.

Na pratica, estamos muito mais acostumados a observar uma unica realizacao

de um processo estocastico. Na realidade, o processo é uma funcao do tempo, de
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forma que a todo instante estamos lidando com a mesma realizacao. Nesse caso,
podemos calcular médias temporais ligadas a realizacao.
Para uma realizacao x; de uma seqiiéncia aleatoria, por exemplo, podemos cal-

cular
| XK

De forma equivalente, para uma realizagao x(t) de um processo estocastico a tempo

continuo, definimos
1 /7

(z)r = oT .

Note que hé o risco de confundir essa notacao com a adotada no apéndice B para

x(t)dt. (A.51)

o produto interno de duas func¢oes. Note, entretanto, que a definicao aqui possui
apenas um argumento, e apresenta um indice que indica quantos elementos estao
envolvidos na soma.

Estas defini¢oes pode parecer a primeira vista intrigantes. Afinal, vimos que
para cada instante de tempo temos uma varidvel aleatoria distinta. Ou seja, essas
defini¢oes estao executando a soma de realizagoes de varidveis aleatorias distintas.
Pode parecer estranho que isso tenha algum sentido, mas de fato, para uma grande
classe de processos, tem. Na realidade, existe uma classe de processos, chamados de
processos ergddicos na média, para os quais (A.50) e (A.51) tendem a 1, a medida
que K (ou T') tendem a infinito.

Note que para a definicao de ergodicidade acima fazer sentido, px nao pode ser
uma funcao do tempo. Afinal, nao teriamos como levar uma dependéncias dessas
em conta nas equagoes (A.50) e (A.51).

Podemos também definir outras médias temporais importantes. De particular

interesse, definimos

1 K
<l’kl’k+m>K - Z TkLhk+m
] = (A.52)
()t + 7)) = % sty

Assim como fizemos acima, dizemos que um processo é ergddico na autocorrelagao
se as médias temporais acima convergem, respectivamente, para Cx[m] e Cx(7).
Note que para as definicoes de ergodicidade acima fazerem sentido, o processo

estocastico tem que ser estacionario no sentido amplo. Por exemplo, se (A.50)
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tende a py, entao px nao pode depender de k. De, nao teriamos como incluir uma
dependéncia em k ou t nos calculos das médias temporais.

O ponto principal desta secao, na realidade, nao é discutir a definicao de processos
ergodicos. De fato, o mais importante é ressaltar que, para processos de interesse,
as médias temporais podem ser usadas, e de fato o sao na pratica, para estimar as
médias de ensemble do processo estocéstico como um todo, mesmo que s6 tenhamos

acesso a uma de suas realizagoes.

A.10 Filtragem de um Processo Estocastico

Nesta se¢ao, estudaremos as caracteristicas estatisticas do sinal Y(¢) na saida
de um filtro linear quando sua entrada é um processo estocéstico estacionéario no
sentido amplo X(¢). Discutiremos principalmente sinais em tempo continuo, ja
que os resultados para seqiiéncias aleatorias sao semelhantes, bastando, em geral,
substituir as integrais por somatorias. Nesta se¢ao, buscaremos determinar a média
e a funcao de autocorrelacao do sinal na saida do filtro j& que, como sempre, a
determinacao de todas as suas caracteristicas estatisticas seria muito complexa.

Assim, seja h(t) a resposta ao impulso do filtro, e H(f) sua transformada de
Fourier. Para um dado &, o sinal na entrada do filtro é X (¢; ). Temos entao que a
saida do filtro é dada por

Y(t;€) = /h(u)X(t —u;&)du. (A.53)

Em outras palavras, Y (¢;£) também é um processo estocastico. Seguindo a con-
vencao anterior, nao mais faremos referéncias explicitas a &, e denotaremos a saida
do filtro apenas por Y ().

Assuma, agora, que tanto X (f) quanto h(t) sdo tais que possamos trocar a ordem
da esperanca e da integragao. Esta condicao é apenas um formalismo matematico, e

nao é muito restritiva. Baseado nesta hipotese, e usando a linearidade da esperanca,
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a determinagao da esperanca de Y (t) é relativamente simples. De fato, temos que
Jy(t) = B [/ h(u) X (1 — u)du]
_ / h(u) BIX (£ — u)|du
= / h(u)px du (A.54)

:,uX/h(u)du
= ux H(0).

Podemos observar que py (t) na realidade nao depende de t.
Uma outra média importante é a correlacao cruzada entre Y (t) e X(t), que é

dada por
Rxy(t,t+7)=EX@®)Y(t+7)]

_ [X(t) /h(u)X(t—i—T—u)du

_ / h(w) E[X ()X (¢t + 7 — w)du (A.55)

- / h(u) Ry (7 — u)du
= h(7) * Rx(7),

onde * denota convoluc¢do. Claramente, (A.55) ndo depende de t.

Finalmente, para determinarmos a funcao de autocorrelacao, escrevemos
Ry(t,t+7) = [/h( )X (¢ u)du/h(v)X(t 4 —v)dv
// X(t—u)X(t+ 7 —v]dudv (A.56)

// R, (T — v+ u)dudv,

onde a tultima equagdo é conseqiiéncia da estacionariedade de X (t). Assim, fica
claro que Ry (t,t 4+ 7) ndo depende de t. Como ja observamos que py é constante,
concluimos que Y (t) também é um processo estacionario no sentido amplo, assim
como X (t).

Infelizmente, (A.56) ndo é nada intuitiva, nem é facil de calcular. Para contornar

esses problemas, na proxima secao veremos o que ocorre no dominio da freqiiéncia.
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A.11 Densidade Espectral de Poténcia

Para podermos escrever (A.56) no dominio da freqiiéncia, definimos a densidade
espectral de poténcia, ou espectro, de um processo estocastico estacionario no sentido
amplo como a transformada de Fourier de sua funcao de autocorrelacao. Matemati-

camente, temos que

Sx(f) :/RX(T) exp(—j2r fr)dr, (A.57)

o que implica que
R(r) = [ Sx(f) expliznfr)as. (A.58)

A densidade espectral de poténcia possui duas propriedades importantes. Em

primeiro lugar, Rx(0) = E[X?(t)]. Assim, temos que

BLX2(t)] = / Sx(f)df. (A.59)

Ou seja, a integral de Sx(f) esta ligada a poténcia do sinal.

Mais ainda, Sx(f) possui propriedades de simetria importantes. Em primeiro
lugar, da definigao de Rx(7) fica claro que Rx(7) = Rx(—7), o que implica que
S (f) = Sx(f). Ou seja, a densidade espectral de poténcia é um ntmero real. Para
processos estocésticos reais como os que temos tratado até aqui, Rx(f) é também
real, o que implica que Sx(f) = Sx(—f).

Considere, agora, o calculo da densidade espectral do sinal na saida de um filtro
linear, Sy (f). De (A.56), temos que

Sy(f) = /Ry(T) exp(—j2r fr)dr

B / (// () h(v) R (7 — v + u)dudv> exp(—j2r f7)dr. (4.60)

Fazendo a mudanca de variaveis de 7 para 7/ = 7+ v — u na equagao acima, obtemos

Sy (f) = / h(u) exp(—j 2 fu)du / h(v) exp(j27 fo)d / Ru(7) exp(—j2r f7)dr

= H(f)H"(f)Sx(f)

= [H(f)*Sx(f).
(A.61)
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Figura A.6: Resposta em freqiiéncia de um filtro passa faixas ideal.

A equagao (A.56) nos da uma relagdo simples entre a densidade espectral de
poténcia dos sinais na entrada e na saida de um filtro linear. Mais ainda, ela nos
permite uma interpretagao interessante da densidade espectral de poténcia. Para ver
isso, considere que H(f) seja um filtro passa baixas centrado em fj, cuja resposta
em freqiiéncia estd mostrada na figura A.6. Nesse caso, o sinal na saida do filtro é
praticamente apenas os componentes de X (¢) com freqiiéncia f.

Agora, vamos calcular a energia do sinal na saida do filtro. Sabemos que Sy (f) =
[H(f)[?Sx(f). Assim,

B0 = [ Sv(n)dr = [ 1RGPS0 (202

Suponha, agora, que B seja pequeno, de forma que Sx(f) seja constante na faixa

de interesse. Isso implica que E[Y2(t)] ~ 2BSx(fo), 0 que, por sua vez, resulta em

E[*(1)]

Sx(fo) = 5B

(A.63)

Ou seja, a densidade espectral de poténcia nos da a poténcia por unidade de fre-
qiiéncia (em outras palavras, a densidade) da poténcia de X () em torno de fo.

Outra propriedade importante de Sx(f) é que Sx(f) > 0. Ainda que a demon-
stracdo rigorosa desse resultado seja dificil, (A.63) nos d4 um intuigao de que ele
seja verdade. De fato, como E[Y?(¢)] > 0, esperamos que também Sx(f) > 0.

A.12 Ruido Aditivo Gaussiano Branco

Como sempre, um dos processos estocasticos mais importantes é o Gaussiano.

Dizemos que um processo é Gaussiano se, para todos os valores de ti,...,ty €
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para todo valor de N, as variaveis aleatorias X (¢1),... X(¢tx) sao conjuntamente
Gaussianas.

Sao duas as propriedades importantes destes processos. Em primeiro lugar,
lembre-se que variaveis conjuntamente (Gaussianas sao completamente caracteri-
zadas por suas médias e correlacoes. Ora, se um processo estocastico Gaussiano
é estacionario no sentido amplo, entao sua média e matriz de autocorrelagao nao
dependem de ¢. Isso implica que sua densidade de probabilidade nao depende de
t. Ou seja, o processo é estaciondrio. Mais ainda, para caracterizar completamente
esse processo, precisamos apenas de py e de Rx(7), jA que podemos obter a matriz
de autocorrelagao de X (t1),... X(ty) a partir de Rx (7).

A segunda propriedade esta ligada ao resultado mencionando anteriormente de
que qualquer transformagcao linear de variaveis aleatérias conjuntamente Gaussianas
resulta em variaveis aleatorias conjuntamente Gaussianas. Como um filtro é também
linear, temos que se a entrada do filtro for um processo estocastico Gaussiano, entao
a saida do filtro também é.

Processos Gaussianos sao muito usados para modelagem do ruido presente em
sistemas elétricos. Conforme vimos, para caracterizar esse ruido devemos especificar
sua média e fungao de autocorrelagao. Ora, ruidos em geral possuem média zero, ou
seja, pux = 0. Mais ainda, a evolucao temporal do ruido é altamente imprevisivel.
Para expressarmos isso matematicamente, dizemos que, se t; # lo, entdo X({1) e

X (t9) sao independentes. Isso implica que
Rx (1) =E[X()X(t+ )] = E[X(t)] E[X(t + 7)] =0, para T # 0. (A.64)

Para completar a especificagao do processo, falta apenas determinar o valor de
Rx(0). Para fazeé-lo, considere que, como Rx(7) = 0 para 7 # 0, temos que Sx(f) =
0, a nao ser que Ry (7) seja proporcional a (7). Entretanto, se Sx(f) = 0, temos
um processo estocéstico de variancia nula, o que certamente nao representa o ruido.
Assim, devemos ter que Rx(7) = Ny/20(7). Nesse caso, teremos que Sx(f) é uma
constante igual a Ny/2.

Esta definicao tem algumas conseqiiéncias importantes. Em primeiro lugar, ve-
mos que o ruido tem componentes iguais em todas as freqiiéncias. Como a cor
branca também tem esta caracteristica, chamamos esse ruido de ruido branco.

Outra observagao é que Rx(7) = Ny/26(7) implica que Rx(0) é infinito, ou
seja, que o sinal tem energia infinita. Obviamente, nenhum sinal na natureza pode

satisfazer esta propriedade. Entretanto, devemos considerar também que nenhum
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sinal de interesse ocupa uma faixa de freqiiéncia infinita, e que, no processamento,
as freqiiéncias que nao correspondem ao sinal de interesse sao filtradas. Assim, a
hipotese de que o ruido aditivo possui um espectro plano em todas as freqiiéncias
acaba sendo reduzida a hipotese de que o espectro é plano apenas nas freqiiéncias
de interesse.

Considere, por exemplo, a figura A.6. Nesse caso, a faixa de freqiiéncias do sinal
de interesse ¢ B. Assumindo um ruido com espectro plano igual a Ny/2 na faixa de

interesse e nulo fora dela, temos, de (A.59), que a variancia do ruido é dada por

BIN?(t)] = / Sy(f)df = BN,. (A.65)

Ou seja, na faixa de freqiiéncias de interesse, o ruido possui energia finita.

A.13 Exercicios

EXERcicio A.1:

A varidvel aleatoria X tem a densidade de probabilidade mostrada na figura A.7.

Determine o valor de A.

W x(@)

Figura A.7: Densidade de probabilidade de X.

EXERcIcIO A.2:

Seja R = X + N o sinal na saida de um canal de comunicagoes, onde X é o

sfimbolo transmitido e N ~ (0,0?) é o ruido. Suponha que z assuma os valores +1
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e —1, ambos com probabilidade 1/2. Determine fr(r|X = +1) e fr(r|X = —1).
(Dica: pense no que acontece com o sinal recebido quando o simbolo transmitido é
+1, por exemplo.) Finalmente, usando o teorema da probabilidade total (ver notas),
esboce o gréfico de fr(r).

EXERcicio A.3:

Determine o valor da constante a que minimiza E[(X —a)?]. “Dica” Se vocé nao
quiser simplesmente usar derivadas, soma e subtraia py do termo que é elevado ao
quadrado. Expandindo o resultado de forma adequada, o resultado sai em poucas
linhas. Esta técnica ¢ muito usada em vérios problemas que envolvem minimizar

um quadrado.

ExXERciciO A.4:

Usando apenas a definicao axiomatica de probabilidade, prove que
e P[)] =0.

e P[AU B] =P[A] +P[B] - P[AN B].

Se A C B, entao P[A] < P[B].

e P[A°l =1—P[A], onde A° é o complemento de A.



APENDICE B

Funcdes como Espacos Vetoriais

Apesar de inicialmente poder parecer surpreendente, o conjunto das funcoes
forma um espaco vetorial. Afinal, a soma de duas fun¢oes é uma funcao, e a mul-
tiplicagao de uma func¢ao por um real é uma fungao, e é facil (de verdade) verificar
que todas as outras exigéncias para um espaco vetorial sao satisfeitas pelo conjunto
das funcoes. A maior dificuldade talvez seja pensar em uma func¢ao como um objeto,
mas isso é uma abstracao com a qual é possivel se acostumar. E lembre-se que a
definicao de espacgo vetorial diz respeito a um conjunto de objetos que satisfazem
uma série de propriedades, e nao estd restrita apenas aos vetores em R™ com os
quais estamos acostumados.

Igualmente importante é o fato de que a integral do produto de duas funcoes
satisfaz todos os requerimentos de um produto interno. Ou seja, para duas fungoes
g(t) e f(t), podemos definir

(9(), F(1)) = / o) f ()t (B.1)

como o produto interno de duas fun¢oes. Se as funcoes sao complexas, o produto
interno pode ser definido como

(0. 10) = [ a0 (B:2)

o0

172
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Sem entrarmos em maior detalhes, assumiremos que estamos lidando com fungoes
para as quais essas integrais sejam bem definidas. Estas funcoes formam um con-
junto denotado, em matematica, por L2

O interesse em considerar funcoes como espacos vetoriais, bem como na defini¢ao
do produto interno de duas funcgoes, é que varios resultados e intuicoes de algebra
linear podem ser diretamente aplicados a funcoes. Na seqiiéncia, veremos algumas

aplicagoes de interesse em transmissao digital.

B.1 Norma, Distancia e Ortogonalidade

Se considerarmos o conjunto das funcoes L? como um espaco vetorial dotado de
um produto interno, podemos definir a norma (o “tamanho”) de uma fungao, de

acordo com a relacao

la(®)II* = (g(t), 9(t)) = /_OO lg(t)|*dt. (B.3)

[e.9]

Ou seja, ||g(t)||*> é a energia do sinal g(t).
Baseado no conceito de norma, podemos também definir a distdncia entre duas
fungoes como ||g(t) — f(¢)||. Em outras palavras, o quadrado da disténcia entre duas

fungoes (ou, equivalentemente, entre dois sinais) é a energia de sua diferenca:

lg(t) = h@®)[I* = {g(t) — h(t), g(t) — (1)) = /OO lg(t) — h(t)[*dt. (B.4)

—00

Finalmente, dizemos que duas funcoes sao ortogonais se

(9(t), £(1)) = / gt f (1)t = 0. (B.5)

Este conceito ¢ idéntico a ortogonalidade entre vetores, e tem as mesmas conse-
qiiéncias. Por exemplo, se g(t) e f(t) sdo ortogonais, podemos aplicar o teorema de
Pit4goras e concluir que ||g(¢) + f()[I* = lg(®)||1> + [|f () |*

B.2 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Um resultado importante de dlgebra linear que pode ser diretamente aplicado

ao conjunto das funcoes é a desigualdade de Cauchy-Schwarz, cuja prova pode ser
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encontrada em qualquer livro de algebra linear, e sera dada no final desta secao.

Esta desigualdade diz que, para quaisquer dois vetores g e h, temos que

(g, b)| < [gl[hl (B.6)

com igualdade se e somente se g ¢ um multiplo de h. Usando a definicao do produto

interno de duas funcoes, a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica que

| / " g(h()di < / O / " hn) P, (B.7)

o0 [e.e]

com igualdade se e somente se ¢g(t) é um miltiplo de h(t). Note que, para facilitar
a notacdo, em (B.7) elevamos os dois lados de (B.6) ao quadrado.

Para demonstrar a desigualdade, notamos que, para qualquer valor do escalar «,
lag — h* > 0. (B.8)

Expandindo o lado esquerdo dessa desigualdade, temos que
la*[lg]l* — alg, h) — a*(h, g) + [[h]* > 0. (B.9)

Observe agora que se ||g|| = 0 entao ¢g(t) = 0 e a desigualdade de Cauchy-Schwarz
¢ satisfeita. Assuma entdo que ||g|| # 0 e tome um valor particular de a, o =
(h,g)/||g|?, de forma que |a|?> = |(h, g)|?/||g||*. Note que, da definicio do produto
interno em (B.5), (h,g) = (g, h)*, e, portanto, (g, h)(h,g)* = |(g,h)|?>. Usando
estes resultados e a definicao de o na desigualdade acima, podemos escrever

(e, W)]* e W) (g h)

+ |[h||* > 0. (B.10)
Igl? Igl? Igl?
Rearranjando os termos, obtemos
(g, h)|”
e, portanto,
h 2
HMFZK&>| (B.12)

gl
Multiplicando os dois lados por ||g||* e tirando a raiz quadrada, chegamos ao resul-

tado desejado.
Finalmente, note que se h(t) = ag(t) para um « qualquer, entao a desigualdade

de Cauchy-Schwarz é satisfeita com igualdade. Por outro lado, se a desigualdade
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de Cauchy-Schwarz é satisfeita com igualdade, entao, invertendo o raciocinio acima,
vemos que ||ag — hl||? = 0 para o = (h, g)/||g||?>. Mas isso acontece se e somente se
ag(t)—h(t) = 0 para todo t, o que implica que h(t) = ag(t). Ou seja, a desigualdade

de Cauchy-Schwarz é satisfeita com igualdade se e somente se h(t) = ag(t).

B.3 Subespacos e Bases Ortonormais

Outra vantagem de vermos funcoes como um espago vetorial ¢ que, com isso,
podemos pensar em subespacos de funcoes, em bases para esses subespacos, etc.
Por exemplo, funcoes periddicas com periodo 7' formam um subespaco do conjunto
de funcoes. Afinal, a soma de duas funcoes periddicas é uma funcao periddica,
e o produto de uma funcao periédica por uma constante é também uma funcao
periodica. Do estudo de séries de Fourier, sabemos que {exp(j27kt/T)}32 . € uma
base (infinita) desse subespago. Neste caso, o intervalo de integragao na definigao do
produto interno incorpora apenas um periodo da fungao. Do contrario, as integrais
envolvidas nao sao bem definidas.

A base determinada pela série de Fourier possui uma propriedade importante:

seus vetores sao ortogonais. De fato, temos que

0 sek#l

(exp(j2mkt/T),exp(j2nlt/T)) = )
T sek=I

(B.13)

Bases com esta propriedade sao chamadas de bases ortogonais. Se, além disto, os
vetores da base tiverem norma unitaria, temos uma base ortonormal.

Como sempre, as bases ortogonais no presente contexto possuem as mesmas
propriedades importantes que aquelas de espacos vetoriais tradicionais. De fato,
seja V' = span{ fi(t)}, o subespago gerado pelas fun¢des ortonormais fi(t),k =

0,...K. Ou seja, toda funcao g(t) € V pode ser escrita como

K
g(t) = gufelt). (B.14)
k=0
Devido a ortonormalidade da base, nao é dificil mostrar que

g = (g(1), fr(t)). (B.15)
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Para isso, tome o produto interno do lado direito de (B.14) com fi(t). Também

pode-se mostrar que

lg()1l = laxl*. (B.16)

B.4 Projecoes Ortogonais

A partir dos conceitos de ortogonalidade e de subespaco, podemos definir também
a projegao ortogonal. Por exemplo, seja V um subespago e 7(t) um “vetor” qualquer.
Entao, é possivel mostrar que o vetor de V' mais proximo de r(t), ro(t), é a proje¢ao
ortogonal de r(t) em V.

Aqui, como sempre, a projecao ortogonal possui as mesmas propriedades que em
espacos mais tradicionais. Em particular, qualquer elemento de V' é ortogonal ao
vetor r(t) —ro(t). Na figura 3.2, pagina 37, temos um exemplo de proje¢ao ortogonal
em um subespaco unidimensional.

A demonstracao de que a projecao ortogonal de fato minimiza a distancia utiliza
uma técnica muito comum em varios outros problemas. Portanto, seu estudo é de

interesse. Assim, seja ¢(t) um vetor qualquer em V. Entéo,

lg(t) = (1" = llg(t) = ro(t) — (r(t) — ro(t))II%, (B.17)

onde apenas somamos e subtraimos ro(t). Ora, o vetor g(t) — ro(t) é a diferenca
entre dois elementos de V', e portanto também estd em V. Portanto, ele é ortogonal

a r(t) —ro(t). Assim, usando Pitagoras,

lg(t) = ()11 = llg(t) = ro(O)[I* + [Ir(£) — ro(&)]I*. (B.18)

Note que o termo [|g(t) — ro(t)||* é sempre positivo, e seu menor valor é atingido

quando ¢(t) = ro(t). Assim, temos que

lg(®) = r®OI* = [Ir(t) = ro(D)]*, (B.19)

com igualdade se e somente se g(t) = r(t). Em outras palavras, se g(t) € V, o

menor valor que ||g(t) — 7(t)||* pode assumir & ||ro(t) — r(t)||?, o que ocorre se e

somente se g(t) = ro(t). Concluimos, entao que 7¢(t) é de fato o elemento de V' mais

proximo de r(t).
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O conceito de base ortonormal facilita bastante o calculo das projecoes ortog-
onais. De fato, seja, novamente, V = span{fix(t)}/_, o subespaco gerado pelas

fungoes ortonormais fi(t),k =0,... K. Assim, temos que

ro(t) =Y refult), (B.20)
onde
i = (r(t), fr(t)). (B.21)

De fato, nao é dificil checar que se g(t) € V', entdo, para o vetor ro(t) definido acima,
(g(t),r(t) — ro(t)) = 0. Para isso, basta escrever ¢g(t) como em (B.14) e expandir o

produto interno acima, lembrando que as funcoes de base sao ortonormais.
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