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1 Introducao

Virios sistemas fisicos e economicos podem ser modelados matematicamente através de
equagoes diferenciais lineares. O objetivo desta experiéncia é analisar algumas proprie-
dades desta classe de sistemas dinamicos.

Exemplo 1 - Considere um tanque para aquecimento de um fluido, mostrado na Fig. 1.
O tanque contém um dispositivo de aquecimento e um agitador para assegurar que todo
o fluido esteja & mesma temperatura T. SupoOe-se que a vazao de entrada W é igual a
vazao de saida e que a temperatura T do fluido efluente é a mesma do fluido no interior
do tanque. Seja

C : Calor especifico do fluido (cal/Kg.C);
p : Densidade do fluido (Kg/m?);
V : Volume do fluido (m?);
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T,: Temperatura do fluido na entrada do tanque (OC);

Q : Quantidade de calor fornecida (cal);

T : Temperatura do fluido no tanque e na saida do tanque (OC);
W: Vazao de entrada e de saida (kg/min);

t : Varidvel tempo (min).

w
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T
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T
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Figura 1: Sistema Térmico de la. Ordem

O modelamento deste tipo de sistema é feito pelas equagoes de balango de massa e
de energia. Para o caso em andlise, como os fluxos de entrada e de saida sao iguais, o
balanco de massa nao introduz nenhuma equacgao de interesse. Entretanto, o balango de
energia fornece

d d
pVC—T(t) =WCT,+—Q(t) —WCT (1) (1)
dt dt
A d A d
ou, rearranjando e introduzindo a notagao T 2 ET(I); 0 e EQ(I)’ vem
W w 1 .
T+—T=—T+—-0 (2)

pV pv pVC

Diz-se que a equagao diferencial (2) que descreve o processo é linear de la. ordem. As
fungdes do tempo T,(r) e O(t) sdo chamadas de fun¢des de entrada. E importante ainda
especificar o valor da temperatura no instante a partir do qual o seu comportamento
serd analisado (por exemplo T(0)), isto é, a condi¢do inicial do sistema.

Exemplo 2 - Considere os sistemas mecanico e elétrico da Fig. 2. Para o sistema
mecanico, seja

K: Constante da mola (N/m);
M: Massa (Kg);
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B: Coeficiente de atrito (N.s/m);
F: Forga (N);

x: Deslocamento (m).

Figura 2: (a) Sistema Massa-Mola-Atrito: (b) Circuito RLC Série

Através das leis da mecanica, obtém-se

d? d
Mﬁx(t) +BEX([) +Kx(t) = F(f) (3)
ou,
. B. K 1
X+MX+MX—MF (4)

Para o sistema elétrico, seja
R: Resisténcia (Q);
L: Indutancia (H);
C: Capacitancia (F);
E(t): Tensao de entrada (V);

q(t): Carga (C).

A equagao de malha do circuito fornece

L kg0 + L = £ (5)
arr? T el =
ou, do mesmo modo,
i+ R La=1k (6)
T T

As equagoes diferenciais (4) e (6) sdo chamadas de equagtes diferenciais lineares de
2a. ordem. Analogamente ao Exemplo 1, as fungoes F(t) e E(t) sdo chamadas de fungoes
de entrada.
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2 Equacoes Diferenciais Lineares

A seguir, discute-se como obter solugoes analiticas para equagoes diferenciais como as
dos Exemplos 1 e 2.

2.1 Equacgao Diferencial Linear de 1a. Ordem Homogénea

A equagao diferencial homogénea mais simples tem a forma
i=dx x(0)=x (7)

onde x = x(t) é uma fungdo real da varidvel real ¢ (associada nos exemplos anteriores
ao tempo) a ser determinada e A é uma constante real dada. Supde-se que a condigio
inicial ou valor de x no instante t = 0, x(0) = xp é conhecida. A solugao tinica da equagao
(7) é dada por

x(1) = exp(M)xo (8)

O comportamento qualitativo da solugdo x(¢) é mostrado na Fig. 3, em fungdo do
sinal da constante real A. Note que

1. Se A > 0 entdo lim;_.e | x(f) |= oo é divergente, e diz-se neste caso que o sistema
descrito pela equagao diferencial é instdvel,

2. Se A=0 entdo x(r) =xp, t>0 e o sistema é estdvel,

3. Se A < 0 entdo lim; e x(¢) =0 e o sistema ¢é assintoticamente estdvel.

‘X(t)/

x(1) x(1)

t 0 t0 t

(b) (c)

Figura 3: (a) Sistema Instdvel (A > 0); (b) Sistema Estdvel (A =0); (c) Sistema Assin-
toticamente Estdvel (A < 0).
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2.2 Equagao Diferencial Linear de 2a. Ordem Homogénea

Uma equagao diferencial linear de 2a. ordem homogénea envolve a derivada de 2a. ordem
da variavel dependente e pode ser representada genericamente como

X+ai+bx=0, x(0)=xp; %(0)=Dxo (9)
Devido a semelhanga desta equagao com a equagao de la. ordem apresentada na
segao anterior, supoe-se que a solu¢ao é do mesmo tipo, ou seja,

x(t) = exp(Mr) (10)

Substituindo esta solugao na equagao (9), obtém-se
x = Aexp(M) (11)
i = Aexp(M) (12)
¥+ aitbr=A2+ak+b)exp(h)=0 (13)
Dado que a fungdo exp(Af) nunca se anula, uma condigdo necessdria para que (10)
seja solugao de (9) serd
M 4ak+b=0 (14)
Esta equagao algébrica é chamada de Equacao Caracteristica da equagao diferencial
(9) e possui em geral duas raizes distintas, A e A,. Portanto, as fungdes
exp(Mt) e exp(Aat) (15)
satisfazem a equagdo (9) a menos das condigdes iniciais. Por outro lado, se fi() e fa(t)
satisfazem a equagao (9), é ficil verificar que o mesmo ocorre com f(t) = ky f1(t) +kaf2(1),
bastando para tanto que se substitua f(r) em (9). Deste modo, uma solugao para a
equagao (9) é
x(t) = kyexp(Mt) + kpexp(Aat) (16)
onde A; e Ay sdo as raizes da equacdo (14). O tipo de solugdo da equagdo diferencial
dependera da natureza destas raizes.

2.2.1 Raizes Reais e Distintas

Se A1 e A, sdo valores reais e distintos tem-se entao que

x(t) = kA exp(Mir) +kohzexp(Aat) (17)
e portanto
x(0) = kit+k=xo (18)
#(0) = kA +khy =Dxg (19)
b - i (20)
ke — Dixp — Mixo (21)

A — A
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Este resultado permite concluir que, se Ay —A; # 0, a solugdo dada por (16) é geral,
pois pode ser calculada para quaisquer valores de x(0) e %(0). Além disso, é possivel
mostrar que esta solugao é unica.

2.2.2 Raiz Real Dupla
Neste caso, Ay = A = A e portanto

x(t) = kyexp(Mt) + kpexp(hat) = (ki + ko) exp(At) = kzexp(Mt) (22)

Esta solugdo ndo é geral, pois existe apenas uma incdgnita (k3) e ndo é possivel
resolver o sistema

x(0) = k3=x (23)
%(0) = ksh=Dxo (24)

para quaisquer valores de x(0) e %(0). Entretanto, considere a seguinte fungao

x(t) =rexp(M) (25)

Esta fungao satisfaz a equagao diferencial, pois

= rhexp(M)+exp(hr) (26)
= Alrhexp(Ar) +exp(Ar)] +Aexp(hr) (27)
+ ai+bx = rexp(h) (A2 +ak+b) +exp(Ar) (2L +a) (28)

A expressao entre parénteses é nula pois A ¢é solucao da equacao caracteristica. A
expressao no segundo parénteses também ¢ nula pois A = —a/2. Conseqiientemente (25)
satisfaz a equacao diferencial, o0 mesmo ocorrendo com a combinagao linear de fungoes

x(t) = ki exp(At) + kot exp(Ar) (29)

Usando-se as condigoes iniciais, obtém-se os valores de k| e kj:
ki = xo (30)
ky = Dxg—xoh (31)

A solugao representada por (29) é geral para o caso A, = A uma vez que é possivel
calcular k; e ky para quaisquer valores iniciais x(0) e %(0).
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2.2.3 Raizes Complexas

A solugao da equagao diferencial neste caso envolverd a chamada Fdrmula de Euler, a
saber
exp(j0) = cosO+ jsin® (32)

Se A é uma raiz complexa da equacao (14) entdo A (conjulgado de A) também & raiz
da mesma equagao. Sejam

A = o+ jo (33)
A = o—jo, ©#0 (34)

as raizes da equagao caracteristica. Considere a solug¢do dada por (16), ou seja,
x(t) = kyexp(Mt) + kpexp(Aat) = ki exp[(c + jo)t] + kz exp[(c — jo)t] (35)
Utilizando (32), obtém-se
x(t) = exp(or)[Acos o + Bsin ] (36)

onde A =k +ky e B= j(k; —kz). Usando as condigoes iniciais, obtém-se

x(0) = A=x (37)
x(0) = ocA+Bw=Dxp (38)
ou ainda
A = Xx (39)
_ Dxy — ox (40)
(0]

Em conseqiiéncia, se @ # 0 é possivel obter A e B para quaisquer valores iniciais de
x(0) e %(0). Assim sendo, (36) é uma solugdo geral quando as raizes da equagao carac-
teristica sdo complexas. O comportamento qualitativo da solugdo x(¢) ¢ analisado nas
Figs. 4 e 5, a seguir. A resposta do sistema no caso de raizes duplas é qualitativamente
similar ao representado na Fig. 4.

3 Equacoes Lineares Nao-Homogéneas

Seja a equagdo diferencial linear de 2a. ordem nao-homogénea dada a seguir
X+ax+bx=u(t), x(0)=xo; %(0)=Dxop (41)

Seja x,(¢) uma solugao qualquer desta equacao e x;(f) a solugao da equacao homo-
génea (quando u(f) =0, Vr). Tem-se entdo que

x(t) = xn(t) +xp(1) (42)
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ﬁ =
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=
=
—
™
=

0 t 0 t
(b)
Figura 4: Raizes Reais e Distintas. (a) Raizes negativas; (b) Uma raiz positiva.
x(t) x(1)
0 t 0 t
(2) (b)

Figura 5: Raizes Complexas. (a) Parte real negativa; (b) Parte real positiva.

é uma solugéo da equagio (41). De fato, substituindo-se (42) em (41), vem

(% + asxy + bxp) +Xp + axp +bxp = 0+ u(f) (43)

Além disso, fazendo

x(0) = x(0)+x,(0) (44)
£(0) = (0)+1,(0) (45)

é sempre possivel encontrar uma solugdo para (41) quaisquer que sejam as condigdes
iniciais x(0) e %(0). Conclui -se portanto que (42) é uma solugdo geral para a equagido
nao-homogénea (41). Estes fatos sdo verdadeiros para equagoes diferenciais lineares
nao-homogéneas, independentemente de suas ordens.

O problema se resume entao em obter x,(f), que é chamada de solugao particular.
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Esta solugao depende obviamente da fungao u(r). Nesta experiéncia, considera-se apenas
o0 caso particular em que u(r) é uma fungéo constante, isto é, u(t) = E (constante).

Suponha que a solugao particular é do tipo x,(r) = K, Vt, onde K é uma constante
a determinar. Neste caso, é facil ver que %,(f) = x,(t) = 0 e que a equagao

Xp+ax,+bx,=bK=E (46)

permite obter K = E/b. E comum considerar a funcgdo u(tr) como sendo a funcao degrau,

ou seja,
E set>0
u(t) = { 0 set<0 (47)

Neste caso, considerando o instante inicial igual a 0, a solugao particular obtida nao
se altera, ou seja,

N)=7, 120 (48)

As Figs. 6 e 7, a seguir, ilustram o comportamento qualitativo da solugao geral
(42), para os trés casos analisados anteriormente, supondo-se condigdes iniciais nulas
(x(0) =%(0) =0). Como no caso anterior, a resposta do sistema com rafzes duplas é
qualitativamente similar a representada na Fig. 6.

x(t) x(t)

E/b E/b /

(a) (b)
Figura 6: (a) Raizes negativas; (b) Uma raiz positiva.

Considere agora o caso de uma equagao diferencial linear nao-homogeénea de la.
ordem, na forma

&= = u(r) (49)

Se u(t) = E, a solucao particular serd também do tipo x,(r) = K, conforme pode ser
visto através de (49):

ip—Axp, = E

K = E

—

—
[SAEG
=
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E/b
E/b U 0 v '

(a) (b)

Figura 7: (a) Parte real negativa; (b) Parte real positiva.

e assim K = —E/A. A solugéo geral é obtida através da composicao de (8) com a solugéo
particular, fornecendo,
E E
x(1) = exp()ui(0) 3, w(0) =x(0) + 5 (52)
Analogamente ao caso estudado anteriormente, esta solu¢do nao se altera para t >
0 se a entrada for a fungdo degrau. O comportamento qualitativo da solucao (52) é
ilustrado na Fig. 8, a seguir, para x(0) = 0. No caso de sistemas estdveis de la. ordem,

a grandeza
1

T=—->0 53

X (53)

é chamada de constante de tempo do sistema. A constante de tempo corresponde ao

instante no qual a varidvel dependente atinge aproximadamente 64% de seu valor de

regime (o valor de regime é lim;_,x(t) = —E /A). De fato, parat =1=—1/A e x(0) =0,
tem-se que

1 E E
——)=—=(1- —1)) = 0.64(—— 54
x(=5) = = (1 —exp(~ 1)) ~ 0.64(~ ) (54)

Para r = 31, constata-se que a varidvel dependente atinge cerca de 95% do seu valor
de regime.

4 Forma Canodnica da Equagao de 2a. Ordem

A equagao diferencial linear de 2a. ordem é freqiientemente escrita na sua forma cano-
nica, dada a seguir.
¥+ 28,1+ 02x = u(r) (55)
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E/b E/b /

(a) (b)
Figura 8: (a) A <0; (b) A > 0.
De acordo com os resultados obtidos anteriormente, o comportamento da solugao de
(55) é definido pelas raizes da equagéo caracteristica
A2+ 28@A+ 02 =0 (56)

com ®, > 0. As raizes da equagao sao

M —E0, + W,y /E2—1 (57)
A2 —Ew, — 0,1 /82— 1 (58)

E fécil ver que

1. Se | &| > 1, obtém-se duas raizes reais distintas;
2. Se | €| =1, obtém-se uma raiz dupla;

3. Se | €| < 1, obtém-se raizes complexas conjugadas.

Neste tltimo caso, é possivel reescrever as raizes da equacao na forma

Moo= on(=8+j\/1-8) (59)
o= on(-E—jy/1-8) (60)
ou ainda,

A = @y(—cosO+ jsind) (61)
Ay = @y(—cosB— jsind) (62)
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onde 0 = arccos&. Analisando as raizes no plano complexo (Fig. 9), observa-se que se
& =0, as raizes serdo nimeros complexos puros e a solucao da equacao homogénea serd,
de acordo com a equagao (36),

xp(t) = Acos @yt + Bsin oyt (63)
onde
0y = W,y /1—E2 (64)
M Im A

8

Re A

£ 9,

Figura 9: Localizagdo no Plano Complexo. A distancia de A; ou A, a origem ¢ igual a
,.

Por esta razao, o parametro @, é chamado de fregiéncia natural da equagao (55).
Para um dado valor de ®,, quanto maior for o valor de & (0 < & < 1), maior serd o mddulo
da parte real das raizes e, em consequéncia, mais amortecida sera a solugao. Devido a
esta propriedade, o pardmetro & ¢ chamado de fator ou coeficiente de amortecimento da
equagao (55).
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Roteiro

1. Obtenha graficamente a resposta do sistema x —ax=u(r); x(0)=0, u(t)=1 nos
seguintes casos: a) a=2eb) a=—2. Utilize o SIMULINK. Qual o valor de regime
tedrico no caso b) ? Compare com o resultado obtido.

2. Repita a simulagdo anterior para a = —2 e u(r) =¢. Qual o valor de regime obtido ?
Existe erro entre o valor de regime e o valor da entrada (erro de regime) 7 Compare
com o resultado teérico.

3. Obtenha graficamente a resposta do sistema
i+ 280,58 + 02x = 02u(t)

para x(0) = %(0) = 0 e u(t) = degrau unitdrio. Utilize um programa Matlab e a
simulagao do sistema no SIMULINK| de forma a tragar um conjunto de respostas
x(¢) para diferentes valores do fator de amortecimento & e freqiiéncia natural de
oscilacao m,. Considere as rotinas Matlab:

e for para criar a variagdo do parametro desejado;

e sim para acionar a simulacao a partir do Matlab;

e plot, hold on, clf e figure(n) para manipulagio das figuras;
Plote através dos comandos de manipulagao de figuras todas as respostas na mesma
figura para os casos
a) ®, =2 e & variando na forma 0:0.2:2
b) £=0.5 e ®, e variando na forma 0.5:0.5:2

Responda entdo aos seguintes itens.

(a) Os comportamentos obtidos sdo compativeis com os esperados teoricamente
?

(b) No caso & =2 é possivel dizer que uma das raizes da equagao caracteristica é
predominante no comportamento transitério da varidvel de saida ? Por que ?

(c) Compare a sobre-elevacao maxima (M) e o tempo em que esta ocorre (7)),
obtidos graficamente no caso § = 0.5, com os valores tedricos de M, e T, de
acordo com as expressoes:

M, = :exp(i)+l T, -
’ Xregime V1 7&2 ' r W,/ 1 — &2

(d) Compare nos casos da figura b) a freqiiéncia de oscilagio obtida graficamente
com as freqiiéncias esperadas teoricamente.

4. Faca um teste sobre a possivel validade do Principio de Superposicao. Este prin-
cipio é enunciado da seguinte maneira.
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Principio de Superposicao: Considere duas entradas quaisquer u(t)
e uy(t) aplicadas a um sistema. Suponha que em resposta a u; (¢) observa-
se a resposta xj(¢), e ao se aplicar us(f) observa-se x(¢). O principio
de superposigao é valido para o sistema em questao se para quaisquer
entradas u;(f) e ux(r), ao se introduzir uma nova entrada u3(r) definida
como

M3(l‘) = OLul(t) + Buz(l‘)

para o e 3 escalares quaisquer, a resposta observada serd exatamente

x3(t) = oy (1) + Pz (1)

Considere entao o sistema:
¥+ 28,5 + 02x = u(r)

com 0, =2, x(0) =%(0)=0e §=0.5.

Adote dois valores de u(t) distintos e verifique utilizando as respostas temporais
obtidas no SIMULINK] se a superposigao é valida para as entradas escolhidas.
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