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1 Introducao

No contexto de comunicaes e controle, amostrar um sinal donb f (t) significa substituir
o sinal por seus valores num conjunto discreto de pontosejail substituirf (t) por f(ty),
ondek pertence ao conjunto dos inteiros.

Quando os instantes de amostrag@migualmente espagados, igtt = kT, a amostra-

gemé chamadaeribdica, com pefodoT. A fregiiéncia correspondentg = 1/T & chamada
frequéncia de amostragem
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Nesta expeéincia, apresenta-se a desadgnateratica do processo de amostragem, que
conduz ao elebre Teorema de Shannon, que trata ddiegia ninima de amostragem. Al-
guns filtros, que@m por objetivo reconstruir o sinal camtio f(t) a partir da se@gncia de
nimeros{ f (kT)}, sdo tamlém apresentados.

2 Serie de Fourier

Sejaf(t) uma fun@o real da vaével realt (associada com o tempo), conia por partes em
qualquer intervalo finito e pdtlica, com péodoT.

Exemplo 1- Considere a furfpo perodicatrem de pulsosdescrita no primeiro peydo, 0<
t<T, por:

d d
<= — = <
A, 0<t_2,eT 2<t_T
f(t)=
d o
0, §<t<T_§
f(t)
A
_d 2
I 2 2 I
T T T ; T

Figura 1: Trem de Pulsos

Fung@es com as propriedades descritas acima podem ser expmadidana soma infinita
de termos em senos e cossenos ou de exponenciais, chanfs&aedie Fourier.

2.1 Serie de Fourier Trigonométrica

Uma fun@o f(t) periddica, com pdodoT = 211/ wyp, confnua por partes, pode ser represen-
tada em termos de fuies cognogt) e sin(nogt ), n inteiro, da seguinte maneira:

f(t)=ao+ g [ancognuxt) + b sin(not )] (€H)
=1

onde (o arbitrario)
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2 to+T
an=— f(t) cognwot )dt
T 1
2 tofT .
bh== f(t) sin(nuogt )dt
T ¢

2.2 Serie de Fourier Exponencial

Uma forma mais interessante de represémdata fungo f (t) & obtida em termos da soma de
exponenciais exgnuyt), n inteiro:

f(t)= S Fnexp(jnaxt) @
n=—o
onde
1 totT
Fh= T f(t) exp(—jnut)dt 3)
to

e exf jnwot) = cognuxt) + j cognogt ).
Pode-se mostrar que os coeficientes daies de Fourier trigonogtrica e exponencial
esto relacionados da seguinte forma:

a0 =Fo
an=F+F.p
bn=j(Fn—F-n)
Fo= 3 (3 iby)
A expres&o @) fornece a representag de uma fur@o real pebdica em termos de
fungdes exponenciais de “frégncias” 0,4y, +2wy, ..., etc. Note que expnuxt) e

exp(— jnwot) podem ser considerad@ssorescom fases definidas patnwgt que giram em
sentidos opostos, e que somados fornecem umadursal de, ou seja,

exp( jnwot) + exp(— jnwpt) = 2 cognuot )

O coeficientd, representa a componente de fiéngcianwp existente na furio f (t). Este
coeficientee em geral um iimero complexo, podendo portanto ser descrito por sua moagni
e sua fase. As magnitudes e fases dos coefici€ptesnstituem, respectivamente, o espectro
de magnitudes e o espectro de fases da repre§enfeggiencial da fungo real pedica

£(t).

Exemplo 2 - Considere a furiip perbdica trem de pulsos do Exemplo 1. Da eqp@g),

tem-se 1 5/2 AS . ( 6/2)
. sin(nwy
Fh== Aexp(—jnupt) dt= — | —~—
T g ARGt dt= T [ (ned/2) }
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Observe qué, = F_p e que, portantdy, = 0,a0 = A3/ T ean = 2F,. Assim,

Ad a
f)=—+4+2Y R t
(6)=F+2 3 Fconaxt)
Note queF, & real; seu espectro de magnituéesostrado na Fig, parad = 1/20,A=5e
T =1/4. A envolbria em pontilhado corresponddungo sir(x)/x.

A/5[sin(nm/5)/(n11/5)]
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Figura 2: Espectro de magnitudes péra: 5.

2.3 Transformada de Fourier

Considere agora o problema de represeédate uma furio f (t), confnua por partes, périica
ou rao, em termos de fules exponenciais. Suponha que
+00

|f(t) ] dt < oo

—00

Pode-se mostrar, neste caso, que

1 e
f(t) F (w) exp(jwt)dw 4

:E[ —00

onde
F(w) = f(t) exp(—jowt)dt (5)
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A equa@o @) correspondé representdp def(t) como uma soma coimua de funges
exponenciais com fré@ncias no intervalo € [—oo, 4-co].

A funcaoF (w) representa o espectro de filgcias def (t) e @ chamadd&uncao Densi-
dade Espectral F(w) correspondé representd@p da funéo f(t) no doninio fregiencial.
Note que na@&rie de Fourier, o espectro de fiémcias existe somente nos pont@gs= Nwy.
Aqui, o espectro de fré@nciasé definido para todos os valores@e

A equa@o () é conhecida como a Transformada de Fourief @ge a equago @) como
a Transformada Inversa @€ w). Em geral, a fungoF (w) & complexa, podendo portanto ser
representada por sua magnitydgw) | e sua fas®(w), ou seja,

F(w) = [F(w) | exp(jO(w))

Exemplo 3- Seja a fun@o exponencial

0.8

0.6

exp(—t)

04

Figura 3: Fungo f (t) = exp(—t), t > 0.

{ exp(—at) , a>0,t>0

0 t<O0
Dal, )
F(w) = exp[—(a+ jw)t] dt = -
(@)= epl-@+jon d = =
Portanto 1 1 oo
F = —, : O(w) = —arctan —
| F(w) | N AR w>a () = —arc an(a)

Na Fig. 4 esto tracadosF (w)| e ©(w). Note que as abcissas das figuragiesepre-
sentando o eixo imagamio no plano complexs = ¢ + jw; assim, os valores negativos no
semi-eixow < 0 representam o conjugado- jw, como = 0.
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Figura 4: Mbdulo e fase d& (w) - Exemplo 3.
3 A Amostragem de Sinais

O dispositivo que realiza a opetagde amostragechamad@mostrador. Basicamente, o
amostrador converte um sinal camio num trem de pulsos modulados em amplitude.

A Fig. 5 mostra a representag simtblica de um amostrador pédico com peiodoT e
durago de amostragem igual’a O intervalo de tempad & aquele durante o qual a chave
fechada e o sindl(t) é rastreado. A $da do amostradof*(t) € um trem de pulsos de largura
A, cujas amplitudesi® moduladas pelo sinal comtio f (t).

f(t) )( (1)

T

Figura 5: Processo de Amostragem.

A Fig. 6 mostra a representag simidlica do amostrador como um modulador de ampli-
tude de pulsos. A $da do moduladof *(t) & igual ao produtd (t)p(t), ondep(t) & um trem
de pulsos com pevdoT e amplitude unéria, istoé

p(t) = Z u(t —kT) —u(t —kT —A4), A<T (6)
kE—oo
eu(t) é a fun@o degrau unério.
A Fig. 7 mostra formas de sindfdicas paraf (t), p(t) e f*(t):
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()
f(t) Modulador ()
de Pulsos

Figura 6: Amostrador em represerfiagsimtblica.

V/\ﬂ -

— — T —

ﬂ ﬂ t

Figura 7: Sinalf () e sinal amostrado.

4 Convolucao e Fun@o Impulso

Considerefy(t) e fo(t) duas funges corinuas da vaével realt, e tamlém a integral

0

H)=  h@Oht-Td )

—00

A integral (7) define aconvolugdo entre duas furiges, eé representada simbolicamente

por
f(t) = fo(t)* f2(t) (8)

A convolugo induz duas propriedades importantes apresentadasia Bega facilitar a
exposi@o, considere a notag

f(t) — F(w) ©)

identificando a fungo f(t) e sua transformada de Fourfefw) (obviamente f(t) & a trans-
formada inversa dE (w)).

Propriedade 1- Convolu@o no dorinio do tempo: se

fit) «— R ; f) — R(w (10)
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enfio
fi(t)* fo(t) «—— Fr(w)R(w) (11)

Propriedade 2- Convolu@o no donmio da frediéncia: se a reld@p (L0) vale, enéio
1
i) — o [Fu() « Fa(0)] (12

A propriedade 1 afirma que a convalisgde duas furfies no dorimio do tempo equi-
vale a multiplicago das respectivas transformadas de Fourier ndrdorda frediéncia. A
propriedade 2 singtrica em relaggoa propriedade 1.

Considere agora a seguinte fa@ogpulso:

to to+A

Figura 8: Pulso dérea uniaria.

0 , t<tp
o(t—to)=4q 1/A , to<t<to+A (13)
0 , t>t+A

Note queda(t —tp) temarea uniaria para qualquer valor de QuandaA se aproxima de
zero, afungao limite

B(t—to) 2 Jim 3a(t o) (14)
& chamada diuncéo impulsa Esta fun@o possui a seguinte propriedade:

o to+€
St—to)dt=  d(t—to)dt = 1 (15)

—00 to—¢€

e, sef(t) & contnua ent,

[

f(t)d(t —to)dt = f(to) (16)
Da expresdo (16), pode-se concluir que a transformada de Fourier daammppulsoe
1, ou seja

o

FBM)] = Ot)exp(—jwt)dt=1 17)
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Considere agoré(t) uma fun@o coninua. De (6), obem-se

f(t)*«d(t) = f(1)d(t —T)dt = f(t) (18)
ou seja, a convol@p de uma furgo contnua f(t) com a fun@o impulsod(t) reproduz a
propria fun@o f (t). Em outras palavras, o impulgéoo elemento neutro da convoag;

5 Teorema da Amostragem

Suponha que a durag da amostragemdesprewel em relado ao peiodo de amostragem.
Nesse caso, o amostrador pode ser aproximado parmmaostrador ideal, queé aquele que
abre/fecha instantaneamente a cadsegundos. Nessas circufistias, o trem de pulsqxst)
€ substitido por um trem de impulsos

Srt)= 3 S(t—KT) (19)

k=—00

Sef(t) & contnua, enfio

f(kT)=  f(t)3(t—KT)dt (20)

—00

A Fig. 9ilustra a amostragem feita por um trem de impulsos.

o1 (t)
t
~ T —>
Area =f(kT)
) e 1\ -
A :

Figura 9: Amostragem por trem de impulsos.
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Teorema 1- Teorema da Amostragem

Uma fun@o contnua f(t) com transformada de Fouri€(w), tal queF (w) = 0 para
| 0| > wm, & unicamente determinada por seus valores em intervalésmes de tempd
tais que
Wm

= o (21)

T<— ; fm

1
2fm

Esboco da prova:
SejaF (w) a transformada de Fourier d¢t) tal queF (w) = 0, para w |> wn

f() F(w)

AN

Figura 10: Fungo f (t) e seu espectrB (w).

t —Wm|  Om

A funcao f(t) &€ amostrada a cadasegundos, usando-se o trem de impufso$) dado
por (19). Sejaws = 21/T. A transformada de Fourier dg (t) & dada por

7 [8r ()] = 0xdus(w) (22)
onde "
Sus(@) = 3 8(0—nex) (23)
n=-—oo
Note quedws & um trem de impulsos (em fré@ncia) com péodo ws (veja Fig.11).
()
W
—20s —Ws 0 Ws 205
Figura 11: Trem de impulsos com fedlo ws.
Sejaf*(t) a fung@o f(t) amostrada a cada segundos. E@b,
f(t) = f(t)dr () (24)
Pela propriedade 2 da convoag;(12), tem-se
1
i) — - [F () * wsdws(w)] = Fs(w) (25)

21
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Desenvolvendo,

o =2 {F(W 5

n=—o

i F () * 8(w — nos) (26)

n=—o0

=l

O(w— nws)} =

e portanto
1 oo
Fs(w) = T n:sz(oof nws) 27)

A Fig. 12mostraf*(t) e sua transformada de Fourie(w).

—Wm om )
L o= 2m/T

Figura 12: Fungo f (t) e sua transformada.

Note que a fungoF (w) se repete periodicamente a cadaad/s, e que a repetio se &
sem sobreposip se
@>20  ousea  T< (28)
2fm
Portanto, se a fuldp f (t) & amostrada com gedoT < 1/2f,, 0 espectrd-(w) pode ser
recuperado a partir d&(w), usando-se um filtro passa-baixa, como indicado nalfzig.

6 Sinais de Banda llimitada

Sinais de banda limitadado existem na g@tica. Pode-se mostrar que B¢w) = 0 para
| jw| > wm, enio a transformada inverddt) existe para todos os intantes de tenpre-
gativos, concluindo-se d@ue um sinal de banda limitada existe no intervaieo, + ).
Reciprocamente, um siné(t) que $ existe para > 0 ndao pode ter banda limitada.

Portanto, uma superpo8ig de espectros sempre existe, mas para todos os sinais de
importancia pética, | F(w) | diminui com o aumento da fré@nciaw e a maior parte da
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informago esh contida num certo intervalo de figncias. O erro ao se ignorar fiémcias
acima de um certo valdr desprewel.

Considere um sinal qualquer, de banda ilimitada (ou s&jagenistewn, tal queF (w) =0
paral | > wny). Suponha que o sindl(t) seja amostrado com uma fi@nciaws = 2wy,
ondewyp & uma frediéncia tal que F(w) | & desprewel para jow | > wy. A Fig. 13mostra o
espectrd-(w) e o espectro do sinal amostraljw).

F(w)

Figura 13: Espectré (w) e Fs(w).

Note que a superpo$ig de espectros ocorre de fato. Recuperando-se ofgmaltraves
de um filtro passa-baixa, frégncias que estavam originalmente fora da banda limitada por
wp aparecem na &da do filtro, contribuindo em fré@ncias mais baixas. Por exemplo, a
componente de fré@gnciawp + A aparece como uma componente de ilatpiawy — A. Essa
situa@o riioé deseivel, e para se evitar esse efeé@omum fazer primeiro umaéffiltragem
deF(w), para se eliminar as contribdies nas frei@nciasw tais que| jw |> wp, € somente
enfio se realizar a amostragem.
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7 Filtragem

O objetivo aquié determinar a furéip de transf@ncia de um filtro ideal com frégncia de
cortewm, como indicado na Figl2. A Fig. 14 a seguir mostra a represerdiagsimtblica do
filtro, o sinal amostrado na entradi&(t), a sddac(t) e suas respectivas transformadas.

() c(t)
Filtro passa-baix&d (w
Fs(w) o © C(w)

S

Figura 14: Representag simiblica do filtro.

Em geral, um sinal transmitido ati@s de um filtro sofre um atraso no tempo. Diz-se que
o sinal obtido na dda do filtro réo apresenta distdig sec(t) = f(t —to), ou seja, oltm-se
o proprio sinalf(t) com um atraso d. Como

C(w) = H(w)Fs(w) (29)
enfio fazendo
H(w) = |H(w) [ expjO(w)] , O(w) = —ulo (30)
com
1, |w]<om
|H(w) [ = { (31)
0 , caso confario
obtm-se
C(w) = Fs(w) exp(— jwio) (32)

A funcao de transfénciaH (w) = | H(w) | expj©(w)] & mostrada na Fid.5.

[H(w) |
1

Figura 15: Fungo de transfé@ncia do filtro.

Sejah(t) a resposta ao impulso do filtro passa-baia) da Fig.15.
h(t

impulso - (t)

Figura 16: Resposta ao impulso do filtro.
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Pode-se mostrar que

h(t)

_ O {sin[w(t—to)]} (33)

T w(t—to)

1+

0.81

0.6

—
+—

= o4+
0.2r
0
02- / v
DL%O -15 -10 -5 % 5 10 15 20

Figura 17: Resposta ao impulso do filttg £ 5).

Note queh(t) existe para valores negativostdeim resultado bastante estranho levando-
se em conta que o impulso foi aplicado no instante0. Na p@atica, um filtro com as ca-
ractefsticas dadas poB() nao pode ser constido. Constbem-se filtros com caracisticas
aproximadas das do filtro ideal. A seguir, dois tipos de f8fo apresentados.

7.1 Segurador de Ordem Zero

Esse tipo de filtré& muito usado em sistemas controlados por computador.

Considere a sé@ncia de ameros{ f (kT)}, k=0,1,2,..., correspondente ao sin&(t)
amostrado a cad@ segundos. Deseja-se reconstrifit), t > 0, a partir das amostras dis-
poriveis aé o instanté. Ou seja, o sinaf (t) entre duas amostras consecutivas nos instantes
kT e (k+1)T deve ser estimado usando{&T), f ((k—1)T), ..., f(0).

Supondo qud (t) possui derivadas @tordemn, pode-se estimaf(t) no intervalokT <
t < (k+1)T atra\es da érie de Taylor

fi(t) =~ f(KT) + f O (KT)(t —KT) + - + LA

o —kT)" (34)
onde N
fO(KT) = d—nf(t) (35)
dt tkT
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Um valor aproximado para a primeira derivadafdg & dado por
1

fOKT) = T {f(kT)— f[(k—1)T]} (36)
e, analogamente, para a segunda derivadgtje
fKT) = T—lz{f(kT)—Zf [(k=D)T]+ f[(k—2)T]} (37)

Analisando-se somente o primeiro termo @aies 34), conclui-se que o polimio que
extrapola o valor dé (t) no intervalokT <t < (k+1)T & de ordem zero. O dispositivo que
maném o sinal constante no intervalo de d@ag, ou seja,

fut) = f(kT) , kKT<t<(k+1)T (38)

& chamado dsegurador de ordem zero A relaggo (38) define a resposta ao impulso do
segurador de ordem zero, gaienostrada na Fid.8.

h(t)

0 T t

Figura 18: Resposta ao impulso do segurador de ordem zero.

A Fig. 19 mostra sinaisipicos de entrada e s do segurador de ordem zero.

()

T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T

T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T

Figura 19: Sinais de entrada éd&do segurador de ordem zero.
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Ainda na Fig.18, segue-se que a resposta ao impulso do segurador de ordeéndaata
por
h(t)=u(t)—u(t—T) (39)
ondeu(t) & a fun@o degrau undtrio. A fung@o de transfémcia do segurador de ordem zéro
dada pela transformada de Fouriethds), ou seja,

H() = 1—ex?((;ij) — exp(— joT/2) (exp(jo)T/Z) —j(ixp(—ij/2)>
= %exp(—juﬁﬂ) (40)

MasT = 211/ ws, ondews € a frediéncia de amostragem em rad/s. &nt

_2n [sin(m)/ws)

As caracteisticas de amplitude e fase do segurador de ordem Zerar®stradas na
Fig. 20.
[H(w) |
,,,7/]/7‘ Filtro passa-baixa ideal

O /2 s 20 3w w

B o & :

Figura 20: Amplitude e fase do segurador de ordem zero.

Note que o segurador de ordem zero comporta-se essendalomno um filtro passa-
baixa. Comparado com um filtro ideal, ao &svde cortar bruscamente eog/2, o ganhoé
zero emw = W € | G(w) |= 0.636 paraw = ws/2. A preciio do segurador de ordem zero
como dispositivo extrapolador depende bastante déérezia de amostragem, como pode ser
visualizado na Figl9.
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7.2 Filtro Passa-Baixa de 2a. Ordem

Considere o filtro passa-baixa mostrado na Eig.

Figura 21: Filtro de segunda ordeRi.C.

A funcao de transf@ncia do filtroé dada por

ey Voli®) 1 - 1/LC
(@) = (@ ~ (9PLCT jol/RF1  —@?+ jo/RCII/LC

(42)

Do denominador de4@), colocado na forma pa@lo para um sistema de segunda ordem,
vem

1 1
(A)n:\/? ) E:ﬁ\/l-/c (43)
FazenddR= /L /C, obtm-se
E=1/2 ‘ H(m)(w:wn -1 (44)
e
B wh
O = T ® “o

A transformada inversa dé(w), queé a resposta ao impulso do filt@dada por

h(t) = Z—\fwn exp(—mnt/z)sin(gum) (46)
As Figs.22 (a) e (b) mostram as caradtgicas de amplitude e de fase ld¢w), e a Fig.23

mostra as respostas impulsives).
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Figura 22: Caractésticas de Resposta em Fréqggia do FiltroRLC.
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Roteiro

Resposta ao Impulso

Parte A - Exercicios Propostos

=y ““ 1 A-1 Calcule a &rie de Fourier na forma exponencial correspondarften@o abaixo e es-
I 1 boce o comportamento doadulo dos coeficientes complexos dais em fun@o da
frequéncia.

Amplitude

0 0.5 1 15 2 2.5 3
Tempo (sec)

Figura 23: Resposta ao Impulso dos FiltRIsC.
Figura 24: Onda quadrada.

Note que a resposta ao impuls@emelhanta resposta ao impulso do filtro ideal, por
inicia-se ent = 0. A-2 Calcule as transformadas de Fourier das &igsca seguir e esboce o seu comportamento
(em mbdulo) em fun@o da fregéncia.

a) y(t)=-exp(—-t/10)cog3t), t>0

Referéncias
b) y(t)=exp(—t)coq3t), t>0

[1] Lathi, B. P.,Communication System#ohn Wiley, 1968. A-3 Considere os sinais do ex@io A-2, amostrado com uma fré@nciacs = 20 rad/s.

[2] Kuo, B. C. ,Digital Control SystemsHolt, Rinehart and Wiston, 1980. Esboce o espectro frégncial resultante.

A-4 Considere a resposta em ficia do filtro de segunda ordem, dada na Efy.Defi-
nindo a varavela = w/wy — freqiiéncia normalizada, obtenha uma expéesanaitica
para| H | versusa, e eshoce esta fuagQ. Quais &0 os ganhos pam= 1,0 =05e
a=157?
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Parte B - Exercicios de Simula@o
Considere o diagrama a seguir.

- freqiiéncia de corte
s - freqiiéncia de amostragem h -

% Filtro Passa-Baixa

Figura 25: Esquema de Filtragem.

B-1 Simule a situago indicada no diagrama da Figh para a fungoy(t) = exp(—t/10) cog3t),
nos seguintes casos (unidades em rad/s):

a)ws = 25,0, = 6.

b) ws = 25,00, = 3.

C) ws=4,wn=3.

d) ws=4, w, = 6.

Para cada caso, obtenha o&fgos dey*(t) eys(t); plote-os simultaneamente cortt).
B-2 Com base nas curvas obtidas para cada caso, expliguesthaaga (ou diferenca) entre

o sinal original e os sinais filtrados. Qual a ifcia da fre@jéncia de amostragem ? E
da frediéncia de corte do filtro ?

B-3 Simule a situago indicada no diagrama quang) & uma onda quadrada de foeto
T = 2, nos seguintes casos (unidades em rad/s):
a) ws = 150,00, = 12.
b) ws = 150,00, = 3.
Para cada caso, obtenha o&fgos dey* (t) eys (t); plote-os simultaneamente cortt).

B-4 E posével recuperar uma onda quadrada ? Pdr QUEXplique os resultados obtidos no
item B-3.
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